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Resumen

Este trabajo estudia las sumas de Gauss y su utilidad en diversas areas de la
fisica, partiendo de su definicién y propiedades béasicas hasta conseguir una féormula
cerrada para las mismas. El primer capitulo desarrolla varios resultados preliminares,
destacando aquellos que permiten evaluar casos particulares de las sumas de Gauss. El
segundo capitulo utiliza estos resultados para demostrar propiedades de los simbolos
de Legendre y de Jacobi, como la ley de reciprocidad cuadratica, y culmina con la ob-
tenciéon de una férmula general para la evaluacion de las sumas de Gauss. Los ultimos
tres capitulos aplican estos resultados a diferentes fenémenos fisicos. En el primero
se estudia el efecto Talbot, un fenémeno 6ptico en el que, a distancias adecuadas, los
patrones de difracciéon replican la estructura de la red de difracciéon. En el segundo se
analiza la evolucién de filamentos de vortice poligonales en fluidos, determinando una
formula para el angulo entre lados adyacentes. Finalmente, en el ultimo se estudia la
aparicion de zonas de densidad de probabilidad constante en el problema cuantico de
la expansion sibita del pozo de potencial infinito.

Abstract

This work studies Gauss sums and their use in different areas of physics, start-
ing from their definition and basic properties up to a closed formula for them. The
first chapter introduces several preliminary results, with those that allow us to eval-
uate particular cases of Gauss sums being the main ones. The second chapter uses
these results to prove properties of the Legendre and Jacobi symbols, such as the
quadratic reciprocity law, and culminates with the derivation of a general formula for
the evaluation of Gauss sums. The last three chapters apply these results to different
phenomena in physics. The first one studies the Talbot effect, an optical phenomenon
in which, at certain distances, the diffraction patterns replicate the structure of the
diffraction grating. The second one analyzes the evolution of polygonal vortex fila-
ments in fluids, deriving a formula for the angle between adjacent sides. Finally, the
last chapter studies the appearance of regions of constant probability density in the
quantum problem of the suddenly-expanded infinite potential well.
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CAPITULO 1

Evaluaciones basicas

En este capitulo se definen las sumas de Gauss cuadraticas, concepto sobre el
que versa este trabajo. También se comienza el estudio de su evaluacién, puesto que
obtener un resultado cerrado no es trivial. Por tltimo, se establecen los lemas sobre
los que se apoyaré el siguiente capitulo.

1.1. Las sumas de Gauss
Las sumas de Gauss cuadrdticas se definen como

q—1 2
G(a,q) = Z e (CLZ> paraa € Zy q € Z" coprimos,

n=0

donde la notacién e(z) indica la expresion €27,

Se puede generalizar esta expresion afiadiendo un término lineal, obteniendo asi
las denominadas sumas de Gauss generalizadas:

g—1 2
b

) cona,b€Zyq€Z", ay q coprimos.
=0

3

Se puede comprobar que, en efecto, esta nueva expresiéon supone una generalizacion
de las sumas de Gauss cuadréaticas, ya que G(a,0,q) = G(a,q).

La evaluacion de las sumas de Gauss generalizadas admite una expresion explicita
aunque compleja, dividida en varios casos y con una demostracion laboriosa. Por ello,
se plantea a continuacién un estudio preliminar mas sencillo, en el que se obtendré
una férmula para la evaluaciéon de su médulo.
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1.2. Evaluacion de las sumas de Gauss

Estudio de su moédulo

El estudio del modulo de las sumas generalizadas de Gauss comienza considerando
primero su cuadrado, de forma que

11 (Glab gl = S ofamtsm) S famam) - §2 ,(s0rntrssom)
. a,b,q)| 7;)e< >.7;)e<q>—m;0€( . )7

donde se han utilizado las propiedades complejas |z]? = 22 y 21 + 22 = 21 + 22,
ademéas de propiedades basicas de la exponencial.

Para continuar desarrollando la expresiéon, se debe observar que cada sumando se
comporta de forma g-perioédica en n, es decir, sumando ¢ al indice n se tiene

a((n+q)*— m? +b(n+q—m) _ a(n® — m2)q—i— b(n —m) + aq + 2an + bg,

concluyendo que sumar g a n solo anade multiplos de 27 al argumento, resultando en
el mismo nimero complejo. De esta forma, se continua el desarrollo de (1.1) con el
cambio n — n +m modulo ¢, obteniendo asi

q—1 q—1

(1.2) ‘G(a,b,q)‘Q—Ze(mQ;—bn) Z@(Za;nn)

Para simplificar atin mas esta expresion se debe estudiar el comportamiento de la
suma interior, que se resume en los siguientes casos:

Casol: n=0

q—1 q—1

DSTCD I ST ST

n=0 m=0 m=0

Caso II: n # 0 y ¢ impar, es decir, q 1 2an.

q—1 q—1

— e(2an —e(2an
(13) e<2amn>_zoe<2an> 11_6((%1))‘1_11_6((22?))_0.

m=0

Caso IIL: n # 0 y ¢ par. Se tiene lo mismo que en (1.3) excepto para n = q/2 =: ¢'.

q—1 q—1 g—1 g—1
2amn 2amq

Ze( ) = e( ) >: e(am)zleq

m=0 q n=q’ m=0 q m=0 m=0

Se concluye entonces que todos los términos de la suma exterior se anulan, excepto
los correspondientes an =0y, si g es par, an = ¢'.
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Para obtener una expresion cerrada cuando ¢ es par, se continta el desarrollo
de (1.2) teniendo en cuenta para la tltima igualdad que, como a y ¢ son coprimos, a

debe ser impar.
024b-0 2+ bq "+b
6<a>.q+e<wq>,q:(1+e<aq ))q
q q 2

= ( 1+ cos (m(aq + b)) + isen (m(ag'+ b))) q

|G(a,b,q)|”

(1+(D") g = (L+ (-7 -q

Resumiendo, el moédulo de G(a, b, q) viene determinado por la paridad de q.

V4 si q es impar,

1+(—1)b+a/2

(1.4) |G(a,b,q)| = ,
73 V4 81 q es par.

Esta expresion permite estudiar mas propiedades de las sumas de Gauss. A modo
de ejemplo se determina a continuacién cuando su valor es cero.

G(a,b,q) =0 < |G(a,b,q)| =0 < 1+(_1)b+Q/2:0

& 2b+q/2—1 < 4] 2b+q—2.

Estudio de G(1, q)

Antes de continuar con el estudio de G(a, b, q), resulta conveniente evaluar prime-
ro G(1,q). Para ello se utilizara la funcién F(z), definida como

2
F(z) = Z €<(x+k)>'
—z<k<q—x q
Esta funcion es 1-periddica, ya que

(:c+1+k)2> <(x+k’)2>
Flz+1) = el ———— | = el — | = F(x).
@+1) > (U > - @)
—(z+1)<k<g—(z+1)

Ademas, es continua en 0 porque

lim F(z)= lim qiée(w) :q e(kQ):F(O),

r—0~ x—0~ =0 q =0
q 2 q 2 q—1 2
k k k
lim F(z) = lim e<($+)> = Ze<—> = e(—) = F(0),
z—0t z—0t =1 q P q o q

donde se ha utilizado la ¢-periodicidad del argumento de la exponencial. Por altimo,
es de clase C* en (0, 1), ya que F' es una suma finita de funciones C* en (0, 1).
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Teniendo en cuenta estas propiedades, se deduce que la funcién F' coincide con su
serie de Fourier 7] [17].

1
x) = Z fne(nz) con fy :/0 F(t) e(—nt) dt.

neL

Sustituyendo la expresion de F' en la féormula para los coeficientes de Fourier y
teniendo en cuenta la g-periodicidad en k se obtiene

e [ E (e [ B ()

k=—t k=

donde intercambiando el sumatorio con la integral y utilizando el cambio de variable
u=t+k—qn/2, se tiene

Jn= f/:zq;e(—n(u—i— % —k)) e((u+qq2n)2) du

k=0
q—1 k+1-4t 2 2 2
:Z/ e(—nu—ﬂ—i-nk—i-u——i-ﬂ%—nu)du
k=07 k=% 2 q 4

2, 91 ppy1-9n 2
=<(-"7) ()
(-2 kzo/k (%) du

A simple vista, la expresion obtenida para los coeficientes de Fourier puede parecer
compleja pero, al considerar su suma sobre los indices pares, se observa que la suma
de las integrales recubre toda la recta real, simplificando asi la expresion.

ngnzz qn Z/:H " du:/ooe<tq2>dt

nez neZ —o0

De forma andaloga se obtiene la expresion para la suma sobre los indices impares.
—q 00 ﬁ
St =e( ) [_e(3) e
47 ) q
nez

La integral que aparecen en ambas sumas es una variante de las integrales de

o0

Fresnel, que se presentan a continuacion:

C(z) = /Oz cos(t?) dt y S(z)= /02 sen (t%) dt.

Estas integrales son funciones pares, y su limite cuando z tiende a infinito toma el
valor /27 /4 en ambos casos [22].
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Teniendo todo esto en cuenta y expresando el término complejo en su forma tri-
gonométrica, se tiene que

/Ze(f)dt:/m cos(t;)dt—i-i/oo sen(i)dt

o0 o0

=% [/_Zcos(ﬁ)du+i/_isen(u2)du]

[C(oo) + iS(oo)} = /g (1+9).

S5 S

Recogiendo todos estos céalculos previos y suponiendo que las series convergen , se
puede completar la evaluacion de G(1,q).

Teorema 1.1. Sea q € Z*. Entonces

(1+0)y@ sig=0 (méd 4)
V4 sig=1 ( )
0 sig=2 (méd4),
i\/q sig=3 ( )

méod 4),
mod 4

b

mod 4).

Demostracion. Observando la relacion entre G(1,q) y F se tiene que

G(17q) :F(O) = an = Zf2n+2f2n+1

nel neZ neZ

(e G) [ e(B) = (1 e(3)) van oo

Siq = q+4, entonces e(—¢'/4) = e(—q/4+ 1) = e(—q/4). Atendiendo a esta periodi-
cidad y calculando el valor de e(—¢q/4) para ¢ = 1,2, 3,4, se obtiene el resultado por
casos que aparece en el enunciado del teorema. O

1.3. Lemas

Para finalizar el capitulo, se introducen y demuestran los lemas que se utilizarédn
para completar la evaluacion de las sumas de Gauss en capitulos posteriores.

Lema 1.2. Sean a,b € Z y q € Z" impar, con a y q coprimos. Entonces

—4a b?

G(a,b,q) :e< >G(a,q)

donde m indica el inverso multiplicativo maodulo q.
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Demostracion. Para la demostracién deben completarse cuadrados médulo g y tener
en cuenta la g-periodicidad en n.

G(a,b,q) = §e<cm2;lm> _ nioe(a(n+2az;)2 _4ab2>
:6<_4qab2) g)e(mj):e(_?w)ﬂa,q) O

Corolario 1.3. G(1,b,q) = e(—4b%/q) G(1,q).

Lema 1.4. Sean q1,q2 € Z* coprimos. Entonces se cumple que
G(CL, b7 QI(]Q) = G(a’q17 b7 q2) G<aq27 b7 QI)

Demostracion.

- -1
an? + bn am? + bm
G(aqi,b, q2) G(agz,b,q1) = Z <q1 ) Z e<q2>

m=0 o

q1492

—1q—1
B qQZ qlz: . <q%an2 + q1bn + g3am? + (pbm)
=0 m=0

z_: z_: < @i + g2m)* + b(qin + Q2m)>
=0 m— q1q2
Para acabar la demostracion, basta ver que g m-+gen recorre los restos médulo g1 o
cuando 0 < n < g2 y 0 < m < q;. Considerando el sistema de congruencias siguiente
se tiene
r=qn+gm (moéd q) N {x =qgm (mod q),

r=qn+qg@m (méd g) r=qn (méd g2).

Como ¢; v g2 son coprimos se tiene que, por el Teorema Chino del Resto, existe una
solucion tnica x para cada par (n,m). Si0 < n < g2y 0 < m < g1, se tienen qqo
pares unicos (n,m), por lo que existe un nimero g;¢g2 de soluciones tunicas al sistema
y, por tanto, se recorren uno a uno los restos moédulo gi¢o. O

Estos lemas, ademéas de utilizarse en las demostraciones del siguiente capitulo,
permiten evaluar ciertas sumas de Gauss de forma sencilla. Por ejemplo, para a = 30,
b=3y q="77 se tiene

_1.30.32
G(30,3,77) = 4%

con a = —2/77. Como 30 -7 =1 mo6dulo 11, y 30 - 11 = 1 modulo 7, se tiene que

G(30,3,77) = e(a) G(1,11) G(1,7) = e(a) - iv11 - iv/T = —e(a)VTT.

) G(30,77) = e(a) G(30 - 7,11) G(30 - 11, 7),



CAPITULO 2

La ley de reciprocidad cuadratica

En este capitulo se introducen el simbolo de Legendre y una de sus generalizacio-
nes, el simbolo de Jacobi. También se demuestran algunas de sus propiedades, como
la ley de reciprocidad cuadratica, haciendo uso de las sumas de Gauss. Estas propie-
dades permitirdn ampliar los resultados del capitulo anterior, obteniendo una férmula
cerrada para la evaluaciéon de las sumas de Gauss con valores de ¢ més generales.

2.1. El simbolo de Legendre

Sea n € Z y p primo tal que p { n, se define el simbolo de Legendre como

2=n (p) no tiene solucion,

(n) 1 siz?=mn (p) tiene solucion,
-1 siz=n

donde se ha utilizado (p) en lugar de (mod p) para denotar de forma reducida las
congruencias. Esta notacion se utilizara en el resto del trabajo.

El simbolo de Legendre expresa de forma compacta el concepto de residuo cuadra-
tico. Un entero n se clasifica como residuo cuadrdtico mddulo p si existe un entero x
tal que 22 =n (p); en caso contrario, n se denomina no-residuo cuadrdtico.

Estos conceptos son los que, eventualmente, permiten obtener la evaluacién com-
pleta de las sumas de Gauss. El siguiente lema es el primer paso en esta direccion.

Lema 2.1. Sea (%) = —1 conp>2 primo yq€Z, ptq. Entonces, los elementos

q(£1)%, q(£2)?, ..., q(:l: %)27 0, (£1)2, (£2)2, ..., (i p%ly

forman todas las clases mddulo p sin repeticiones cuando se fija uno de los dos signos.

Demostracion. 0,12, ..., (p%l)2 son residuos cuadraticos, por lo que al multiplicar
por g se convierten en no-residuos, excepto el 0. Se tienen entonces % residuos

7



8 La ley de reciprocidad cuadratica

L. 1 . L. .. .
cuadraticos y pT no-residuos cuadraticos distintos!, formando todas las clases modulo
p sin repeticiones. El caso con el simbolo negativo es anélogo. O

Este resultado que a primera vista puede parecer alejado de las sumas de Gauss,
permite demostrar la siguiente propiedad.

Lema 2.2. Sean p > 2 primo y q € Z con p1q. Entonces
(4
G(g,p) = (5) G(L,p).

Demostracion. La demostracion se divide en dos casos.

Caso I: (%) =1, es decir, 3z : 22 = ¢ (p).

ot = 5e(%) - 5e(5) - Sel(y) -

donde en el cambio xn — m se ha utilizado que, si n recorre los restos moédulo p,
entonces xn también lo hace por ser p primo.

Caso II: (%) =—1.Sea A, = {rnz}(:;ll)ﬁ y sea B = A,UA; U{0}.
p] qn’? L n? k L k
G(q,p)+G(1,p):Ze(—>+Ze<—> :22(3(7) =2 6(7)’
n=0 P n=0 P ke P =0 P

donde se ha utilizado el lema 2.1 en la Gltima igualdad. Esta expresiéon vale 0 por ser
dos veces la suma de las raices de la unidad, por lo que G(q,p) = —G(1,p). O

La utilidad de este lema es, entre otros, demostrar la siguiente propiedad del
sfmbolo de Legendre.

Lema 2.3. El simbolo de Legendre es multiplicativo en su primer argumento. Es decir,
dados ni,ne € Z y p primo se tiene que

() = (2)(2),

Demostracion. Basta demostrar que G(q1g2,p) = (%) G(q1,p). Para el caso (%) =1,
la demostracion sigue el mismo esquema que el caso I de la demostracién del lema 2.2.
El caso (%2) = —1 también es similar a la demostracién del caso II del lema anterior,
evaluando esta vez G(q1q2,p) + G(q1,p) y teniendo en cuenta que el lema 2.1 sigue
siendo valido al multiplicar por ¢; cada elemento, tanto si ¢; es un residuo cuadratico
como si no. O

!Son distintos ya que, suponiendo que existen a,b con 1 < a < b < % y a® = b% (p), se tiene
entonces que (a + b)(a —b) = 0 (p). Entonces, o bien se tiene la contradiccion a = b (p), o bien
a = —b = p — b, que se contradice por ser a < %_1 < p—;l <p-—b.
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2.2. La ley de reciprocidad cuadratica

La ley de reciprocidad cuadrdtica es un resultado sobre congruencias conjetura-
do por Euler y demostrado por Gauss, que establece la relacién entre la solubilidad
de 22 = p (¢q) y la de 22 = ¢ (p) para p,q > 2 dos primos distintos. El resultado
proporciona una forma de determinar a cudl de los siguientes casos pertenece el par
de congruencias:

= Las congruencias son incoherentes: una congruencia tiene solucién y la otra no.

= Las congruencias son coherentes: ambas tienen solucién o ambas no la tienen.

La ley de reciprocidad cuadratica relaciona esta clasificaciéon con la paridad de la
expresion (p—1)(g—1)/4. El siguiente fragmento de c6digo sagemath permite realizar
una comprobacién empirica para los primos en el rango 2 < p < ¢ < 100.

results = []

for p in prime_range (3,100):
for q in prime_range(p+1,100):

sol_pq = solve_mod(x~2 == p, q)

sol_qp = solve_mod(x~2 == q, p)

is_incoherent = (len(sol_pq) == 0) ~~ (len(sol_gp) == 0)
is_odd = bool (((p-1) * (g-1) / 4) % 2)

results.append(is_incoherent == is_odd)

print (all(results))

Esta comprobacién empirica sugiere que ambas soluciones son coherentes si y solo
si (p—1)(¢—1)/4 es un ntumero par. Esto es lo que propone el siguiente teorema, que
se demostrara utilizando las sumas de Gauss.

Teorema 2.4. Sean p,q > 2 dos primos distintos, se cumple que

(22) (2) — (—1)P-Dla-D/4,

q/ \p

Demostracion. Partiendo de G(1,pq) y utilizando los lemas 1.4 y 2.2 se tiene que
_ _(P\(4
G(1,pa) = Glp. ) Gap) = () (1) G0 GL,p).

Utilizando el teorema 1.1 y teniendo en cuenta que p y ¢ son primos impares, basta
observar que el resultado de G(1,pq) y el de G(1,q) G(1,p) coinciden excepto en el
caso en el que p = ¢ =3 (4), donde tinicamente cambia el signo. De esta forma,

<2)<g>: -1 sip=q=3 (4)
q/ \p 1 en el resto de casos.

Teniendo en cuenta que (p—1)(¢—1)/4 es impar siy solosip = g =3 (4), el resultado
anterior se puede reescribir de forma més compacta como ( —1)(10*1)(4*1)/ 4 obteniendo
asi la expresién que aparece en el enunciado del teorema. ]
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Ademaés de la ley de reciprocidad cuadratica, existen las denominadas leyes suple-
mentarias, que también pueden ser demostradas utilizando las sumas de Gauss.

Teorema 2.5. Sea p > 2 primo, se cumple que

(Ll) = (P2 (g> = (—1)@*-D/8,

p p

Demostracion. Para demostrar la primera ley suplementaria, se parte de G(—1, p).

G(-1,p) = (pl) G(1,p).

Teniendo en cuenta que G(—1,p) es el conjugado complejo de G(1,p) y utilizando el
teorema 1.1 se tiene

V> _ G =

PRI
G(1, G(1, i/p|? L

p (1,p) (1,p) (‘zﬁ‘)Q =—1 sip=3 (4).

Para la segunda ley suplementaria, se parte de G(1,8p), se utiliza el lema 1.4 y se
evalta teniendo en cuenta que, por el lema 2.3, (%) = (%)3 = (%)

21 G(1.8) = GE G = (1) GLp G = () 6P Go.3)

Como 8p =0 (4), entonces G(1,8p) = (1+1)+/8p. Por otra parte, para evaluar G(p, 8)
basta considerar los casos p = 1,3, 5,7, por periodicidad. Para simplificar la notacion,
los sumatorios de las siguientes ecuaciones tienen como indice n € {0,1,...,7}.

(1+14)V8,

S e(3n?/8) = X e(n?/8) €™/? =i - G(1,8) = (—1 + i)V/8,
> e(5n?/8) =3 e( — 3n/8) = G(3,8) = (=1 —i)V8,
>
n (

G

(1,
G
(

Y

8
3,8
9,8
7,8

Q

)
)
)
G(7,8) = X e(Tn?/8) = X e(— n?/8) = G(L.8) = (1 - i)V5.

Despejando (7) 2.1) y observando la paridad de (p? —1)/8, se obtiene el resultado
del enun(nado O

2.3. El simbolo de Jacobi

Hasta el momento, los resultados obtenidos sobre las sumas de Gauss requieren
que ¢ sea un namero primo. Para poder obtener la evaluacion de G(a, b, ¢) siendo g un
nimero positivo cualquiera, es necesario extender algunas definiciones y resultados a
numeros compuestos.

Sean n,m € Z con m > 2 impar, se define el simbolo de Jacobi como

() =11(1)"
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Para m no primo, que el simbolo de Jacobi tenga valor 1 no implica la solubilidad
de 22 = n (m). Al igual que el simbolo de Legendre, el simbolo de Jacobi también es
multiplicativo en su primer argumento.

Corolario 2.6. El simbolo de Jacobi es multiplicativo en su primer argumento. Es
decir, dados ny,no € Z y m € ZT se tiene que

)= GG

Demostracion. Se sigue de la definiciéon del simbolo de Jacobi y de la naturaleza
multiplicativa del simbolo de Legendre. O

Los simbolos de Jacobi también cumplen la la ley de reciprocidad cuadratica y
las leyes suplementarias. A continuacion, se demuestra un lema intermedio que se
utilizara para extender la ley de reciprocidad cuadratica a los simbolos de Jacobi.

Lema 2.7. Sean p,q > 2 dos primos distintos y k,l € Z, se cumple que
k l

(&l) (%) — (—1)PF-D' =D/,

q p

Demostracion. Utilizando la definicion, la multiplicatividad del simbolo de Jacobi y
la ley de reciprocidad cuadratica para el simbolo de Legendre se tiene que

k l k l

(G = () = O Q= (O] = [

Para acabar, se debe comprobar que la paridad de kl(p — 1)(q — 1)/4 coincide con la
de (p* —1)(¢' — 1) /4. Para ello, se reescribe

F_1) (g -1 “1)(q = D)ST, = —
(p i(q ) _ (@ )(q4 Sl S=3p v T=Y ¢
j=0 3=0

y se observa que Sp1; = kl modulo 2, quedando demostrado el lema. ]

Este lema permite demostrar la ley de reciprocidad cuadrética para los simbolos
de Jacobi, es decir, para n y m mas generales.

Teorema 2.8. Sean n,m € Z* dos niimeros impares y coprimos, se cumple que

(E) (@) — (—1)(n=Dm-1)/4,

m/\n
Demostracion. Sea n =pi*---pp* y m = qlﬁ1 e qlﬁl, entonces
Lok B L ke g,
U VAL p; 4q; _ pj 4q;
() Go) =TT Co) I () =TT () (s )
i=1j=1 4 7 j=1i=1 Pj i=1j=1 4 P;
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Aplicando el lema 2.7, se tiene
Ik
n m k 1 1 1 k ke 1
(2.2) V(2 = H H(_l)(p “D@ =D/ = (Z1)1 L 2= (PP D@ 1),
() - 11T

i=1j4=

Para simplificar las sumas que aparecen en el exponente, se considera el siguiente
oy,
desarrollo, donde a; = p;’

T =TT e =TT (2= ) _ st 7 (a5 = 1)
n= e =11t - +)_j1;[1(2+)_ >, P[5

SCc{12,..k}  jeS

Estudiando el comportamiento de este sumatorio médulo 4 y atendiendo a la potencia
de 2 que tienen todos los términos, es claro que tinicamente sobreviven los sumandos
correspondientes a S =0 y S = {j}, por lo que se tiene

k

k k
2(aj — 1) , ; .
n=1+) # méd4 = n—1=) (a;—1)=) (pj’ —1) méd4.
j:l j:l j:l

Este comportamiento médulo 4 es el que interesa para evaluar la potencia de la ecua-
cion (2.2). Por lo tanto, sustituyendo en dicha ecuacion se tiene

PN ) i S P -) Sl (6 -1 gy (n=1)(m=1)/4
(m)<n)—( 1)a &= 1 (—1) . O

Ademaés de su utilidad en la evaluacién de las sumas de Gauss, esta extension de
la ley de reciprocidad cuadratica permite elaborar un algoritmo para determinar la
solubilidad de 22 = n (m), que es la base del criptosistema de Goldwasser-Micali [23].

Una vez introducido el simbolo de Jacobi y sus propiedades, es posible extender
el lema 2.2 para potencias de ntimeros primos.

Lema 2.9. Sean p > 2 primo y q € Z con p1q. Entonces

G(q,p") = (2%) G(1,p").

Demostracion.
pF-1 2 p—1pr -1 k—1 2
’ qn q(p""m+ 1)
Gl = o(T) = S5 (1 me )
n=0 m=0 (=0
donde se ha particionado el rango n = 0,1,...,p" — 1 en bloques de tamano p* — 1
mediante el cambio n — p*~Im + ¢. Desarrollando la fraccion interior se obtiene
qp*'m+0)? ¢ ((pk_lm)2 + 2pFIme + 52) beo o 2qml  ql?
. = - = qp"Pm® + T — 4+
p p p p
Por tanto, recuperando la evaluacion de G(q, pk) se tiene
p—1ph i1 2 pF1-1 5 p—1
_ 2gml  f ql 2gm/l
Gt =3 Y e(atot o ML) T (00 5 2y
m=0 (=0 p p £=0 Pr7 o p
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Para evaluar la suma interior, se dividen los casos p 1 2¢f y p | 2¢f. Teniendo en
cuenta las hipotesis, se observa que las condiciones p | 2¢¢ y p | £ son equivalentes.
Denotando ¢ = pn para el primer caso se tiene

( p—1 p—1
- e(2gmn) Z 1 sip|¥,
Z <2qm€> m=0 m=0
[ =
p p—1
m=0 1 —e(2q4/p .
e(2¢¢/p)™ ((26//)) 0 sipfd.
\ m=0 ac/p
Por tanto
pk_lfl 9 pk_Qfl 9 pk—Qil 9
qt q(pn qn -
Glq.p*) =p (7) = e( ( k) ) =p (ﬂ) =pG(g,p"?)

Iterando este resultado y teniendo en cuenta que p* =1 (4) y (p%) =1 cuando k es
par, se tiene que

G(q,p") =p"*G(q,1) = \fl—(*> G(1,p")

De igual forma, teniendo en cuenta que (1%) = (%) cuando k es impar, se concluye
que

Glapt) = Glap) =02 (T) GLp) = () GOLPY). =

2.4. Evaluacion de G(a, b, q)

Los conceptos introducidos, junto con los lemas, teoremas y propiedades desarro-
llados en estos dos primeros capitulos, permiten demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.10. Sea q € Z™" impar, no necesariamente primo. Entonces, se cumple que

=5 3 )

donde 4a indica el inverso mddulo q.

Demostracion. Teniendo en cuenta el resultado del lema 1.2 es suficiente demostrar

que, bajo las hipotesis del teorema, G(a,q) = i(q_1)2/4\/§ (%)

Sea ¢ = p{!-- . Se define P; = Hz Liti p;t. Aplicando el lema 1.4 de forma
iterativa para desarrollar G(a,q) y utlhzando el lema 2.9 se tiene

=
N

(23)  Gla,q) =Gla,py p*) = [[ GlaPyp) H(

j=1 7=1

)t



14 La ley de reciprocidad cuadratica

Para desarrollar el productorio, resulta conveniente separarlo en dos productorios, uno
por cada factor. Utilizando el teorema 1.1 para desarrollar el productorio que contiene
dinicamente sumas de Gauss, se tiene que

k
[[ca.p) =va-iv,
j=1

donde N cuenta el ntimero de factores G(1, p?j) cuya evaluacion contiene ¢. De manera
més formal, N = #{j : p;‘j = 3 méd 4}. Teniendo esto en cuenta y observando el
comportamiento de (¢ — 1)2/4, se puede reescribir la expresiéon anterior como

k -qla=1)%/4 SiN=0 o N=1 (4)
2.4 G 1’ 5\ — \/a ? = = y
(2.4) ]1;[1 (1,p;") {\/a.z'(ql)2/4.(_1) sSiN=2 o N=3 (4).

Para evaluar el resto del productorio de (2.3), se comienza utilizando las propie-
dades de los simbolos de Jacobi.

[1(5%) - LG TG - (TG
=1 pj] j=1 pjj j=1 pjj q j=1 pjj
Desarrollando el productorio de esta expresion,
P e g B
[1G#) =11 I (=) =11 1T (=) ()
j= pj Jj=1li=1i#j pj Jj=li=j5+1 p] p
(2.5) . | |
=11 I1I (=)@ D@ =D/ ()T X D 6 D e, 1)
Jj=li=j+1

El producto que aparece en la doble suma del exponente se comporta como sigue:

o o 4 (mod 8), sipl =p’ = méd 4),
<p;—1><pf—1>z{ mod ¥ ;=3 medd)

0 (mdd 8), en otro caso.

Es decir, el resultado de la expresion (2.5) esté determinado por aquellos términos en
o o4 e 7. L . .
los que p;” = pj] =3 (4), ya que al dividirlos entre 4 seran impares. El ntumero de

pares (i, 7) que cumplen esta condicion es

(N)_N(N—l)_ par sSiN=0o N=1 (4),
2 2 ~ limpar siN=2 o N=3 (4).

Por lo tanto, continuando la evaluacion en (2.5),

k

P; e 1;,_1 sSiN=0 o N=1 (4),
(2.6) jll(ﬁ)_( 1)<)_{_1 sSiN=2 o0 N=3 (4).

Al juntar de nuevo los productorios de (2.4) y (2.6) y observar que ambos tienen signo
negativo para los mismos valores de N se concluye que

G(a,q) = i@ V4 /g (9) O
q



CAPITULO 3
Difraccion y efecto Talbot

En este capitulo se utilizan los resultados obtenidos hasta el momento para analizar
el comportamiento de la luz al pasar por una red de difracciéon. En esta situacion,
aparece el fenémeno conocido como efecto Talbot, que es estudiado haciendo uso de
las sumas de Gauss. El capitulo finaliza con un resultado de analisis, que surge como
una consecuencia inesperada del estudio realizado sobre la difraccion.

3.1. El fendmeno de la difraccion

La difraccion es un fenébmeno fisico que se produce cuando una onda se encuentra
con un obstaculo o atraviesa una abertura, provocando un cambio en su trayectoria
y dispersandola. De esta forma, el obstaculo o la abertura se comportan como una
nueva fuente emisora de esa onda. En caso de que varios obstaculos o aberturas se
encuentren presentes, las diferentes ondas generadas en cada uno de ellos interfieren
siguiendo el principio de superposicion de ondas 2, §7|.

La teoria de la difraccion parte del principio de Huygens-Fresnel |2, §8.2], cuya
idea basica es que todo punto de un frente de ondas es a su vez una fuente de ondas
esféricas secundarias, que interfieren de forma constructiva entre ellas para dar lugar
a la nueva onda en el instante siguiente. Kirchhoff tomo esta idea y la desarrolld hasta
alcanzar la formula de difraccion de Fresnel-Kirchhoff |2, §8.3.2, eq. 17|, que relaciona
la solucién de la ecuaciéon de ondas en el interior de una regién con los valores en su
frontera.

Esta teoria se utiliza a lo largo del capitulo para estudiar el comportamiento de
la luz al encontrarse con una red de difraccion, compuesta por una serie de rendijas
de tamano comparable a su longitud de onda e igualmente espaciadas. A su vez, una
pantalla situada a cierta distancia recoge la intensidad de la luz al llegar a la misma,
registrando los patrones provocados por las interferencias entre las ondas generadas
en cada rendija. La figura 3.1 ilustra el experimento para dos rendijas.

En el modelo matemaético utilizado, la red de difraccién se ha modelizado como
una serie de agujeros 1-peridédicos en el eje x, que recibe rayos de luz monocroméatica

15
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Figura 3.1: Representacion simplificada del problema

desde una fuente coherente? situada en la parte negativa del eje y. Por otra parte, la
pantalla registra la intensidad en cada punto de altura y.

Planteamiento y resoluciéon de la EDP

Se supondré que la luz utilizada es monocromatica, por lo que se modelizara
siguiendo la ecuacién de una onda de la forma

u(x’ Y, t) = g(aj7 y) 6(—]€Ct),
donde X\ es la longitud de onda, k = A\~ es el nimero de onda y la constante c es la
velocidad de la luz.

La funcién u deberé, por tanto, cumplir la ecuaciéon de ondas
2 2
Ut = C Ugg + C Uy,

imponiendo cierta condicién de frontera 1-periddica en el eje x, que se corresponde
con la entrada de luz a través de la red de difracciéon. Ademés, la funcion g debera
cumplir la condicién

9(z,y) = A(z,y) e(ky),

con Ay, despreciable. La hipotesis fisica tras esta restriccion es que las soluciones
viajen a lo largo de y sin deformarse demasiado en esta direccién. Teniendo en cuenta
esta condicién y derivando u y g, se tiene que

U = gy + Puyy = (—2mike)?ge(—ket) = ¢ (gux + gyy) e(—ket)
= —Ar%k*g = guu + Gy
= —An?k*Ae(ky) = (A + 4mik A, — 47°k2 A) e(ky)
= 0= Ay, + 4mikAy,

2Es decir, los rayos de luz alcanzan la red de difraccion en fase, por lo que las ondas se generan al
mismo tiempo en cada rendija.
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que en términos de g equivale a g, +4mikg, +8m2k%g = 0. Esta ecuacion se denomina

ecuacion paraxial, y transforma el problema original en el siguiente:

(3.1) {gm + 4mikgy + 812k%g =0,

9(z,0) = f(=),

donde la condicién de frontera f es una funcién 1-periddica.

Para resolver el problema se procede utilizando separacién de variables:

X" 4 uX =0,

g(z,y) = X(z)Y(y) = {Y’ — (gk + 2mik) Y = 0.

Teniendo en cuenta que la ecuacién para X es una EDO lineal homogénea de segundo
orden con coeficientes constantes, la solucién sera de la forma
X(z) = Ae'VF® con A€ C.

Como el problema es invariante por = +— x + 1, se anade la hipdtesis de que X es una
funcién 1-periédica, de donde se deduce que /i = 27n, n € Z. Por tanto,

X(z) = Ay e(nx), con A, e€C,nel.

Por otra parte, como la funciéon Y es una EDO lineal homogénea de primer orden con
coeficientes constantes, se tiene que la solucion sera de la forma

Y(y) = Be(ﬁ“m‘k)y, con B € C.

Teniendo en cuenta que /g = 27n, n € Z 'y que A = k~! se tiene que

A 2
Y(y):Bne(— Zy)e(ky), con B, € C,n € Z.

Por lo tanto, se tiene que
L, 9
X(2)Y(y) = Cpe(nz — 5)\71 y) e(ky), conn € Z.

La solucion de (3.1) vendra dada por una superposicion de los X (z) Y (y) para dife-
rentes valores de n.

[e.e]

g(z,y) = e(ky) F(z,y), con F(x,y) = Z cne(nz — %)\Tﬂy).

n=—oo

Atendiendo a la condicién inicial g(z,0) = f(z), se observa que los ¢, son los coefi-
cientes de Fourier de f.

Cabe destacar que, como los patrones capturados por la pantalla reflejan la in-
tensidad |g|?, bastard con estudiar el comportamiento de |F| para entender dichos
patrones.
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3.2. El efecto Talbot. Comportamiento fraccionario

Henry Fox Talbot descubri6 en el siglo XIX que, al pasar la luz a través de una red
de difraccion, los patrones luminosos capturados por la pantalla son peridédicos con
respecto a la distancia a la misma. Concretamente, al situar la pantalla a una distancia
especifica, yr, el patrén resultante reproduce la estructura de la red de difracciéon. Esta
distancia es conocida como distancia de Talbot, y el efecto se produce también para
maultiplos enteros de la misma.

Este efecto es atin méas sorprendente cuando se analizan los patrones obtenidos a
una fraccion de la distancia de Talbot, obteniendo también réplicas de la estructura
de la red pero con desplazamientos y cambios de escala. Esto se conoce como efecto
de Talbot fraccionario, y a menudo se ilustra con la alfombra de Talbot.

yr -

yr/2
yr/3

yr/6

0 1 2 3

Figura 3.2: Alfombra de Talbot monocromética. En la parte inferior, la luz se difracta
al pasar por la red de difracciéon, y este patron se replica en la parte superior, a una
distancia de Talbot de la red.

Para una red de difraccién de periodo a, la distancia de Talbot correspondiente
es yr = 2a®/\ = 2a’k, que efectivamente cumple F(z, myr) = f(x) para m € N.

[e.o] o0

F(x,myr) = Z cne(ne — é)\nQ . 2)\_1m) = Z cne(nz —n’m) =

n=—oo n=—oo
(0.9}

= Z cpe(nz) = F(z,0) = g(z,0) = f(z).

n=—oo
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El efecto Talbot fraccionario también se observa al analizar el comportamiento
de F' en puntos intermedios, como por ejemplo, en el punto medio y = yr/2:

1 o0 o0

Flogm) = 3 enelnz—3n?) = 3 enelna—gn) = fla— ).

n=—oo n=—oo

Es decir, a media distancia de Talbot se replica el patrén inicial con un desfase de
medio periodo. Esto se observa claramente en la figura 3.2. Para estudiar en mayor
profundidad este efecto y generalizarlo a cualquier punto intermedio, es necesario
utilizar las sumas de Gauss.

Lema 3.1. Sean a,n € Z, q € Z* con a/q irreducible. Entonces, se cumple que

e(ﬂ> = ; G(a, —m,q)e(%).

Demostracion. Utilizando la definicién de las sumas de Gauss y cambiando de orden
los sumatorios se obtiene

q—1 1

o) < o) 2201,

m=0 —

Q|

Razonando de forma anéloga al estudio del modulo en (1.2), se concluye que la suma
exterior es ¢-periddica en k, por lo que utilizando el cambio k — k + n se obtiene

-1 q—1
1 & nm 1 /san?y « ak? + 2akn —mk
L Gl () = () (2§ o
q = q ¢ \q /= q =N g
Analizando la suma interior, se observa que esta se anula para cualquier valor de k
distinto de 0, donde vale ¢. Por tanto,
q-1 2 2

G(a,—m,q) e(%) = (1]6((“;> (6(0) : q) = e(%). O

Habiendo demostrado este lema, es facil obtener una versiéon general del efecto
Talbot fraccionario, que se ha plasmado en el siguiente resultado.

|

m=0

Proposicién 3.2. Sean a € Z, q € Z' con a/q irreducible. Entonces,
a (aky /a) = m
T
9<$7*yT> j{:(; aﬂn,q)f<$‘—‘*>.
q 0 q

Demostracion. Utilizando la propiedad compleja e(—z) = e(z) junto con las defini-
ciones de g y F' se tiene que

o0

a a > an? a “ran?y
g(m, ;yT> = e( quT) Z cne<nx— T) = e( quT) Z cne(nx)e(T).

n=—0oo n=—0oo
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Desarrollando esta expresion mediante el lema 3.1, utilizando la propiedad de las
sumas de Gauss G(a,b,q) = G(—a,—b,q) y recordando las definiciones de f y g se
tiene que

(o) = () 57 et Gtammane (22

q n=-—o0o m=0
e(akyr/q) = = —nm
=== Z G(—a,m,q) Z cne(ne) e( >
q m=0 n=—oo q
ak:yT/q ! > m
= ZG —a,m,q) Z cm(n(m—;))
m=0 n=-—0o
_ elakyr/q) m
)2 G e ) e

Esta expresion para g, ademés de ser consistente con el resultado obtenido ante-
riormente para a/q = 1/2, proporciona una expresion finita sencilla para la solucion
del problema (3.1) en un conjunto denso de valores de y.

Por otra parte, teniendo en cuenta los resultados de los capitulos anteriores, se
pueden obtener formulas explicitas para puntos intermedios, como a/q = 1/6:

5

g(a:,%) kyT/6 T;)G —1,m,6) f (m—%)

Desarrollando la suma de Gauss mediante el lema 1.4 y el teorema 2.10 se obtiene

(o 2) = 2B 3 () [ () (o= )

=0

que operando se reduce a la siguiente expresion:

o2 20) =B (Y (- )+ 1 D (D) 1 D)

Este es un ejemplo de que la imagen formada en puntos intermedios es una combina-
cion lineal de cambios de escala y desplazamientos de f, la estructura original de la
red de difraccion.

Por ultimo, el nimero de puntos brillantes en un intervalo de la pantalla también
viene determinado por este resultado. Atendiendo a la expresion de g dada en la pro-
posicion 3.2, es claro que los méximos en g estdn determinados por los maximos en f
y por el valor de las sumas de Gauss de cada sumando. Recordando el resultado (1.4)
se observa que si ¢ es par, la mitad de los sumandos se anulan, mientras que si ¢ es
impar, no se anula ninguno. Como en el intervalo [0, 1) la funcién f presenta un tnico
maximo, g tendré ¢/2 puntos brillantes en el caso par y ¢ en el caso impar.
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3.3. Resultados adicionales

El estudio de la difracciéon mediante las sumas de Gauss da lugar a otros resultados
que, a simple vista, no guardan relacién directa con estos temas. Un ejemplo es la
siguiente proposicién, cuyo enunciado es puramente de anélisis.

Proposicion 3.3. Si f es real, 1-periddica y suficientemente regular entonces

-1
1 < 7(q — 1)m? m
lim — cos<7) (m——): z).
DD 5o ) (=) = 1)
Demostracion. Se parte reescribiendo f como el siguiente limite:
y e(kyr/q) S m
; T , T
f@) = g(e,0) = Jim (e, 50) = Jm S ST GLma) /(- ).

N
=1 (4) qqzl O(Z) q m=0 q

Evaluando la suma de Gauss y teniendo en cuenta que e(kyr/q) e, 1, se tiene

-1 — -1

i YIS (P fp ™Y gy LSS (e Dm?y e m

f(x)—qzlggo q Z:€< q )f<x q>_qlggo qz_€< 4q >f<x q)’
g=1 (4) m=0 q=

donde se ha utilizado que —4- (¢ —1)/4=1 (q), por ser ¢ =1 (4).

Para acabar, basta tomar partes reales y observar que la exponencial compleja da
lugar al coseno del enunciado. O

Un ejemplo numérico de este resultado se puede ver en la figura 3.3. En ella se ha
representado la grafica de f(z) = en(272) junto con las graficas de la funcién que
aparece dentro del limite para valores de ¢ crecientes.

qg=13
qg=21
q=29
— q =141
—_— g =061

sen(2mx)

€

Figura 3.3: Aproximacion de f(x) para valores de ¢ crecientes






CAPITULO 4

Vortices en fluidos

En este capitulo se aplican de nuevo los resultados obtenidos sobre sumas de
Gauss para estudiar un fenémeno que aparece en mecénica de fluidos: los filamentos
de vortice. Concretamente, se demostrara una conjetura sobre la evolucion en el tiempo
de uno de estos filamentos, dado un estado inicial particular.

4.1. Filamentos de vortice. Planteamiento de la conjetura

En mecénica de fluidos, un filamento de vortice es un fenémeno que surge cuando
la rotacion local de un fluido se concentra a lo largo de una linea o curva delgada,
mientras que en el resto del fluido su efecto es practicamente despreciable. De esta
manera, el filamento modela la circulaciéon del fluido y permite simplificar el analisis
de fenémenos complejos como anillos de humo o remolinos en liquidos.

El comportamiento de estos filamentos se estudia desde hace méas de cien afos,
comenzando con el trabajo de Da Rios [21], donde se analiza su movimiento y ve-
locidad, ademas de darse ecuaciones describen su evolucién en funcién del tiempo.
Mas adelante, Hasimoto [13] relaciona estos filamentos con una ecuaciéon similar a la
ecuaciéon paraxial del capitulo anterior, por lo que es razonable pensar en posibles
relaciones entre los filamentos de vortice y las sumas de Gauss.

Siguiendo esta misma direccion, dos investigadores espanoles [6] estudiaron la evo-
luciéon de los filamentos de vortice que en el instante inicial vienen dados por un
poligono regular de M lados y, usando sumas de Gauss, concluyeron que para tiem-
pos dados por miltiplos racionales de 2 /M? el filamento se transforma en un nuevo
poligono siguiendo la regla:

2ma R poligono alabeado de ¢M lados iguales y
qM? angulo constante p entre lados contiguos.

donde ¢ es impar y a/q es irreducible. En esta expresion, el poligono alabeado descrito
puede entenderse como un poligono regular cuyos vértices no necesariamente estan en
el mismo plano.

23
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Aunque no resulta evidente, el angulo p esta relacionado con las sumas de Gauss
a través de la siguiente formula [6, §3]:

(g-1)/2 -
kz_o Ty, cos?—2F (g) sen?” (g) = cos 37

donde Ty =1 y para k > 0

Tp= Y ¢S (O, = Ony + o+ Oy, — Onyy)

neCy

con Cy = {(nl,---,n%) 0< < <ngg < Q} y eifn = G(—G,W,Q)/\/@
Los autores del trabajo conjeturaron [6, (25)] que esta expresion tan compleja que
define las relaciones que debe cumplir p puede simplificarse a la siguiente férmula:

(4.1) p = 2arccos ({/cos(m/M)).

El resto del capitulo se dedicara a demostrar esta conjetura utilizando los conocimien-
tos sobre sumas de Gauss adquiridos en capitulos anteriores.

4.2. Demostracion de la conjetura

Para demostrar la conjetura, conviene obtener primero una expresién explicita
para los 6,. Partiendo de la expresién que define las relaciones que deben cumplir, y
utilizando el teorema 2.10 se tiene

)

i _ G(—\a}n,q) _ jla-12/4 (j) 6(4“”2) _ (5 a2 Tl
q q q

con A, € {0,1}. Tomando logaritmos se obtiene que

_(lg—1) dan®
(4.2) enfﬂ(TJrAaJrz ; )

y, por tanto, 6, € R. Ademaés, se supondra que 0 < 6,, < 2w, puesto que los 6, se
comportan de forma 27-periédica en las expresiones en las que aparecen.
Se observa que basta con demostrar que Ty = 0 para todo k& > 1, ya que

T, =0 Vk>1 = cos? (g) = cos (%) = (4.1).

Ademas, reescribiendo la expresion de los Ty, como T = R(FE)), bastaria con probar
que R(Ey) = 0. Para poder reescribir T}, de esta forma, Ej debe ser

1
Ey = Z € (271.(0”1 —Ony .o Onyyy — 6"%)) ’

n € Ck
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que, utilizando la expresion obtenida en (4.2) para los 6,, se transforma en

4a
Ek: Ze<(n%—n3—|—...+n%k1_ngk)>
. q
neCy
b
_ Ze<(n%—ng—i—...-i-n%kl_ngk))?
e Cy 1

donde b = 4a y, por tanto, b/q es irreducible.

Para demostrar que R(E)) = 0, se vera primero el caso k = 1. El siguiente frag-
mento de c6digo sagemath comprueba de forma numérica que esto se cumple para
los ¢ impares entre 1 y 100 y para b € {1, 2}.

def E_k(k, b, q):
C_k = Combinations (range(q) ,2%*k)
summands = []
for n in C_k:
inner_sum = sum([(-1)**j * n[jl**2 for j in range (2xk)])
summands . append (ex*(2 * pi * i * b * inner_sum / q))
return sum(summands)

for b in [1,2]:

Ek_list = [real(E_k(1, b, gq)) == 0 for q in range(1,100,2)]
print(£"b = {b}:", all(Ek_list))

Una vez visto de forma empirica, se procede con la demostracion del caso k = 1.
Para ello, se consideran los siguientes cambios de variable.

v (u,v) = (ng2 —ni,n2) = (n1,n2) = (v —1u,v)

0<ni=v—u=u<vw

q—1q¢-1
n<n =>v—u<v=u>0 éEl—ZZe(fu—%w))
n?—n3=(v—-u)?—2v2=u?-2uw u=lv=u

" (uvv):(Q—erm,q—nz) = (n17n2)2<u_vaq_v)

0<ni=u—v=u>v

q—1 u
n<nyg =>u—v<qg—v=u<
1 1 = E = Z e< u—2uv)>
n<qg=q—-v<qg=v>0 o

n?—n3=(u-v)?—-(¢g—v)?=u*-2uw

De esta forma, al sumar ambas expresiones para E7 y separar la contribucion v = v,
que aparece duplicada, se obtiene

g—1g¢-1 -1 wu b
2F, = ZZ e( u? — 2uv)> + Z e(a(u2 - 2uv)>
(4.3) uq 11vq ul UZ—I;)ZI b2
:ZZe<fu —2uv)>+ e( . )
U= 1v=1 u=1

A B
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Desarrollando A se tiene

De igual forma, se obtiene B = G(—b,q) — 1. Por tanto, continuando en (4.3) y
evaluando las sumas de Gauss que aparecen en la expresion se obtiene

_1 _ Vg (b (a-1)/2
By = 5(G(=b.0) = Gb.)) = i (7)1 1.
Se observa que, si (¢ — 1)/2 es par, entonces Fy = 0. Si por el contrario es impar, se

tiene que E7 = —iﬁ(g). Por tanto, en todos los casos se tiene que R(E7) = 0.

El argumento utilizado para £k = 1 no es generalizable a todos los valores de k,
por lo que se seguiré otra estrategia. Dado m € Z se define la biyeccion

fm:{O,l,...,q—l} — {0,1,...,q—1}, n — n+m mod q.

Al aplicar f, componente a componente sobre un vector 7 € C}, se obtiene otro
vector fm (1) := (fm(n1),. .., fm(nok)). Sin embargo, es necesario aplicar una permu-
tacion circular que reordene las coordenadas para garantizar que f,(77) cumple las
restricciones de Cy. Esta permutacion, denotada por oy, 7, estd determinada de forma
tinica por m y por 7, resultando en una biyeccion oy, 7 o fr de Cj en si mismo.

Esto se traduce en que, al aplicar f,,, a los n; de la definicién de Ej, tnicamente
se modifica el signo de la suma alternada de algunos sumandos. Por tanto,

Bumi= 3¢5 () = fn(n2)? + oo+ (a1 = fn(nan)?)

neCy

b
= Z e(s(o’mﬁ) . & (n% — TL% +...+ ngk_l - ngk»,

neCy

donde £(0,,7) representa el signo de la permutacion o,, 7. Sumando entonces sobre
todos los posibles valores de m se tiene

q—1

2mh
ZE’””_Z Z cos( e(Om,i) - il (nl—n§+...+n%k_1—n§k))
m=0

m= OnGCk q
2mb 2 .2 2 .2
—1—2 Zzsen mi) — (nf —n3+ ...+ ng_, —ng)
m=0 7€ Ck q

que, tras tomar partes reales y utilizar cos(—z) = cos z, resulta en

(4.4) §R( § Ekm) Z Z cos ( n?—ni4...+n3 —n%k)> = qR(Ey).
m=0

m=0 1€ Cy
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Por otra parte, utilizando la definicién de f,, en la expresién que define los Ej y
desarrollando los cuadrados se obtiene

Eym= Z 6(9 ((nl + m)2 — (ng + m)2 + ..o+ (nog—1 + m)2 — (nok + m)2)>

neCy q
2k 2%
b ; 2mb ,
= el - —1)tt n?) e( —1)tHt nz>
)> ¢ ) ADNEY
n k 1= 1=

Utilizando esta expresion para los Ej junto con el resultado obtenido en (4.4) se tiene

q—1
qR(Ey) = 59( Ekm)
m=0
rg—1 p 2 ‘ omb 2 ‘
=R Z e( Z(*l)l—i_l n22> e< Z:(fl)”'1 nl>]
Lm=0 icc, ‘I =1 -
B 2k q—1 2k
b . 2mb )
=R e( (—1)¢+t n?) Z e( Z(—l)”“L nz>]
Lico, 1= m=0 7 4 .
Si

Se observa entonces que para demostrar R(FEj) = 0 basta con demostrar Sz = 0.

La suma interior que aparece en S; es constante para cada 7. Denotando esta
suma como sj, se reescribe Sz como

La fraccion si/q es irreducible, ya que
0 > Sz > ni1+ (’I”L3—TL2) 4+ ...+ (ngk,l—ngk,g) — N9k > N1 — N9k > —(q.

Por tanto, Si se anula por ser la suma de las g-raices de la unidad, demostrando asi
que R(F) = 0y, por tanto, que la conjetura (4.1) es cierta. O






CAPITULO 5

El pozo de potencial expandido

En este ultimo capitulo se estudia el problema de mecanica cuéntica conocido
como el pozo de potencial infinito, analizando qué ocurre cuando el pozo se expande al
desplazar siibitamente una de las fronteras. Concretamente, se demostraré la apariciéon
de zonas de probabilidad nula o constante en ciertos intervalos espaciales, todo ello a
partir de los resultados obtenidos sobre las sumas de Gauss.

5.1. Mecanica cuantica en una dimension

La mecéanica cuantica es la rama de la fisica que estudia el comportamiento de la
materia a escala molecular, atémica e incluso menor. La principal propiedad de las
particulas a este nivel es que su comportamiento se corresponde con el de una onda,
por lo que matematicamente se modelan mediante la llamada funcidn de onda |11].
En este capitulo, la funciéon de onda se estudiard en una tnica dimensién espacial,
por lo que sera de la forma ¥(z,t), siendo x,t € R las variables espacial y temporal
respectivamente.

A partir de la funciéon de onda se define la funcion de densidad, |¥(x,t)|?, que
representa la probabilidad de detectar la particula en la posiciéon x para un tiempo ¢
dado. Al ser una funcién de densidad, cumple que [ |¥|*dz = 1.

Un ejemplo de este modelo matematico para el comportamiento de las particulas
a escalas cuanticas es el caso del electréon del &tomo de hidrégeno no excitado, cuya
funcién de ondas en términos de la distancia r al ntcleo es

U(r,t) = 27‘83/27‘ e~ "/ro—iEnt/h,

En esta expresion, intervienen las siguientes constantes:
s la energia del electron, £ = %mec%ﬂ ~218-10"18J
s ¢l radio de Bohr, g = mhca ~529-10""1m

» la constante de Planck reducida, & =1,05-10734J - s

donde m, es la masa del electrén, «, la constante de estructura fina y ¢, la velocidad
de la luz [11, §6.5]

29
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Efectivamente, se comprueba que el modulo al cuadrado de la funcién de onda
integra uno, puesto que es la funciéon de densidad.

/ ]\I/’2 dr—/(2r()_3/2rer/m)zdr—47“0_3/ r2e=2r/T0 gy

0 0

o0 1
= 47’0_3/ ule tdy = = ra3)=1,
0 2

Utilizando esta funcion de densidad, se puede calcular la probabilidad de detectar el
electrén en cierta posicion. Por ejemplo, la probabilidad de que sea detectado a una
distancia menor que 3rq es

3ro 1 6
P(r <3rg) = / | U2 dr = / u?e™ du
0 2Jo

= %[ — e — Que " — 267“}

6

1 _
0= 5(2—50e 6) ~ 0,938.

5.2. La expansion del pozo de potencial infinito

El pozo de potencial infinito es un problema de mecanica cuéntica que modela una
particula encerrada en un intervalo I = [0,a] con fronteras de potencial infinito, es
decir, infranqueables. De esta forma, la funcién de onda ¥ solo esta definida en I, y
toma el valor 0 en sus extremos. A lo largo de este capitulo se estudiara la evolucion
de este sistema cuando se desplaza subitamente una de las fronteras, haciendo mas
grande el intervalo. Este problema se denomina el pozo de potencial expandido [1].

La base del sistema es la ecuacion de Schrodinger |9, §9]
h
10V = —— 0.V,
2m

que regula la funcién de ondas de una particula de masa m no sometida a fuerzas. En
este sistema, dicha particula esta en su estado fundamental®, y se encuentra encerrada
en el intervalo [0, 1] cuando se desplaza el extremo derecho de x =1lax =A > 1 de
forma repentina.

Todo esto permite definir formalmente el problema a estudiar, donde la ecuacién
de ondas viene determinada por

0 = —5L0,, T si0 <z <A,
W(0,t) =W¥(A,t) =0, con f(z)= {
V(z,0) = f(z)

ﬂsen(m;) sio<ax<l1,
0 sil<z<A.

Al igual que en el capitulo 3, el método de separacion de variables muestra que la
siguiente expresion para ¥ resuelve el problema:

%t 4mA*
(5.1) \Il(x,t):Zane(nx 1 ) con T =" ,
neZ

20 T

3Estado mas bajo de energia. En este contexto implica ¥(z,t) = ﬁsen(wx)efi”%t/@m).
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donde los a,, son los coeficientes de Fourier de la funcién g, definida como la extension
2A-periodica de la funcion que vale v/2 sen(rx) en [—1,1] y se anula en [-A, A]—[—1, 1].
En particular, g es impar y coincide con f en [0, A]. Su desarrollo de Fourier es

g(x) = Zane(%) con ap = —a_p,.

La expresion concreta de los ay, se da en [1, (2.3)], pero no es necesaria para el analisis
que se realizara a continuacion.

Para verificar que ¥ resuelve el problema, se calculan

—2n2a,mi nx  nt —m2n2a nx  n?t
U = (7 _ 7) 9. =N """ <7 _ 7)
27— clamm ) v V=2 p oA T

ne”Z nel

y se comprueba que, al sustituir estas expresiones en la ecuaciéon de Schrodinger y
despejar, se obtiene la misma expresion para T' que la definida en (5.1). Ademés, utili-
zando que —a, = a_, se verifica que ¥ cumple las condiciones iniciales del problema.

Por tltimo, ¥ debe cumplir la condicién fOA |¥|? dz = 1. Utilizando la identidad
de Parseval para desarrollar la integral auxiliar con limites [—A, A] se tiene

2 A

/_/:\|\Il(x,t)|2dx: Z aname<_(nT_m?)t> /_AG(W> dz

n,meZ
—m2)t 2
#) C2A - Sn) =28 Y Janl®

nmez nmezZ

Se observa que esta integral no depende de t. Por otra parte, la definicion en (5.1)
permite extender ¥ a R como una funciéon 2A-periédica impar, ya que —a, = a_,.
Teniendo todo esto en cuenta se concluye que

A 1 A 1 A 1 A
/ ]\Il(:r,t)\de = / |\Il(ac,t)|2dm = / |\I/($,O)|2d1: = / |g(m)|2d:v = 1.
0 2 J-a 2 /- 2/)a

Una vez comprobado que W resuelve el problema, resulta interesante obtener una
expresion cerrada para su valor en tiempos fraccionarios.

Proposicién 5.1. Sean a € Z, q € Z" con a/q irreducible. Entonces,

1 2Am
U(z,aT/q) = — Z G(—a,m,q) g(:v — 7)
q = q
Demostracion. La prueba es andloga a la realizada para la proposicion 3.2. O

Esta expresién para ¥ en tiempos fraccionarios permite, entre otros, estudiar la
existencia de zonas prohibidas, es decir, subintervalos de [0, A] donde ¥ = 0, lo que
implica una probabilidad nula de detectar la particula en ellos. La existencia de zonas
prohibidas vendra determinada por el comportamiento de g.
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Sea g impar y 1 < ¢ < A, se tiene que

27 27 27
g(:v——m);é() s 1<e-" <1 o ze [—mzpl] —: I,
q q q

Es decir, bajo estas condiciones g se anula si ¢ & I, para ningtin m. Como las distan-
cias entre dos intervalos consecutivos es mayor que 0, los intervalos I,;, no se solapan.
Por ello, existen subintervalos de [0, A] donde g se anula y, por tanto, ¥ también.

Por lo general, cuando A < ¢ no existen zonas prohibidas. Sin embargo, en ocasio-
nes surgen intervalos donde la probabilidad es uniforme para tiempos fraccionarios. Un
ejemplo de este fendmeno se observa para A = 5/2y a/q = 1/3 en el intervalo [2/3, 1].
En este caso, la funcién de ondas W tiene la siguiente expresion.

om
xT3 G(—-1,m,3) (mf—>
=53l 3
Atendiendo al valor particular de g para cada m, se observa que en el intervalo [2/3, 1]
el término correspondiente a m = 2 se anula. Por lo tanto, evaluando las sumas
de Gauss con el teorema 2.10, desarrollando el médulo al cuadrado y utilizando la
identidad sen? 4+ cos® z = 1 se tiene que

U (2, T/3) 2 ‘G ~1,0,3)sen(rz) + G(—1, 1, 3) sen(rz — 571'/3)‘

- 1% ’(sen(ﬂx) + \/§COS(7T1‘)> + (cos(mv) — ﬁsen(wx))i ’2 = %,

es decir, se verifica que es constante en [2/3,1].

Para estudiar la apariciéon de estas zonas de probabilidad constante, es necesario
obtener una expresion para la funciéon de densidad cuando A < q.

Proposicion 5.2. Sea q impar y A < q. Definiendo = q/2A, se tiene que

. 2
}\I/(JU,CLT/Q)‘2 _2 Z €<4ak2> sen(rx — 73 'k)
kel(x) q

con I(z) = [6m$ﬁ] NZ

donde 4a indica el inverso de 4a mddulo q y k es una variable entera.

Demostracion. Utilizando el teorema 2.10 para evaluar las sumas de Gauss se tiene que
: 19 2
[T /)" = 5 | X Gl-a,m. ) gla —57'm)|
m=0

q—1

> o(M) gt - 57tm)

m=0

2

1
q
En esta expresion, cada sumando se anula si y solo si lo hace g(x — 371m). Por tanto,

g(xm;m);réo & —“l<z-FT'm<l & (@-1)B<m<(z+1)5,

que se corresponde con los limites definidos para el intervalo I(z). Sustituyendo g por
su definicién, se obtiene el resultado del enunciado. ]
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Ademaés de esta expresion para W, el siguiente teorema proporciona ciertas condi-
ciones suficientes para que la funciéon de ondas sea constante en cierto intervalo.

Teorema 5.3. Sea d : R — [0,1/2] la funcion que asigna a cada x la distancia
de x + 1/2 al entero mas cercano. Sean q,2\ € Z~1 impares con A < q y sea ¢ € [0, A].
Entonces, se tiene que

1
¢ 'pe—aft - 3 € Z = |¥(x, aT/q)‘2 es constante en |x —c| < B71(B).

Demostracion. En primer lugar se debe demostrar que I(x) = I(c) para todo z
con |z — ¢ < B719(B). Para ello, se observa que los extremos de I(z) se mantie-
nen a distancia 9(53) de los extremos de I(c) al variar = cerca de c¢. Por ejemplo, para
el limite izquierdo de I(x), S(x — 1), se tiene

Ble—=1)=plc=1)+Bx—c) con |B(x—c) <(p).

Por esto, basta comprobar que a distancia 9(f3) de los extremos de I(c¢) no hay enteros,
es decir, que 1 NZ = I, NZ = (), con

L= ((c+1)B, (c+1)B+0(B), L= ((c=1)8-0B), (c—1)B).
Para el primer intervalo, si 3n € I; N Z, entonces
(5.2) (c+1)B<n<(c+1)B+0p) = 0< (n—pc)—pB<0p).

Por otra parte, como ¢ cumple las condiciones del teorema se tiene que

1 1
qilﬂc_aﬁil_g €Z = Bec—agf™' =Pc—2aA € %+Z:§+Z

1 1 1
= fc € 2aA—|—§—|—Z:§+Z = n-—fc € §+Z,

es decir, n— B¢ es un semientero. Por la definicién de 0, cualquier semientero m cumple
que }m -p ‘ > 0(f), pero esto supone una contradiccion con lo obtenido en (5.2), por

lo que I1NZ = (). El razonamiento para I3 es analogo, concluyendo asi que I(x) = I(c)
para todo x con |z —¢| < B710o(B).

Este resultado y la férmula de Euler para el seno permiten reescibir el sumatorio
de }\I/(:c, aT/q)’2 en la proposicion 5.2 para x en el intervalo del teorema como

S eimc o S+ efimc EkZ k
5 con Sy = Z e( . + %)
kel(c)

De esta forma, probar que S_ = 0 es suficiente para ver que ‘\I/(a:, aT/q) |2 es constante
en dicho intervalo?. La transformacién k — 23c — k mantiene I(c) invariante, ya que
tinicamente intercambia los extremos. Por tanto, basta demostrar que

dak?®  k 4a(2Bc — k)2 2Bc—k B
q _ﬁ)—’_e( q a 26 )_07

25_ = e(

4En caso de demostrar Sy = 0, se obtiene una versién mas general del teorema, con probabilidad
uniforme para otros intervalos. Lo mismo ocurre al demostrar el teorema para g par, obteniendo
también otra versidon més general para intervalos ligeramente distintos.
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lo cual s6lo ocurre si los argumentos de ambas exponenciales difieren en un semientero,

es decir, si
dak? k  4a(2Bc—k)? 2Bc—k _ 1
@be—k)” ek 1 4
q 25 q 26 2
Partiendo de la condicién principal del teorema se obtiene que 26¢ = 4alA + ¢ + 2gN
para N € Z, por lo que la expresion equivale a

Tak? & @(4aA+q+2qN—k:)2+4aA+q+2qN—lc 1

- — = € - +7Z,
g 25 q 26 2
que, tras desarrollar cuadrados y simplificar términos equivale a
dak?  k  _4da(daA —k)*>  dah+q—k
pAak” _h_pdalled k)T dahtazh oy oy

q B q B

Utilizando 4a4a = 1 + nq con n € Z y la definicion de 3, esta expresion se reduce a
2A(2nk —danA +1) € 1+2Z.

Como 2A es impar por hipotesis y 2nk — 4anA + 1 es también impar, se concluye
entonces que S_ = 0 y, por tanto, que |\I/(a:, aT/ q)‘2 es constante en el intervalo del
enunciado, |z — c| < 371 0(8). O

Este teorema confirma el comportamiento visto anteriormente, donde ¥ era cons-
tante en [2/3,1] cuando A = 5/2 y a/q = 1/3. Para utilizar el teorema, se calcula
primero el valor de c:

1 6c—50—-15
= ¢

-1 -1
— - = Z.
q Pc—ap 5 30

Como ¢ € [0,A], se deduce que necesariamente ¢ = 5/6. Por lo tanto, |¥(z,7/3)|?
serd constante en el intervalo

5 _(3 5 1 1

e tom 2o -3 -k -

— 2. = <r<l1
3°\5) 7310 &6 =T=4

2
3

es decir, el mismo que ya se habia obtenido anteriormente.
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