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Resumen

El objetivo del trabajo es demostrar una famosa férmula de Ramanujan estrechamente
relacionada con la evaluacién 6(0,e~ ™), donde 6 es la funcién theta de Jacobi. De esta
forma, empezaremos estudiando las propiedades de #, entre las que destaca la férmula del
triple producto, con la que podremos deducir dos importantes consecuencias: la férmula
de transformacién y un acercamiento preliminar al valor de 6%(0,q) en forma de serie de
Lambert, ambos con aplicaciones curiosas mas alld de nuestra motivacién central.

En particular, de los dos resultados anteriores, veremos que el primero nos abrird el
camino hacia la extensién meromorfa a C \ {1} de la funcién zeta de Riemann, mientras
que el segundo nos permitird dar de manera explicita el niimero de representaciones de un
natural como suma de dos cuadrados.

Centrandonos de nuevo en nuestro propésito, probaremos la férmula limite de Kronecker
que, evaluada en Q(z,y) = x2 + y?, serd uno de los dos pilares en los que nos apoyaremos
para reducir el teorema de Ramanujan al cdlculo de una integral con técnicas de variable
compleja. La otra clave para esto, por otro lado, consistird en sustituir ¢ = e~" en la serie
de Lambert para 62(0, q).

Para acabar, aparecen dos anexos: un estudio de las funciones zeta de Riemann y Gamma,
cuyas propiedades usaremos recurrentemente a lo largo del trabajo, y la prueba de la ley de
reciprocidad cuadratica, que obtendremos, de manera sorprendente, a partir de la férmula
de transformacion.

Abstract

The objective of this paper is to demonstrate a famous formula by Ramanujan closely
related to the evaluation 6(0,e~™), where 0 is the Jacobi theta function. To this end, we
will start by studying the properties of 8, among which the triple product formula stands
out. With this, we will be able to deduce two important consequences: the transformation
formula and a preliminary approach to the value of #2(0, ¢) in the form of a Lambert series,
both with intriguing applications beyond our central motivation.

In particular, from the two aforementioned results, we will see that the first one will
pave the way for the meromorphic extension to C\ 1 of the Riemann zeta function, while
the second one will allow us to explicitly provide the number of representations of a natural
number as the sum of two squares.

Focusing again on our purpose, we will prove Kronecker limit formula which, evaluated at
Q(z,y) = 2?2+ y?, will be one of the two pillars on which we will rely to reduce Ramanujan’s
theorem to the calculation of an integral using complex variable techniques. The other key
for this, on the other hand, will consist of substituting ¢ = e™™ in the Lambert series for
6%(0, q).

To conclude, two appendices are included: a study of the Riemann zeta and Gamma
functions, whose properties we will use recurrently throughout the paper, and the proof of
the quadratic reciprocity law, which we will surprisingly obtain from the transformation
formula.
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1. La funcién theta de Jacobi

El objetivo de nuestro trabajo es probar una férmula de Ramanujan que depende, en ultima
instancia, de la evaluaciéon en un punto especial de la funcion theta de Jacobi, cuya definicion
viene dada por la serie 0(z,q) = > -2 q¢" ? g2minz ,con z € Cy |g] < 1. Consideraremos aqui
que g es un parametro y z es la variable, por lo que cuando nos refiramos a la derivada de 6, a
sus ceros, a su holomorfia o a cualquier otra propiedad, debemos entender estos conceptos para
f(2) =0(z,q), con q fijado. Por razones que aparecerdn en breve, se suele escribir ¢ = ™7, con
(1) > 0, y se define w = H'TT Cabe observar que hay cierta ambigiiedad en la determinacién
de 7 y w porque 7 y T + 2k dan el mismo ¢, pero es irrelevante en lo sucesivo.

1.1. Propiedades generales

Como siempre que nos enfrentamos a una nueva funciéon compleja, lo primero que haremos
con 0 es estudiar su regularidad:

Lema 1 La serie que define 0(z,q) converge en todo el plano a una funcion (de z) entera.

Demostraciéon Para empezar, sabemos que

Z qn2€2m'nz =1+ an2627rinz + qu2672mkz =1+ F(Z) + F(—Z)
n=-—00 n=1 k=1

De esta forma, basta probar que F(z) = > >, ¢" *e2ming — > on2 fn(2) es entera para con-
cluir que 6(z, ¢) también lo es:

1. Las funciones f,(z) son enteras Vn € N por ser exponenciales.

2. Sea K C C un compacto, entonces K estd acotado, por lo que, en particular, existe una
constante C' positiva tal que |3(z)| < C si z € K. Esto, junto con el hecho de que J(7) es un
nimero fijo mayor que 0, nos permite deducir que, dado n > 1(;;(3?, e~ (nS(1)+23(2)) < o=

para todo z € K:

o0 (1) o0

i |fn Z —mn(nS(1)+23(z) Z 771'77,(7’7,6 7)4+23(2)) + Z ™ <00 si oz e K.
n=1

i " n=[ 425

Cabe destacar que en el dltimo paso de nuestra estimacién hemos usado que Y oo e ™

converge por ser la serie geométrica de razén e~ ™, cuyo médulo es menor que 1. Con esto
queda comprobado, en definitiva, que F'(z) converge absolutamente en compactos K C C.

Gracias a los dos puntos anteriores, podemos aplicar el criterio M de Weierstrass, que nos asegura
que la serie que define F'(z) converge uniformemente sobre compactos K C C, y por lo tanto
puntualmente en todo el plano, dando lugar, segin el teorema de convergencia de Weierstrass,
a una funcién entera. n

Histéricamente, 0(z, ¢) surgié en la teoria de funciones elipticas, que son funciones meromor-
fas 1-periédicas con un segundo periodo 7 complejo. Aunque 6(z, q) no es exactamente eliptica,
siempre como funcién en z, guarda cierta simetria por traslaciones de 1 y 7, que es lo que nos
motiva a introducir 7:

S
9 Z+ 1 q Z q 627rzn(z+1) _ Z q 627mnz 2min _ Z qn2627r1',nz — H(Z,q),

n=—oo n=—oo n=—oo

S
9(2 + 7, q) — e*ﬂi‘l’f?ﬂ"iz Z eﬂi(n+1)2762ﬂi(n+1)z — q716727ri29(z’ q)

n—=—oo



Por otro lado, hay algunas simetrias que permiten localizar ceros de la funcién y de su
derivada:

00 , )
Z q’ﬂ 6727””2 - 9(2’7(]) = *9/(*2’(’(]) = 9/(2’,(]) = 0/(07Q) = O’
1 = n n? —2minz k=—n = k k% 2mikz 1
o(3-2a)= 3 (rge =T S (1) = oS 4 20) =
n=-—oo k=—o0
1 1
79'(5 *z,q) = 9’( + 2, q) = 9’(§,q> = 0;
Q(w +z q Z min 27 min(r4+1)+2minz k=—n—1 o~ Mo 2miz Z 67T’ik:2T+7Tik7‘77T’ik‘*27Tik‘Z —
n=-—oo k=—o00
_271-22 Z q eQﬂzk(w 1-2) _ —271'129( 7q) = Q(M’q) = —9(w7q) = H(w,q) =0.

k=—o0

Como w es un cero de 6, si tenemos en cuenta que 6 es 1-periddica y que tiene cuasi-periodo
7, vemos que O(w + m + nr1,q) = 0 para todo m, n € Z. Més tarde, deduciremos que esos son
todos los ceros de la funcién 6 y que son simples, pero antes vamos a acabar con las propiedades
elementales de 6 analizando algunos valores especiales de sus derivadas logaritmicas. Para ello,
usaremos varias de las igualdades probadas hasta ahora:

0(z+T1,q) = q_le_%izé'(z, q) = log(0(z + 71,q)) = —miT — 2miz + log(6(z,q)) =

OVetrag _ . 09 _ 009 _ . 0'(1/2+7.q)
g - T g om0 Y G0zt

0(z +w,q) = —e 20—z + w,q) = —e 0~z +w + 1,q) = log(8(z +w,q)) =

= —2mi;

o OGtwg _ ,  Plztwilo
-2 log(6(— 1 Ty T 2w
mi — 2mwiz +log(f(—z+w+1,¢9)) = 0(z +w.q) T O(—z+w+1,q)
, /
) i = o E ),
0(1/4 + w,q) 0(3/4+w,q)

Tras este primer acercamiento a la funcién 6, ya estamos listos para pasar a estudiar en
detalle los tres resultados principales de este capitulo.

1.2. La féormula del triple producto

Empezamos con una sorprendente factorizaciéon de (z, q) como producto infinito, conocida
como formula del triple producto de Jacobi:

Teorema 1 La funcion 0 admite la expresion
H 1 _ q 1 +q2n 1 27rzz)(1 + q2n716727riz) vz e C (1)
n=1

si |q] < 1.

Para demostrar la identidad anterior, primero vamos a examinar algunas propiedades de los
productos parciales:

Lema 2 Sea p,,(w) =[], (1 — q2”) (1 + q2"_1w) (1 + q2”_1w_1) el m-ésimo producto parcial
en , renombrando w = e*™*, tenemos que (1 + q2m+1w)pm(w) = (qw + q2m)pm (qzw).



Demostracion El caso m = 1 es trivial y se verifica directamente haciendo las cuentas y com-
probando que los términos a ambos lados de la igualdad coinciden. Nosotros vamos a demostrar
la ecuacién funcional para el caso m > 2, tomando como convenio que un producto vacio vale 1:

2 m m— m
1im;§mf3w=<1+<qw>l>ﬂ<1—q H (L a™ o) [ (04 a0,
n=1 n=1 n=2

Para rematar, basta observar que quw + ¢*™ = qw(1 4+ ¢*™ 'w™'), y multiplicar lo que ya
teniamos por ese término:

(qw+ @™)pm(Pw)  qu(l+ ¢ w™)pm (Pw)

1 +q2m+1w 1 + q2m+1w
m m—1 m—+1 m
H (1 . q2m) H (1 Jrq2n+1w) H (1 Jrq2n73w71) _ H (1 _ q2n) (1 Jranflw) (1 Jranflwfl) _
n=1 n=0 n=2 n=1

Pm(w) ¥Ym > 2.

[ ]
Como pp,(w) = pm(—w), deducimos que los coeficientes de w™ y w™" al desarrollar el pro-
ducto py,(w) son iguales, por lo que se le puede dar a p,,(w) un tratamiento de sumatorio de la
forma pp,(w) = A (0) + >0y A (n) (w™ + w™"). Bajo este contexto, nos interesa estudiar los
escalares A\, (n) con tal de entender mejor p,, (w):
g2t (1_q2(mfn+l))
T—g2(mFn)

Proposicién 1 Se verifica la recurrencia Ay (n) =

{1,...,m}. Ademds, A\p(m) = "’ [T, (1—¢*).
Demostracién El lema [2] se traduce en la siguiente identidad:

Am(n — 1) para todo n €

Am(0) + Z Am(n w + w’”) + q2M+1)\ Yw + Z q2m+1>\ (n )(wn+1 + w—nﬂ) _

n=1
m
O)U) + Zq/\m(n) (q2nwn+1 + q72nw n+1) + q2m)\m + Z q /\m q2nwn +q anfn)'
Ahora bien, como las dos expresiones son iguales, el coeficiente de w™ en ambos lados ha de
ser el mismo, con lo que completamos ya el primer punto del enunciado:
)\m<n) + q2m+1>\m(n - 1) = q2n_1)‘m(n - 1) + q2(m+n))\m(n) =

q2n—1 (1 _ q2(m—n+1))
1— q2(m+n)

Am(n) = Am(n—1) ¥ne {1,...,m}.

Por tltimo, vamos a calcular el valor de A, (m):

m m m m

(1 + q2n—1w—1 +q2n—1w + q4n—2) H (1 _ q2n) = )\m(m) — H q2n—1 H (1 _ q2n) —

n=1 n=1 n=1

(2n1)H 1_q ﬁl_q

]
La proposicién que acabamos de ver nos permite demostrar por induccién que
n—1 m
Am(n) = q”2 H (1- q2(m_k)) H (1- q2(m+k)) para n € {0,...,m},
k=0 k=n+1

lo que equivale, tras hacer el cambio de variable n =m — ¢, a

m 2m

Am(m —c) = q(m_c)2 H (1- q2“) H (1- qZ“) Vee {0,...,m}:

a=c+1 a=2m—c+1



1. El caso base, ¢ = 0, es trivial que se cumple si tenemos en cuenta la expresién para Ay, (m)
que hemos probado en la proposiciéon

2. La hipétesis inductiva es Ay, (m — ¢ + 1) = ¢(m=etD* [T (1-¢*) H§Z2m_c+2 (1—¢%"), de
donde se deduce la expresién esperada para A, (m — c¢), con ¢ € {1,...,m}, si aplicamos la
férmula recursiva para los coeficientes A, obtenida en la proposicién

q2m—20+1 (1 _ qQC)

Am(m—c+1) = Ty Am(m —¢) =
, m 2m
Am(m — ¢) = ¢(m=e) H (1—q2“) H (1—q2a) Vee {l,...,m}.
a=c+1 a=2m—c+1

Tras el trabajo previo que hemos desarrollado, estamos en condiciones de poder demostrar
la férmula del triple producto para la funcién 6 con cierta facilidad:

Demostracién del teorema 1] l: tomando limites en pp, (w) = Ap (0) + Xty A (n) (W™ +w™™),
llegamos a que

, TCD - n —n 1z
n%gnoopm(w) =" £(0) + Zﬁ(n) (w"4+w™"), donde {(n)= Wignoo Am(n).
Es conveniente notar que la sucesién de funciones f,(n) = Ap(n)(w™ + w™") verifican que
|fm(n)| < Cq]q|“2(|w]” + Jw|™™) = g(n) Vm € N, con g(n) sumable gracias a que |q| < 1.
Esto, que aparece explicado con todo detalle en [I5 §8.3], nos permite apelar al teorema de la
convergencia dominada para justificar el intercambio del limite y el sumatorio que hemos llevado
a cabo.

Tras la aclaracién anterior, queremos calcular explicitamente ¢(n), para lo que nos va a ser
util usar la expresién que hemos demostrado para A, (n):

_ _ 7 20m ) . L 2(metk)
f(n) = lim An(n) = lim ¢ U k—l_[+1(1 gy,

Llegados a este punto, podemos probar que los dos productorios involucrados en el limite se van
a 1 cuando m — oc:

n—1 m—n+1 m 2m

m— k=m—a a . m k=b—m
- == T ) o T aede) = [ o) o
k=0 a=m k=n-+1 b=m+4+n+1

De esta forma, concluimos que ¢(n) = q"2 Vn € NU{0}, de donde se desprende directamente el
resultado que queriamos:

oo o0
_ 2 2 .
mh_l:%opm =1+ E q" wl—&—w ") = E ¢ w" = g q" T = 0(z,q).

n=—o0 n=—o0
]

Una importante consecuencia de la representacién en forma de producto de la funcién 6 tiene
que ver con la determinacién de sus ceros:

Corolario 1 Si z = w+ m +n7, con m,n € Z, z anula exactamente a uno de los factores en
y lo hace con multiplicidad 1. Reciprocamente, todo z que hace que algun factor sea 0 es de
esa forma.

Demostracién Empezamos tomando z,,, = w+m+n7, donde m,n € Z son fijos, y evaluamos
0 en z,,, haciendo uso de su expresion como productorio:

oo
0(2m,n, q) H 1 - q 1 + q2a71627ri(w+m+nr)) (1 + qQ“*le*z”(‘*’*mJF“T)) _



H 1 o q 627ri7'(a+n)) (1 7 6271‘7;7'((171 n) H 1 o q fa 2 n)ga(zm, n)

Se ve a partir de la expresion de arriba que 2, ,, anula solo a f_,, si n es un entero negativo,
y solo a gp+1 si n € NU{0}. Nos queda ver, por lo tanto, que el orden del cero es 1, para lo que
distinguimos los dos posibles casos:

1. Sin€Z™, f-n(2mn) =0, pero f_, (z) = 2mig—2""1e2™* que no se anula nunca por ser una
exponencial multiplicada por una constante, asi que z,,, tiene multiplicidad 1 como cero de

fon-

2. De manera andloga, si n € NU {0}, gnt1(2mm) = 0, pero g, (2) = —2miq , que
tampoco se anula en ningin punto por el mismo motivo que f’, (z), asi que zp, , es un cero
de orden 1 de gn41-

2n+1 e—27riz

Ahora pasamos a comprobar el reciproco, para lo que igualamos los factores f,(2), ga(2) a
0 y comprobamos que el nimero z que satisface la ecuacién en ambos casos es de la forma
z=w+m+nt, con m,n € Z:

i i ' ; ; ; T 1
fa(2) = 14 2071?02 = () = miH2Tik — QomiT—miTHImiz o g te=gF k=

z=w+k—ar, donde k, —a€Z;

1 o o oo T 1
2a 16 27r7,z:0:>e7m+27r2k:62a7r2‘r T 27”Z:>0,7'7§72:*+]€:>

gda(2) =1+¢ 9

z=w—(k+1)+(a—1)7, donde —(k+1),a—1€Z.

|

Es licito pensar que, quizds, con el producto infinito podrian surgir ceros nuevos que no

anulasen necesariamente a ningin factor. Sin embargo, esto es imposible gracias al llamado

teorema de Hurwitz [6], por lo que todos los ceros de 6 son de la forma z = w + m + n7, con
m,n € 7.

Antes de cerrar esta seccién, vamos a examinar otros dos resultados que se deducen de la
férmula del triple producto:

Corolario 2 JUALE0) — (1 — ) £ am 300 | (0

Demostracién Teniendo en cuenta que 0(z + w,q) = —e ?™*0(w — z,q), tal y como vimos
al principio de este capitulo, y tomando en ambos términos logartitmos, si usamos en el lado
derecho la representacién en forma de producto de 6, obtenemos que log(6(z + w, q)) es igual a

i — Omiz + Z IOg (1 o q2n) + Z log (1 + q2n71627riw727riz) + Z 10g (1 + q2n71627rizf27riw).

n=1 n=1 n=1

Con esta tltima identidad, si derivamos sus dos miembros y sustituimos z = 1/4, alcanzamos el
resultado deseado. n

Corolario 3 ¢'(w,q) = mi0(0,¢)0(1/2,9)0(7/2,q).

Demostracién Siguiendo la notaciéon que hemos usado en la prueba del corolario [T} z = w
anula a g1(z) = 1+ ge 2™ asi que si queremos evaluar #'(z,q), hallada a partir de . por
la regla del producto, en z = w, todos los términos del sumatorio resultante se van a cancelar
excepto el tinico en el que aparece como factor ¢} (z) en vez de g1(2):

o0

9/( _ 91 H 1— q 1 +q2n—le27riw) H (1 +q2n—16—2wiw) _
n=1

n=2



2mﬁ(1 ﬁ 2”2*2mH 1—¢*

Por otro lado, vamos a calcular, también ayudandonos de la férmula del triple producto,
mif(0,9)0(1/2,¢)0(7/2, q):

8
8

0(0,q) = H 2n 1+q2n 1)27 0(1/2,q) H 1— ¢ q2n—1)2;
7_/2 q H 1_ 27L 1+q2n)(1+q2n 2 — H 1_q 1+q2n)2:>
n=1

7i0(0,9)0(1/2,9)0(7/2,q) = 2mi [T (1 - ¢*")° (1 — 4" %) (1 + ¢**)".

n=1

Para acabar, comprobamos que el cociente entre los dos valores que hemos calculado es 1:

7Ti9(0,q)9(1/2,q)9(7-/2 q 10_0[ 4n 2 1 +q2” 10_0[ 4n 2) (1 . q4n)2

al(walI) - - ]_ _ q2n)2

)

donde el ultimo paso se debe a que cada factor que aparece en el numerador estd también en el
denominador, asi que se simplifican entre si. m

Las dos igualdades que acabamos de probar adquirirdan cierta importancia cuando pasemos
a evaluar, al final del capitulo, 62(0, q).

1.3. La formula de transformacion

El segundo resultado que vamos a estudiar esta relacionado con la teoria de formas modulares,
y es una consecuencia de la llamada férmula de sumacion de Poisson [9]. Su importancia radica
en que nos permite cambiar el pardmetro ¢ de la funcién 6 de cierta manera:

Teorema 2 Sea g, = e /7, la funcién 0 verifica la igualdad
0(z,q) = (—iT)_1/26_7ri22/T9(Z/T, g«) VzeC (2)

si |g] < 1.

Es conveniente notar en la igualdad de arriba que (7) > 0 implica que |g«| < 1, lo que no
deja lugar a problemas de definicién. Por otro lado, R(—i7) > 0, asi que a la hora de calcular
(—iT)_l/ 2 se escoge la determinacién del 4ngulo habitual de forma que el resultado también esté
en el semiplano derecho.

Para empezar a acercarnos a la demostracion, consideramos la funcién F' : R — C dada
por F(z) = Y150 emilnta)z=n(nta)’t — §20  f(p 4 g) para z € C, t > 0 fijos, de la que

n= n=—oo
nos va a interesar su serie de Fourier:

Lema 3 F admite un desarrollo en serie de Fourier de la forma F(x) = o0 an,e?™™® con
7'«'(zf'n)2
an =t"Y2e~" 1t para todo n € 7.
Demostraciéon Primero comprobamos que F' es 1-periddica:
o] o0
Fle+1) = Z 2mi(nt142) s (nt14a)% b=t Z p2mi(kta)z—m(k+a)?t _ F(x).
n=—oo k=—oc0

Por otro lado, también vamos a ver que F' es C°, notando para ello que f(n + ) es de la
clase de Schwartz al ser su término dominante una gaussiana. De esta forma, por definicién,



3C > 0 tal que (1+ |z +n|)?|f(z+n)| < C para todo = € R, de donde se deduce, si trabajamos
con z en el cerrado K = [0, 1], que

< < Azt = n?
Z [f(x+n)| < Z (1+|x+n\)2_(1+|$|)2+ Z (1—\x|+|n\)2—0+207;n2 < o0

n=-—oo n=-—oo n=—00, n#0

para todo z € K. Lo anterior nos da, gracias al criterio M de Weierstrass, la convergencia
uniforme de la serie que define F' en K. No obstante, teniendo en cuenta que F' es 1-periddica,
la convergencia uniforme en [0, 1] implica que hay convergencia uniforme en todo R, de donde
deducimos, al ser f(n + x) de clase C* Vn € Z, que F es continua. La aplicacién reiterada de
este mismo argumento con las infinitas derivadas de f(n+ x), todas ellas continuas y de la clase
de Schwartz, nos da la prueba de que F' € C*°.

Gracias a las dos propiedades de F' que acabamos de comprobar, C}? teoria 2an dice que

TInT

F' admite un desarrollo de Fourier convergente de la forma F(z) = > ° _ ape , con los

coeficientes dados por a, = fol F(z)e=2mne dy:

1 oo St
= / Z Fk + z)e 2o gy TEY Z / F(k + z)e2mine gy VL
0 k=—c0 k=—o0 0

k+1 ) e’} )
e _ u_\fy 1 u _ 2minu
z : f(y)e 2miny dy — / f(y 2miny d f()e vVt du =
k——oo/k B \[ \[

1 O omi(z—n)u 2 1 X ori(z—n)u m(z— n)
7 e Vit e du = W e Vit —mut du =
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donde las siglas TCU en la segunda igualdad indican que hemos conmutado la integral y el
sumatorio apelando al teorema de convergencia uniforme. Ademas, el ultimo cambio de variables
que llevamos a cabo no nos da problemas porque t € RT, de manera que v/t € R*. Nos queda,
por lo tanto, evaluar la Ultima integral, algo que vamos a hacer usando propiedades de la funcion
I" probadas en el anexo [A}

> & —r 1 o I'(1/2
/ e~ dy = 2/ ™ dy =i —/ w2 du = (1/2) =1.
—c0 0 VT Jo VT

Teniendo en cuenta que F' coincide con la serie de Fourier con la que acabamos de trabajar,
ya nos va a ser bastante sencillo probar la férmula de transformacion:
Demostracién del teorema el caso imaginario puro, 7 = it, con t > 0, se desprende
directamente evaluando en x = 0 tanto F' como su serie de Fourier, que sabemos que son
iguales:

oo oo

oo
F(O) — E e27'rinz—7'rn2t T;it § eﬂin27+27rinz — H(Z,q), E t—1/2€—7r(227")2 —

n=-—oo n=-—o00 n=—oo

oo
2nnz __ mn2 =1t _ ‘fnn 27r'mlz
E et t = (—l 1/2 E e =

(—ir)~ V2" (Z/T ¢) = 0(z,q) = (—ir)"YV2e "7 (2/7' gx)Vz € C si 7 =it, con t > 0.
Tras esto, para extender el resultado a cualquier 7 en S = {z € C | &(2) > 0}, vamos a

comprobar primero que H(7) = 0(z,q) y K(1) = 0(z/7,qs) son, vistas como funciones de 7,
holomorfas en S:



1. Ya demostramos en el lema [1| que la serie que define 6(z, q) converge uniformemente sobre
compactos en todo el plano si fijamos 7 € S. Repitiendo el mismo argumento (criterio M de
Weierstrass), pero ahora con z € C fijo y tratando a 7 € S como la variable, se puede ver
que las series

oo oo

H(r) = Z enin2~r+2ﬂmz: i ho(r) vy K(r)= Z e—#—k@: i fen (T)

n=—oo n=—oo n=—oo n=—oo

convergen uniformemente sobre compactos en S.

2. Las funciones h,(7), k,(7) son holomorfas en S Vn € Z, lo que implica, si tenemos en cuenta
la convergencia uniforme sobre compactos en S de H(7) y K(7), que H, K son holomorfas
en S por el teorema de convergencia de Weierstrass.

—-1/2

)
. .z . . . Tz
Como consecuencia, observando también que ni (—it) ni e - dan problemas en S, con-

cluimos que tanto M (1) = 6(z,q) como N(r) = (—it) /2~ "% 6(z/7,¢.) son holomorfas en
S. Ademds, ambas funciones coinciden en el conjunto U = {r € C | 7 = it, t > 0} C S,
que contiene algunos de sus puntos de acumulacién, asi que por el principio de ceros aislados,
M(t)=N(1)Vres. n

A modo de adelanto, gracias a la transformacién ([2|) probaremos mas adelante una importante
simetria de la funcién ¢ de Riemann.

1.4. Un valor especial

Para cerrar el capitulo, vamos a ver una expresién alternativa para el valor en z = 0 de la
funcién theta de Jacobi, involucrando a la derecha de la igualdad una de las llamadas series de
Lambert:

Teorema 3 Si|q| < 1,

n

92(O,q):1—|—4§: q (3)
n=1

L+g¢*n
Su prueba es mas complicada, requiriendo el uso de y de técnicas de variable compleja.
Sin embargo, es un poco méas cémodo deducir la identidad con ¢? en vez de ¢, y asi lo haremos
aqui, ya que los cuadrados de los niimeros complejos ¢ de médulo menor que 1 vuelven a dar
todos los ¢ € C tales que |¢q| < 1, por lo que no perdemos generalidad.
Para llegar al resultado, vamos a empezar definiendo dos funciones:

_ 0(zq) Y, Y
F(z) = <10g 9(2"‘1/27(1)> ; G2)=—2

(1/2+7¢*) 0(2z-1/2—71,¢%
0(1/2,4?) e2miz20(2z — 1/2,q¢2)"

A la vista de F', nos va a interesar estudiar la regularidad de las funciones del tipo

/
H(z) = <log J;Eg) , con f, g enteras:

/
Lema 4 Sean f, g dos funciones enteras con todos sus ceros simples, entonces H = <log 5) ,
sea cual sea la rama que tomemos del logaritmo, es meromorfa con polos, todos ellos simples,
en los ceros no comunes de f y g, siendo su residuo 1 si son ceros de f y —1 si lo son de g.

Demostracién Aplicando la regla de la cadena, vemos que
f(Z))’ _ ['(Q)g(z) = f(2)d'(2)
9(2) f(2)g(2) ’

donde tanto el numerador como el denominador son enteros porque f y g lo son. De esta forma,
H es una funciéon meromorfa con polos, tal y como vamos a probar, en los ceros no comunes de

fyg

H(z) = (log



1. Si z =a es un cero de f, simple por hipdtesis, pero no de g, entonces f(z) = (z — a)k(z), con
k una funcién entera que no se anula en z = a, y se tiene que

lin (2 — a)H(:) = lim (s - o FEMEIEE AR - 2= ORI )

asi que z = a es un polo simple de residuo 1 de H.

2. De manera reciproca, si z = b es un cero de g, simple por hipétesis, pero f(b) # 0, se verifica
que lim, _,;(z—b)H (z) = —1 si tenemos en cuenta el caso anterior y que log(f/g) = —log(g/f),
por lo que z = b es un polo simple de residuo —1 de H.

Otros puntos problematicos de H son los ceros comunes de f y g, pero podemos ver que no dan
lugar a polos, sino a singularidades evitables. Para ello, suponemos que z = ¢ es un cero tanto de
f como de g, en ambos casos simple por hipdtesis, de donde deducimos que f(z) = (z —¢)p(2) y
9(z) = (z—c¢)q(z), con p, g dos funciones enteras que no se anulan en z = ¢. Como consecuencia,

lim (z — ¢)H(z) = lim(z — ¢) (z — 0)2(;0/(2)2(2) —p(2)d'(2))

e e C-oPa)

]

Tras este inciso, vamos a centrarnos en las dos funciones F', G que hemos definido mas

arriba. En particular, con el lema técnico anterior, queda demostrado que F' es meromorfa, una

propiedad que en G es trivial si tenemos en cuenta que # es entera. Lo siguiente que necesitamos,
1

no obstante, tiene que ver con la evaluacién de F' en los puntos z =0y z = ; + w, para lo que

usaremos varias de las propiedades de 6 y su derivada que hemos visto a lo largo del capitulo:

N 0(z,q)  \'_ 0'(2,90(z+1/2,q) = 0(z,9)0'(z+1/2,q)
P = (s g i) = 906G+ 1/2,9)
ya que 0'(0,q) = ¢'(1/2,q) =0, y
0'(1/44+ w,q)0(3/4 4+ w,q) —0(1/4 4+ w,q)¢'(3/4+ w,q)

F(l/44+w) = 0(1/4 4+ w,q)0(3/4 + w,q) -

= F(0) =0,

0'(1/A+w,q) 0'(3/4+w,q) 29’(1/4+w,q) , N
0(1/4+w,q) 0(3/4+w,q) ~0(1/4+w,q) 1+ g*’

n=1

0'(3/44w,q) _ 0'(1/44w,q)

teniendo en cuenta que — 0/ Awg) = 01/ Arwg) T 27i y apelando al corolario 2| para justificar

la dltima igualdad.

Ahora vamos a estudiar la periodicidad de las funciones F' y G, con la que podremos sim-
plificar muchos célculos en lo que nos queda por demostrar:

Lema 5 Tanto F' como G tienen periodos 1 y T.

Demostraciéon Es bastante sencillo verificar ambos periodos de F' y que G(z + 1) = G(z) si
usamos que 6 es 1-periddica y que tiene cuasi-periodo 7:

_ 0c+10) N _ (100 2D N _py. poorm — (10s 0E+TO )
F(Z+1)_<log9(z+3/2,q)> _<1 ge(z+1/2,q)> SR e = (1 gﬁ(z+1/2+r,q)> -

g e *26(z,q) " 0(zq) \ 0(z,0)  \' _ ...
(e et s = (0 i ing) = (i) =
0(1/2+71,¢%) 022 +3/2 —7,¢%) 0'(1/2+71,¢%) -0(22 —1/2 — 7,¢°)

G 1) = -2 _ = -2 g =G(z2).
G = =250 By g 4 3 ) L 01/, ) -0~ 1) )

Por otro lado, para mostrar que G es T-periddica hace falta trabajar algo mas:

(o9}
02z +7) = 1/2=7,¢%) = 022 + 7= 1/2,¢*) = —e 4™z y - 2milm)irimin )2z mro1/2) -

n=—oo
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—e 12022 — 1/2 —1,¢%); 02(z+7) —1/2,¢%) =022+ 21 — 1/2,¢°%) =

_6—27ri7'—47riz Z eQTri(n+1)27+27ri(n+l)(22—1/2) _ _q—26—47ri29(2z _ 1/27q2) =
9 01/2+7,¢*)  0Q2(E+7)-1/2-7¢*)
0(1/2,¢%) ™G22 +7) —1/2,¢?)
0'(1/2 +7,¢%) —e 42022 — 1/2 — 71,4°) 0'(1/2+7,q ) 02z —1/2 — 7,¢°)

—9 . : _ _— : - G(2).
T70(1/2,7)  —erPq e 02 — 172,47 L 0(1/2,47)  €270(2z — 1/2,¢2) 2

Gz+71)=—

Con lo anterior, nos va a ser més facil llevar a cabo un andlisis completo de los polos de las
funciones F' y G:

Proposicién 2 F y G tienen los mismos polos, situados en z = 7/2 +m/2 + nt, donde m,
n € Z, con residuos (—1)™1.

Demostracién Por el lema |4} los polos de F' son los ceros no comunes de 6(z,q) y 0(z+1/2,q),
pero si seguimos el corolario (1, sabemos que

2k +1
0(z7q)=0(:)z=w+k+n7:%+ ;_ +nr; kkneZ y 0(z+1/2,9)=0&
1 7 2k
z—w—i—k—i—m'—i §+7+m' k.n €Z,

de donde deducimos, juntando esos puntos en una sola expresion, que todos los polos de F son
de la forma z = 7/2 4+ m/2 4+ nr, con m, n € Z. Ademas, vimos que los ceros de # son simples,
as{ que el mismo lema [ también nos asegura que los polos que acabamos de encontrar son de
orden 1 y tienen residuo 1 si anulan a 6(z,¢q), es decir, si m es impar, y —1 si hacen lo propio
con 0(z + 1/2,q) o, equivalentemente, si m es par:

20=7/24+m/2+n1; m,n€Z= Res(F,z2) = (-1)""".

Ahora vamos a encontrar los polos de G, que no son més que los puntos en los que se anula
su denominador. No obstante, como e?™# # (0 Vz € C, nuestro problema se reduce a calcular los
ceros de 0(2z—1/2, ¢%), una tarea sencilla si escribimos su desarrollo en forma de triple producto
de Jacobi dado por el teorema [l Hecho esto, como ya hemos mencionado en méas ocasiones, el
teorema de Hurwitz [6] nos asegura que 0(2z9 — 1/2,¢%) = 0 si y solo si zg es un cero de algiin
factor del triple producto:

[e )

9(22 _ 1/2, q H 1 _ q 1 + q4a—2627ri(2z—1/2)) (1 + q4a—2€—27ri(2z—1/2));

1 T q4a—2627'ri(2z—1/2) =0= e4(1.7r1'7'—27ri‘r+47riz—7'ri — e‘n’i—i—erib = ar — I 4+ z— 1 — 1 + 9 =

2 4 4 2
b+1
Zzg.;_%_arbﬂ m%—i—? ar, con mcZ, acN;

1+ q4a726727ri(2271/2) —0= 64a7r7i”r727ri‘r747riz+7ri _ eﬂ'i+27rib = ar — z — 4 1 — 1 + é =

2 4 4 2
b —b=
z:%—§+(a—1)7 b:mgﬁ—%—i—(a—l)ﬂ con meZ, acN.

En definitiva, los polos de G son de la forma z = 7/2 + m/2 + nr, donde m, n € Z, y son
todos ellos simples, ya que provienen de ceros que anulan a un solo factor del triple producto
y que tienen, por lo tanto, multiplicidad 1. Con esta informacion, podemos pasar a calcular los
residuos, teniendo en cuenta que, debido a que G es 1 y 7-periddica, como hemos probado en el
lemal[f], dado zg = 7/2+m/2+n7, Res(G, 20) = Res(G, 7/2) si m es par y Res(G, 29) = Res(G,w)
si m es impar:

0124763 . —2q(z—7/20(2:—1/2—1.¢%) vu

N =—-~I— "2 i - =
Res(G,7/2) 0(1/2,¢2) =orr2 2 i29(22 — 1/2, %)
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0(1/2+71,¢%) ., —2¢0(22 —1/2—7,¢%) —4q(z —7/2)0' (22 — 1/2 — 7,4?)

01/2,2) ez 2mie?™20(2z — 1/2,¢2) + 262720/ (22 — 1/2, ¢2)

—290'(1/2+7,¢°)0(=1/2,¢*) _ —2q0"(1/2+7,47)0(1/2,4°) _ |

2q0(1/2,¢%)0' (1 — 1/2,¢?) 2q0(1/2,¢%)0' (1 +1/2,¢?) ’
mientras que unos célculos similares, volviendo a usar la regla de L’Hopital para deshacer una
indeterminacién del tipo 0/0, nos indican que Res(G,w) = 1. Asi, queda visto que Res(G, zp) =
(- "
Segin lo que acabamos de probar, como los polos de F''y G estdn situados en los mismos
puntos, y en ambas funciones coinciden tanto sus érdenes como sus residuos, al tomar K(z) =
F(z) — G(z), el resultado es una funcién entera, ya que todos los polos se cancelan. Ademds,
K es 1 y 7-peridédica porque F'y G lo son, algo que nos va a permitir demostrar que H esta

acotada:

1. Todo zy € C se puede expresar como = + y7 para ciertos x, y € R, ya que los nimeros 1 y 7,
vistos como vectores de R?, forman una base del plano. De esta forma, K (z) = K (z +y7) =
K(z—|z]+(y—|y])7), donde la dltima igualdad se justifica apelando a las dos periodicidades
de K. Con ello, y teniendo en cuenta que z — || + (y — |y])7 € D = {a+ b7 : a,b € [0,1]},
esta claro que K (C) = K(D), asi que sup,c |K(2)| = sup,ep | K(2)].

2. Como el conjunto D es compacto, por el teorema de Weierstrass, al ser K una funcién
continua, sup,cp |K(z)| = M < oo, de modo que sup,cc |K(z)| = M.

En conclusién, K es una funcién entera y acotada, asi que por el teorema de Liouville, K(z) = C
para todo z € C. Nos queda, por lo tanto, calcular C, para lo que vamos a evaluar K (0) teniendo
en cuenta que ya sabemos que F'(0) = 0 y usando el triple producto de Jacobi del teorema
para hallar G(0):

9(22 _ 1/2 — T q2) — H (1 _ q4n) (1 + q4n—262‘n—i(22—1/2—7—)> (1 + q4n—26—27ri(22—1/2—7’))7
n=1

22—1 /2—7))

y si llamamos s,(z) = (1 + gin—2e2mi( , Vemos que

51(0) =14 2?1277 1 L e ™ 2 =14e ™ =0=0(-1/2—-7,*) =0 =
0'(1/2+7,¢*) 0(=1/2—1.¢°)

0(1/2,¢°) 0(-1/2,¢%)
siendo valida la evaluacién de G(0) porque, segin la proposicién |2, 0 no es un polo de G.

G(0) =

= 0= C = K(0) = F(0) — G(0) =0,

Deducimos tras todo este razonamiento que F'(z) = G(z) Vz € C, con lo que ya podemos
pasar a la demostracién del resultado que motiva esta seccion:
Demostracién del teorema [3; como F' = G, en particular el valor de ambas funciones en
z = 1/4 + w coincide, pero ya dimos una expresion explicita de F'(1/4 + w) mas atrés:

o0 on / 2 2
q 0'(1/2+7,q%) 0(1,¢°)
F(1/4 = G(1/4 P - . _
(1/4+w)=G(1/4+w) = 7T+87r;1+q4n q 012,72  —igd(1+7.¢°)
0'(1/2 +71,¢%) _ 6(0,q?)
0(1/2,¢%)  i0(7,q?)’
donde hemos usado que @ es 1-periddica para llegar a la dltima igualdad.

Ahora, si utilizamos la identidad dada por el corolario [3| que equivale a 6'(1/2 + 7,¢%) =
7i0(0,¢%)0(1/2,¢*)0(7, ¢*) al cambiar ¢ por ¢2, llegamos a que

o0 on 20 2 2 2
q .0°(0,¢%)0(1/2,¢%)0(7, ¢°) 200 2
7r—|—87rn§:1 T g i 00122000 w0(0, %),

de donde extraemos (3)) si tomamos ¢ en vez de ¢? sin pérdida de generalidad, tal y como
comentamos al inicio de la seccién. =

Este ultimo resultado esconde una fuerte relacién con el problema de la suma de cuadrados.
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2. Algunas aplicaciones

En este capitulo vamos a ver un par de consecuencias aritméticas que derivan de las pro-
piedades que hemos visto hasta ahora de la funcién 6 y que, por otro lado, nos van a ser utiles
en el desarrollo del trabajo. El lector curioso puede encontrar una tercera aplicacién, igual de
sorprendente pero no muy relacionada con lo que nos interesa ahora mismo, en el anexo [B]

2.1. Naturales como suma de cuadrados

Empezamos con la funcién r(n), que da el nimero de representaciones de n € N como suma
de dos cuadrados de enteros, es decir, r(n) = #{(a, b)cZ?:n=a®+ 62}.

Por ejemplo, 7(10) = 8, ya que 10 = (£3)2 + (£1)? = (£1)? + (£3)?, con 4 combinaciones
de signos en cada uno de los dos términos. También se tiene que 7(2023) = r(2024) = 0 y
r(2050) = 24, lo que nos lleva a preguntarnos si hay una férmula explicita para calcular esta
funcién tan cadtica:

Proposicién 3 r(n) = 422d+1|n(—1)d para todo n € N.

Demostracién Partiendo de , que probamos al final del capitulo anterior, consideramos el
desarrollo en serie de potencias en ambos miembros de esa identidad, de tal forma que si a,, b,
son los coeficientes de g™ en los lados izquierdo y derecho respectivamente, entonces a,, = by,:

q) = (Zq“2> <Zq”2) = 1+§anq”,

UEZL VEZL

de donde se deduce que cada par ordenado (u,v) € Z? tal que u? + v? = n contribuira a dar un
q", asi que a, = r(n).

)d 2d+1

Ahora, si usamos que z/(1 + 2%) = Y52, (— si |z| < 1, y teniendo en cuenta que

|¢¥| <1 Vk € N, obtenemos que

1+4Z —1+ZZ4 d’f<2d+1>:1+§:bnq",

k=1d=0 n=1

en donde se puede observar que cada numero de la forma 2d + 1, con d € N U {0}, tal que

— k(2d + 1) para algin k € N aporta 4(—1)? al coeficiente de ¢". Si expresamos esto de
manera matemadtica, b, =4 ,, 41 n(—l)d, con 2d + 1 recorriendo los divisores impares positivos
de n.

Podemos concluir, por lo tanto, que r(n) = 4 sz“ln(—l)d para todo n € N. =

Con la expresién para r(n) que acabamos de probar, podemos dar también una relacién entre
su serie de Dirichlet y la funciéon ¢ de Riemann:

Corolario 4 Para R(s) > 1, se verifica que Y >, ns) = 4((s) Zfzo% Y, como conse-

cuencia de ello, limy 1+ (s —1)> 07, r(n)/n® ==.
Demostracion Empezamos comprobando la igualdad formal, partiendo del lado derecho y
transforméndolo hasta llegar al izquierdo, para luego ocuparnos de la convergencia:

oo 71

603 Gy

o0 ’I’L oo n

100 oo _Oopm
kjg e ZIZW 2

de donde se desprende, con un razonamiento similar al de la proposicién anterior, que cada divisor
impar positivo 2n + 1 de m contribuye a p,, con 4(—1)", asi que p,, = 422n+1‘m(—1)” =r(m).

La condicién R(s) > 1 es necesaria porque, tal y como se puede ver en el 1ema nos asegura
la convergencia absoluta de ((s) sobre compactos. Ademads, como Vn €

1 1
e S e
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N, Vs con R(s) > 1, la segunda serie del miembro derecho también converge absolutamente
en compactos, lo que nos permite concluir que la serie de Dirichlet de r(n) tiene sentido en
R(s) > 1.

En cuanto al limite, podemos computarlo si tenemos en cuenta que ((s) tiene un polo simple
con residuo 1 en s = 1, tal y como explicamos en el anexo @

= lim 4(s
s~>1Jr ot Si)r{1+ ZO Qk + 1 =0
Para justificar el tltimo paso, usamos que 1/(1 + 2?) = Y72 (=1)% 2% si 2| < 1, asf
que integrando a ambos lados desde 0 hasta ¢, con 0 < ¢ < 1, obtenemos que arctan(t) =
2k+1 C1\E
Yoreo ij_l vt € (0,1). De esta forma, Y p° % = lim,_,,- arctan(t) = 7/4. n

Por dltimo, vamos a derivar una férmula para r(n) que es computacionalmente maés eficiente,
y que se expresa en funcién de la factorizacién de n. Asi, dado n € N, empleamos la siguiente
notacién para su descomposicién en potencias de primos:

n=27pMps2 . ple . qlrglr . qfe con ~,05, 85 €Zs0, pi=1(4) y g =—1(4)

Para poder usar lo anterior vamos a empezar probando que r conserva, al menos en algtin
sentido, el producto de coprimos:

Lema 6 La funcion aritmética h(n) = r(n)/4 es multiplicativa, es decir, h(1) =1 y, dados nq,
ng € N tales que (n1,n2) =1, h(ning) = h(ni)h(ne).

Demostracién Por el corolario [d] la serie de Dirichlet de h cumple formalmente que

= Z hf,(l Z Z 2m+1 Da(s)Db(s)7

n=1 m:O

»Jk\)—\

(=)™ si dmeZsy talque n=2m+1,
0 en otro caso.

con a(n)=1VneN y b(n)—{

Lo anterior equivale a que h = a * b, asi que por las propiedades de la convolucién [§], basta
comprobar que a, b son multiplicativas para concluir que h también lo es. Sin embargo, es trivial
ver que a(l) =1y a(ij) = a(i)a(j) = 1 si (i,75) = 1, lo que nos motiva a centrarnos solo en b,
estudiando por separado los dos casos ante los que podemos estar si tomamos i, j € N tales que

(i,5) = 1

1. Si uno de los dos nimeros es par, entonces b(i)b(j) = 0 porque b manda todos los pares al 0,
de forma que uno de los factores se anula. Por el mismo motivo, al ser ij par, b(ij) = 0.

2. Por otro lado, si tanto ¢ como j son impares, existen k, | € Z>q tales que ¢ = 2k+1, j = 21 +1,
asi que b(i)b(j) = (=1)*(=1)! = (=¥, Ademés, ij = (2k +1)(20 +1) = 22kl + k +1) +1,
con 2kl+k+1 € Z>, lo que nos sugiere que b(ij) = (—1)2FHrH = (_1)2M(_1)k+l = (—1)FH,

Si al an4lisis que acabamos de hacer le afiadimos que b(1) = (—=1)° =1, yaque 1 =2-0+1,

llegamos a que b es multiplicativa al igual que a, lo que nos conduce al resultado que queriamos.

|

Gracias a la propiedad que acabamos de ver, y siguiendo la notacién que hemos introducido

antes, basta con que hallemos las imagenes explicitas por r de 27, p?j y qu para obtener una
férmula para r(n), con n € N cualquiera:

1. r(27) =4 sz+1|2v(_1)d» pero el unico impar positivo que divide a 27, sea cual sea vy € Z>,
es1=2-0+1,asf que r(27) = 4(-1)° = 4.
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2. r(p?j) = 422d+1lp]o_zj(—1)d, donde los divisores impares positivos de p?j son de la forma
pj =2dy,+1, conu€ {0,1,...,a;}. Ademsds, teniendo en cuenta que p; = 1 (4), deducimos
que en realidad p¥ =1 (4) Vu € {0,1,...,a;}, asf que d, = (pj — 1)/2 es par para todo
uwe€{0,1,...,a;}. Con todo esto, r(p?j) =430 (—1)de =430 (1 =4(a; + 1).

3. 7(q)) = 4%

positivos que dividen a qu. Ahora bien, como ¢; = —1 (4), de manera més general, ¢j =
(=1)? (4) Vv € {0,1,...,8;}, luego dy = (¢j — 1)/2 tiene la misma paridad que v. Asf
r(qu) = 42520(—1)51” =4 Zfio(—l)”, expresién que vale 0 si 3; es impar, ya que los 3; +1
términos forman parejas que se van cancelando entre si, y 4 si 3; es par, debido a que en este
caso al iltimo término no le sigue otro que le anule. Expresado algo mas formal, lo anterior
quiere decir que T(qu) =2(1+ (-1)%).

2d+1|q‘_*i(_1)d’ siendo ¢j = 2d, + 1, con v € {0,1,...,8;}, todos los impares
J

Ya estamos en condiciones, por lo tanto, de calcular r(n) para n € N:

4r@)r(ps) (e )r(qf) .o (gf)

r(n) = 4h(n) = 40(2)hES) ... A% (d]Y) .. h(¢P*) = Altwts -
4-4-4%(ar1+1) .. (o + 1) - 25(1+ (=1)%) ... (1 + (—1)%)
4l+w+s -
0 si 3je{l,...,s} talque f; esimpar,
4(a1 +1)... (o +1) sitodos los ; son pares.

Por ejemplo, r(79625) = r(53 - 72-13) = 4(3 + 1)(1 + 1) = 32, ya que en la factorizacién
ay; = 3, ag = 1 y el Unico primo congruente a 3 mdédulo 4 que aparece, el 7, va elevado a una
potencia par. A modo de observacion, la formula anterior también se puede obtener estudiando
la factorizacién unica en Z[i], el anillo de enteros gaussianos [11, §5.5].

2.2. La simetria de la funcién zeta

Para la segunda aplicacién, nos remitimos al anexo B} donde definimos ((s) como una serie
que converge para R(s) > 1y después deducimos que admite una extensién meromorfa a R(s) >
0 con un tnico polo (simple de residuo 1) en s = 1. Ahora completaremos esta extension a
todo C y, como objetivo principal, veremos que admite una simetria insospechada que también
involucra a la funcién I'. Esto tiene consecuencias importantes acerca de la distribucién de los
numeros primos, pero analizarlas con detalle llevaria a un trabajo distinto del nuestro, asi que
solo presentaremos la relacién con la conjetura mas famosa del area.

Hay muchas pruebas de la extensién meromorfa y de la simetria de ¢, pero vamos a seguir la
original de Riemann en su famosa memoria [12] §8], [I4]. Con este fin, introducimos la funcién
w: Rt — R, definida por w(z) = > 7, e_m%, que es de decaimiento rdpido en RT, aunque no
lo demostraremos. Si vamos a ver con detalle, no obstante, una ecuacién funcional que satisface
w y que nos va a ser de ayuda en esta seccion:

Lema 7 w(z™!) = @ + Vaw(z) para cualquier x > 0.

Demostracién Para todo = > 0, si tomamos 7, = iz, se cumple que (1) > 0, asi que la

ecuacién probada en el capitulo anterior es vilida si la evaluamos en (z,q) = (0, ¢;), donde
(o = eTiTe — o~ 7T,

0(0,qz) = (—i72)"Y20(0, (q2)s) = —=0(0, (¢2)x), con (gu)x = e /T = 7 ™/* =

1
Jz
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i 6771'719::7 i l, :>1+2ieﬂ-nzx\/]‘§<l+2i6“:2>:>
Lt u(e) = ) o) - Y () e > 0

El siguiente paso es comprobar que ¢ y I' estan relacionadas con w, para lo que presentamos
una nueva funcién compleja, £(s), dada por &(s) = s(1 — s)7—/2T'(5/2)((s).

Proposicién 4 £(s) = s(1 —s) [;° 252w (x) dx si R(s) > 1

Demostraciéon En primer lugar, como estamos trabajando en R(s) > 1, I'(s/2) admite su
representacion integral, valida en R(s) > 0, asi que hacemos uso de ella:

S 0 s t=n’nz *° 2 o
1"(5) :/ el gt T / e " ”(nzﬂ'x) “n2ndr =nr? / eVl gy —
0 0 0

E > oo R
—2 :/ e e e si R(s) > 1.
0

Ahora, teniendo en cuenta la igualdad anterior y que ((s) se puede expresar en forma de
serie en R(s) > 1, que es nuestro dominio en este caso, obtenemos que

donde el paso de intercambiar la suma y la integral estd justificado por el teorema de Fubini,

S
que podemos aplicar porque y >, fo le=™ 7rgcx271| dx converge en R(s) > 1, tal y como vamos
a ver a continuacion:

TR

n=1 n=1

r(“g”>w-“%”in;<s)=r<%;s>>w-“@<m<s»<oo 4 5o >

Juntando lo que hemos probado y la definicién de £, concluimos finalmente que

oo
£(s) = s(1 — s)m*/?T(s/2)¢(s) = s(1 — s)/ w2 w(z)dr si R(s) > 1.
0
[ ]
Asumiendo ain que R(s) > 1, si separamos la integral que aparece en la expresién que

acabamos de ver para & en los intervalos (0,1] y [1,00), y aplicamos el cambio de variables
x +— 1/x en el primero de ellos, llegamos a que

e S > S o S
J:/ 2 w(x) da;:/ m_(5+1)w(x_1)dx+/ 2 w(x) da,
0 1 1

pero si ahora usamos la expresién para w(z~!) dada por el lema @

1 1

1/922(-9/2  95—s/2 r=o0
2( 1—s + S )

z=1
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1 1 o0 _ s+1 s_q 1 ° s+l s _q .
— 2 2 = 2 2 1
e s+/1 @@ ez da 3<3_1>+/1 )T FaiT)de s R > 1

aprovechando que x > 1, y que (s) > 1 a la hora de computar la integral que no dependia de
w. De esta forma, el resultado de la proposicién [4] se puede expresar como

s+1

E(s)=—=1+s(1—5s) /100w(:1:) (z77 +x%_1) der si R(s) > 1,

s+1 F

con I(s) = [[Fw(z)(z™ 2 + :1:%*1) dx convergente Vs € C tal y como vamos a comprobar:

1. Ya mencionamos que w(zx) es de la clase de Schwartz en RT, y las funciones gs(x) = R

227! verifican en [1,00), para cualquier s € C fijo y Vk € Zso, que gs(|z]) = gs(z) € C® y

_R()+1 R(s) _q_
98 ()| = 19 (2)] < Capa™ "7 P+ Doga™> 717F < Oy gt + Dy galh = pg (),

donde Cs, Dy, son ciertas constantes reales y o, Bsk € Z>0, lo que convierte a ps i (z)
en un polinomio. Bajo estas hipétesis, el producto w(z)gs(z) es de la clase de Schwartz en
[1,00) Vs € C.

2. Como el espacio de Schwartz en [1,00) estd contenido en L'([1,00)), en particular w(z)gs(z) €
LY([1,00)) Vs € C, asi que

1(s)] = ‘ /loo w(z)(z~F + i) da

< / |w(x)(xfs;1 + x§71)| dr < oo VseC.
1

Con esto ya podemos hablar de la continuacién analitica de £ y de la simetria que guarda:
Proposicién 5 £(s) se extiende a una funcion entera tal que £(s) = £(1 — s) para todo s € C.

Demostracién Por el teorema de analiticidad de integrales paramétricas, como I(s) converge
en todo el plano, I(s) define una funcién entera, dando como consecuencia trivial que h(s) =
—1+4 s(1 — s)I(s) es también entera. De esta manera, apelando a que h(s) coincide con £(s) en
el abierto R(s) > 1, donde £(s) es holomorfa, podemos concluir que h es la extensién entera de
£ que anddbamos buscando.

Como consecuencia de lo anterior, para ver que £, extendida mediante h, verifica que &(s) =
&(1 — s) para todo s € C, basta ver que h guarda esa misma simetria:

_1—s+1 173_1

h(l—s)z—l—l—(l—s)s](l—s):—1+s(1—s)/100w(ac)(x 4z Ndr=

—1+4+s(1—y9) /loow(a:)(xz_l —l—x_#) de=—-14s(1—s)I(s) =h(s) Vs eC.
]

Sabemos que la funcién ¢ aparece en la definicién de &, asi que despejandola en esa igualdad
podemos extraer conclusiones acerca de su continuacién analitica:

s ()7 srity £(s)ms/? 1 £(s)ms/? 1
s) = s(1 — s)m*/?I'(s s) = ((s) = (s/2) _ . = .
£(s) =s(1-9) Lls/2)C(s) = C(s) 1—s 2(1—s) 30(s/2) 2(1—s) T(3+1)

donde en el 1ltimo paso hemos aplicado el corolario[8], suponiendo para ello, al menos en principio,
que s € C\{—2k : k € NU{0}}. La expresién que nos queda depende, por lo tanto, de £(s), que
acabamos de probar que admite una extensién entera; de 7%/2, que es entera de forma trivial; de
un inverso de la funcién I', que explicamos que es entero en el anexo |A} y de 1/(1 — s), que nos

s/ .
genera un polo en s = 1. De esta forma, si tomamos k(s) = 52(8_5)2 . F(s/12+1)7 con &(s) haciendo

referencia a su extensién entera h(s), estd claro que k(s) es meromorfa con un tnico polo en
s =1y que coincide con ((s) en (s) > 1, donde ¢ es holomorfa.
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Segun el andlisis anterior, k(s) es la continuacién meromorfa de ((s) a C\ {1}, lo que implica
que de la igualdad £(s) = £(1—s) se deduce una ecuacién funcional para ¢ que permite relacionar
¢(s) con (1 — s). Por otro lado, como

Res(k: 1) = Tim (s — 1)k(s) = lim —— e LT _ (1) = —h(1) =1,

s—1 s=12(1—s)I(5+1) 2I'(3)

podemos concluir que ((s)—1/(s—1) se extiende a una funcién entera mediante k(s) —1/(s—1),
ya que se cancela el polo en s = 1.

Bajo este contexto, ya sabemos cémo evaluar ((s) en cualquier valor distinto de s = 1. Por
ejemplo, nosotros vamos a calcular ¢(0):

£(0) h(0) 11

¢(0) = k(0)

TAr(l) 2 fetdt R )

Para cerrar la seccién, vamos a relacionar la simetria dada por la proposicién [5| con la
distribucién de los nimeros primos, de la que se sabe que

i #{p primo : p < N} — Li(N)
im
N—o0 Ne

=0 para cualquier o > oq,

donde g = sup {R(p) : {(p) =0} y Li(N) = 2N 15%' Ademis, el limite no existe para ningin
o < o0g. Este resultado, que nos dice que o coincide con el orden con el que Li(/N) aproxima a

la cantidad de nimeros primos hasta IV, se demuestra en [0, §5] y [4, §1.4].

En lo que respecta a nuestro trabajo, vamos a usar que ((s) tiene ceros en 0 < R(s) < 1,
algo a lo que se llega aplicando el principio del argumento [12, §15]. Sabiendo eso, podemos dar
una cota inferior para oy:

Corolario 5 op > 1/2.

Demostracién Hemos mencionado que existen ceros de ((s) con 0 < R(s) < 1, asi que
tomamos uno de ellos, al que llamaremos s1:

E(s)m1/?
21 —s1)0(F +1)

C(s1) = k(s1) = =0=§(s1) =0,

yaque /2y 1/(1—s) no se anulan nunca, mientras que l/I’(%—i—l) = Osiysolosil+s € Z7U{0},
tal y como comentamos en el anexo |Al En otras palabras, todos los ceros de 1/ I‘(% + 1) son los
enteros negativos pares, pero s; no es ninguno de ellos por definicion.
Si continuamos con nuestro argumento, por la proposicién |}, £(s1) = 0 implica que £(1—s1) =
0, luego
5(1 _ 51)7T(1_81)/2
2511 (35

C(l—Sl):kJ(l—Sl): =0.

Vemos, por lo tanto, que s; = 1—s; es otro cero de ((s), verificindose que R(s2) = 1-R(s1) <
1/2 81 R(s1) > 1/2y R(s2) > 1/2 en caso contario. De esta forma, queda garantizado que alguno
entre s1 y so tiene parte real mayor o igual que 1/2, de donde se extrae que oy = sup {ER(,O) :
C(p) =0} > max {R(s1), R(s2)} > 1/2. n

La llamada hipdtesis de Riemann conjetura que ogp = 1/2, en cuyo caso todos los ceros
de {(s) en 0 < R(s) < 1 deben estar, siguiendo el razonamiento anterior, en la linea vertical
R(s) = 1/2. Este es uno de los problemas abiertos mas importantes de las matematicas, y si se
demostrase, implicaria el mejor escenario posible para la aproximacién de la cantidad de primos
que nos da Li(N).
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3. La formula limite de Kronecker

En algunos temas avanzados de teoria de nimeros aparece la funcion

E(z,8) = Z m, donde (z) >0 y R(s)>1

2s
A€z {0} Iz + o

Se dice que es una serie de Fisenstein real, y se puede probar que para cada z fijado admite
una extension meromorfa a C en s con un dnico polo simple en s = 1. La formula limite de
Kronecker, que estudiaremos en este capitulo, afirma que en el desarrollo de Laurent E(z,s) =
a_1/(s—1)4+ap+ai(s—1)+..., el residuo a_j es ™y ag se expresa en términos de la funcion eta
de Dedekind, holomorfa en 3(z) > 0y dada en ese dominio por 7(z) = e™*/12 [, (1—e?mn=).

El enunciado habitual (cf. [20]) se escribe en forma de limite:

lim

Ji (B 0) = T ) = 2o ® 2n(z \ F W

donde v es la constante de Euler-Mascheroni. Sin embargo, es equivalente al siguiente resul-
tado:

Teorema 4 Sea Q(z,y) = ax? + bry + cy? una forma cuadrdtica real con D = 4ac —b* >0 y
a>0, ydada ((s,Q) = Zﬁezgi{a} (Q(i1)) ™" para R(s) > 1, se cumple que

, vD B Va/D _ —b+ivVD
sl_l)r{l+ (%C(s, Q) —C¢(2s— 1)) = log MG’ donde zg = o (5)

3.1. La prueba de la féormula limite

El grueso de este capitulo estd dedicado a demostrar , que nos facilitard mucho las cosas
cuando pasemos a deducir la formula de Ramanujan que motiva este trabajo. Seguiremos las
lineas de [7], salvo cambios en el orden y la notacién inspirados por [19]. No obstante, el lector
que prefiera ver una demostracién més cldsica puede consultar [20].

Lema 8 Sea ¢ > 0, y dada f : {\\s )| < 26} — C una funcion holomorfa par tal que
para algin o > 1 verifica que |f }|z|0‘ — 0 cuando |R(z)| — oo, entonces ), ., f(m) =

i fooojf; ) cotg(mz) dz.
Demostracién Si definimos el dominio D = {|S(2)| < 2¢}, tenemos que la funcién g(z) =

f(2) cotg(mz) es meromorfa en D con polos en los puntos de D en los que se anula sen(7z) pero
f(2) # 0, es decir, en los m € Z tales que f(m) # 0. Ademads, como existe

tim (2 = ) (2) cotig(z) =ty (=) 1

lim f(z)cos(mz) + (2 — m)f’(;)ci)z?;z) —7m(z=m)f(z)sen(rz) _ f (;n) Vm € Z,

todos esos polos son simples y Res(g,m) = f(m)/m. A modo de observacién, cabe destacar que
en nuestro razonamiento, L'H indica que hemos utilizado la regla de L’Hopital.

Podemos tomar ahora el rectdngulo Cy que delimita la region {|R(z)] < N +1/2, [S(2)| <
e}, resultando ser este una curva simple, cerrada, suave a trozos y contenida en D tal que solo

un numero finito de polos de g en D, en particular los m € Z con |m| < N, pertenecen a su
interior. De esta forma, por el teorema de los residuos,

Iy = f(2) cotg(mz) dz = 2mi Z Res(g,m) = 2mi Z @ =

On meZ, |m|<N meZ, |m|<N
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2i Z f(m)= lim Iy = lim /C f(z) cotg(mz)dz = 2i Z f(m).

N—o0 N—o0
meZ, |m|<N mEZ

Esta claro, por otro lado, que Iy es igual a la suma de las integrales de g sobre los cua-
tro bordes del rectangulo Cp, todos ellos manteniendo la orientacion positiva. Sabiendo esto,
empezamos analizando el lateral derecho, al que llamaremos Cy 1:

a _ )
Ing = (z) cotg(mz) dz = / f(z) cos(mz)2% dy TN/
Cna Cna sen(mz)z®

/E if (N +1/2 + ti) cos(n(N + 1/2 + t))(N + 1/2 +ti)*

e sen(m(N +1/2 4 ti))(N + 1/2 + ti)>
teniendo en cuenta que podemos multiplicar en el numerador y en el denominador por z“, con
a > 1 como en el enunciado del lema, porque 2z no se anula nunca en Cy ;. Si tomamos médulos
y hacemos que N — oo,

N +1/2 4 ti)[|(N +1/2 + t0)|*| cos(n(N + 1/2 + ti))| . 1
[sen(m(N + 1/2 + ¢1))||[(N + 1/2 + ti)|>

/f [F(N + 1/2 + t)[|(N + 1/2 + ti)|*] cos(n(N + 1/2 + ti))|

, 1
< <
o< i Ifil < Jin [

T

N [sen(m(N + 1/2 + t))||(N + 1/2 + ti) |
con dos puntos delicados que hay que justificar con més calma. Sin embargo, suponiendo que
| cotg(m(N + 1/2 + ti))| estd uniformemente acotada en ¢t € [—¢, €], se deducen las pruebas para
los dos pasos que nos preocupan:

dt20= lim Iy, =0,
N—o0

1. Si recordamos que f es holomorfa (y por lo tanto continua) en t € [—e¢, €], y tenemos en
cuenta que (N +1/2+ti)® no se anula en ese mismo intervalo, podemos concluir que Hy (t) =
|f(N+1/2+t0)||(N+1/2+ti)|* es continua en t € [—¢, €], y ademdas Hy tiende a 0 por hipdtesis
cuando N — oco. De esta forma, la continuidad nos asegura que supyc[_ g{Hn(t)} = sy — 0
si N — oo, y como existe M € RT tal que |cotg(m(N + 1/2 + ti))] < M Vt € [—¢,¢€,
VN € N, llamando Ly(t) = Hn(t)|cotg(m(N + 1/2 + ti))|, se tiene que sup;e_ qg{Ln(t)} <

sy - M N—> 0. Con ello, podemos meter el limite dentro de la integral por el teorema de la
—00

convergencia uniforme.

2. Como Hy v 0y |cotg(m(N 4+ 1/2 +ti))| < M Vt € [—¢,€], VN € N, se desprende que
—00

L .
NN:)OOO

Tenemos aun pendiente comprobar que nuestra hipotesis es cierta:

‘eiz_’_efiz €2iz+1 2 2
| cotg()| = Yoz _e—iz| | eZiz — 1‘ - ‘IJF o2iz _ 1’ <1+ |e2i%] =1+ —23()
2
|cotg (m(N +1/2+4ti))| <14+ —= <14+ —— Vi€ [—e, =M, VN eN.
e ™ e— TE

En el caso de Cy 3, correspondiente al lateral izquierdo, tenemos que

Ing = / g(z)dz == NS / ig(=N —1/2 + ti) dt =" / Cig(—N —1/2 — i) du =
Cn,3 €

—€

/ ig(N + 1/2 + i) du T2 / g(v)dv=In1 = lim Iys= lim Iy=0,
Cna N—oo N—oo

utilizando para ello en la cuarta igualdad que g(—z) = f(—z)cotg(—mz) = —f(z) cotg(mz) =
—g(z), ya que f es par por hipdtesis y la cotangente es impar.
Llegados a este punto, podemos concluir que

lim Iy = lim I lim Ing4=2i
Ngnoo N Ngnoo N72+NE>noo N4 ZZEZf(m);
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con Cn2 y Cn4 los lados superior e inferior del rectdngulo respectivamente. Sin embargo, po-
demos relacionar Iy o e Iy 4 gracias a que g es impar:

o0 —1€ —0oo+1€ —oo+1ie€
lim Iyg4= / 9(z)dz =t / —g(—t)dt = / g(t)dt = lim Iy, = lim Iy =
—00 N—00

N—roo —oco—ie cotie ootie N

—oco+tie oco+ie
2 lim Iyo= 2/ g(z)dz = 72/ f(2) cotg(mz) dz = 2i Z f(m),
N—o00

co+t1ie —oo+1e mez

de donde se sigue, despejando ), f(m), la identidad que queriamos. =
Tras este primer resultado, vamos a resaltar otra propiedad ttil de las funciones f con las
que estamos trabajando:
Lema 9 Sea f una funcion como en el lema@ entonces ffoo:fle f(z)dz = fRf.
Demostracién Empezamos definiendo el rectangulo Ty como aquel que delimita la region
{IR(z)] <N, 0<S(z) <e}. En definitiva, Ty no es méds que una curva simple, cerrada, C! a
trozos y contenida en el dominio de f, en el que la funcién es holomorfa, asi que el teorema de
Cauchy nos asegura que Iy = fTN f=0.
Por otro lado, la integral de f sobre T es igual a la suma de las integrales de f sobre los

cuatro lados de Ty. En este contexto, queremos comprobar que tanto Iy como Iy3 se van
a 0 cuando N — oo, con Iy e In3 las integrales de f sobre los lados derecho e izquierdo

del rectdngulo. Para ello, vamos a usar que, por hipdtesis y para un a > 1, |f(z)}|z|°‘ — 0 si
[R(2)| — oo, lo que implica necesariamente que | f(z)| tiende a 0 al acercarse |R(z)| a infinito:

|[Ina| = -~ f(z)dz| < Long(Tny) - mix {[f(2)[} =e- méx {|f(N +ti)[} =¢-On = 0
‘IN73‘ = ‘ s (2)dz| < Long(Tn,3) - zlenjg'm;; {’f(z)|} =c- fél[%,}i] {‘f(—N + 7“2)‘} =¢-Dy N 0,

donde Cn, Dy — 0 por ser ambos médulos de f en puntos cuya parte real en valor absoluto
—00

vale N y, por lo tanto, se va a infinito.

Con lo que hemos recopilado, si llamamos Iy2 e In4 a las integrales de f sobre los lados
superior e inferior del rectangulo respectivamente,

—o0+-1i€
0= lim Iy = lim (IN’1 +1In2+Ing +IN74) = lim (IN,Q +IN,4) = / fz)dz+ / 1,
N—oo N—oo N—oo oco+ie R
extrayéndose de esta expresion el resultado que queriamos si despejamos fR f. n

Todo lo que llevamos hasta ahora nos va a permitir hallar una variante de la férmula de
sumacion de Poisson [9], [13 §2.7], pero ain necesitamos un pequefio detalle mas: comprobar
que, para 3(z) > 0, i cotg(z) —1 = 2€%% 4 2e%% £ 25 | algo que vamos a hacer expandiendo
ambos términos y viendo que coinciden en el semiplano superior de C:

1 cos(z) — (e +e7%%) 2et?

tcotg(z) — 1= -1l=—*—-1=——— VzeC(;
sen(z) ez — g~z e~ — glz

o'} 00 9 2eiz
9 Z o2z _ 9 Z (e2)" = —2+ T = e si 3(z) >0,
n n=1

=1

donde la condicién (z) > 0 es suficiente para asegurar la convergencia de nuestra progresién
geométrica de razén r = e,
Ya estamos en condiciones de llegar a nuestra primera identidad de provecho, vélida para

funciones f como en el lema [8| Para ello, solo tenemos que sustituir en el primer paso los dos
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términos que aparecen por sus expresiones equivalentes, apoyandonos en las dos igualdades que
hemos probado de momento en el capitulo:

/ f=i /OOM6 f(2) cotg(mz) dz — -/OO—H6 f(z)dz = /OOHE f(z)(icotg(mz) — 1) dz,

mEZ co+tie —oo+1ie —oo+1€

pero si observamos que en los z sobre los que estamos integrando, siempre tenemos que (z) =
€ > 0, podemos escribir en lugar de icotg(mz) — 1 su forma de serie, dando lugar a

/ f /OOJFZ6 Z 2mikz dz TCU 2 Z /OO+16 2772k:z d (6)

mEZ —oo+t1ie oco+t1i€e

donde TCU indica que hemos podido sacar el sumatorio fuera de la integral gracias al teorema
de convergencia uniforme, que se puede aplicar en este caso porque, como » ;- e?™kz converge
absolutamente a icotg(z) — 1 en §(z) = € > 0, también lo hace uniformemente en esa regién
por el criterio M de Weierstrass.

Tras haber obtenido @, el siguiente paso es definir la funcién

S

9s(2) = ps(2) +ps(—2), con ps(2) = (Q(z,1))

que es holomorfa en z alld donde no se anule ni Q(z,1) ni Q(—z,1). En particular, como la
unién de los ceros de ambas formas cuadréticas da lugar al conjunto A = {zg, ZQ, —2¢, —2¢},

cumpliéndose que |J(a)| = g > 0 Va € A, podemos concluir que gs(z) es holomorfa en
B = {\\5 )| < 26} para cada s € C, con la rama usual de las potencias, si elegimos 0 < € < ‘/>

Una observacién util es que g5(z/n) € H(B) para todo n € N en realidad, ya que |\s(z/n)] =
% < |S(2)|] Vn € N. Con ello, se cumplen las tres condiciones necesarias para poder aplicar

(©) a f(z) = n"2%gs(z/n) en R(s) > 1

1. Existe € > 0, en este caso € = ‘ia», tal que f : {|\s )| < 26} — C es una funcién holomorfa
para todo n € N si (s) > 1. Cabe destacar que no hay problemas con la rama de las
potencias gracias a que estamos trabajando en R(s) > 1.

2. Como g(z) = g(—=z) por cémo la hemos definido, f es claramente par.

3. El médulo de f(z) decae a 0 como ﬁ = ‘Z|2%?(S)7 que es menor que ‘z% en RN(s) > 1. De esta
forma, tomando 1 < o < 2, se tiene que |f(z)[|z|* — 0 cuando |R(z)| — oc.

Podemos pasar, por lo tanto, a sustituir f(z) = n"?*gs(z/n) en ambos términos de (6] y

luego igualarlos en R(s) > 1:

S rm) =3 g, (m/n) = 3 02 (py(m/n) + py(~m/n)) =

mel meZ mez
> n((@Om/n )™+ (@QEm/n1)77) = 3 (7 Qem/n. 1) + (P Q(m/m 1)) =
met MmEZ
mZE:Z ((Q(m,n))_s + (Q(m, —n))_s); /]Rf _ /}Rn ge(2/n) dz "= /R”_Qsﬂgs(t) i

nQi1</RpS(t)dt+/Rps(—u)du> = L (/Rps(t)dHL_w —ps(v)dv> - %/Rps;

S oot 27mkz ook 2mikz z=nt
22/ f(z dz—z / gs(z/n)e dz "=

oco+1ie oo+ze

Z /oo+z —2s+1 ( ) 2miknt dt €= ”5 Z nzs - /

oo+zf

oo+

27Tiknt dt @
oo+76
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Z ((Q(m,n))ier (Q(m,—n)) n29 T /ps Zn% T /OOJFMS AR gt i R(s) > 1

meZ oo+1id

Si ahora sumamos en n € N a los dos lados de la identidad de arriba, llegamos finalmente a
la expresion que nos interesa para nuestro proposito:

Z(ZX nwm5+@m,ms)7§44m>

=1 “m€Z
- —s —s > 1
;T;Z((Q(m’n)) Jr(Q(m,fn)) ) 2/]Rps‘nzln23_1
X © co+1d
Z Z (Q(m,n))_s —2¢(2s—1) / @ Z Z 2371 / gs()e2™ R dt si R(s) > 1,
nez\{0} mez 1kt —oo+id

pudiendo pasar de la serie Y o0 | 1/n?5~! a ((2s — 1) porque R(2s — 1) > 1 estd garantizado por
la condicién R(s) > 1.

A la vista de lo que hemos obtenido, y teniendo en cuenta que el siguiente paso sera hacer
que s tienda a 17, nos gustaria calcular explicitamente la integral que aparece en el término de
la derecha con s = 1:

+id i 2
Lema 10 [ 70 g1(t)e*™ " dt = =
Demostracién Sabiendo que Q(t,1) = a(t — zg)(t — Zg) y Q(—t,1) = a(t + zg)(t + Zg),
podemos reescribir ambos términos usando la decomposicién en fracciones simples, quedando

g@’ 1t) r a(z9—7Q) ((t—2q) ' = (t—29) ") T y Q(—1, 1) = a(zq—Zq) ((t+7q) "' —(t+20) ")~

2miknz —2miknz
(e Q+te Q).

2miknt o e27riknt — 1 1 627Tikmt _
(D = (py(8) + pr (1) (go5+ o)

2miknt 1 1 N 1 1
a(zg—zZg)\t—2¢9 t—zg t+zo t+z0)
Lo anterior nos motiva a considerar la region Gy = {z € C | 3(z) > 4, |z| < N}, que para
N > [|zg|] es no vacia y, de hecho, contiene en su dominio interior a los puntos zg y —Zg:

() =5(-z) = Y25 YD 5 s

€
” v — Vn e N; lzql = | — Zg| < [l2ql] <

Nuestro objetivo es, tomando N > [|zg|] para que tenga sentido el razonamiento, integrar
g1(t)e? k1t sobre la curva Wy que delimita G y:

) 1 e27riknt e27riknt e2‘n’iknt e2‘n’iknt
/ g1 (t)e2miknt gt — (/ dt—/ _ dt+/ _ dt—/ dt),
W a(zq — 2Q) \ Jwy t — 2q wy t—2Q wy t+ 20 wy t+ 2

siendo las cuatro integrales que aparecen aqui muy féaciles de resolver aplicando el teorema
integral de Cauchy: la funcién (de t) e?™*"t es entera y Wy es, para N > [|2g]|], un contorno
con orientacién positiva contenido, junto con su dominio interior, en C, asi que

1 e27riknt eZm'kna siae GN’
— dt = 7
2mi Jy t—a 0 sia€ (Gy)".
En definitiva, teniendo en cuenta que 2g, —2¢ € GN ¥ Zg, —2¢ € (Gn)  si N > [|2g]], v
sabiendo que a(zg — Zg) = iV D, obtenemos que

/ 0 (t)eZﬂ'iknt dt = 2m
W

2miknzq —27miknzq
(e +e )
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cuando N > [|zg]]. Por tdltimo, si hacemos tender N — oo,

2miknt et 2miknt 2m
lim g(t)e™ " dt :/ gr(t)e2miknt gy — ——
N—=oo Jyyy —oco+is \/5(
para lo que hemos utilizado en la primera igualdad que la integral sobre el arco {z € C | |z| =
N, X(z) > ¢} tiende a 0 cuando N — oo por el lema de Jordan [25], que podemos aplicar porque
se cumplen sus 3 hipétesis:

627manQ + 6727rzkn2Q)’

1. g1 es una funcién holomorfa en Ay = {t € C: [t| > N, I(t) > 6} si N > [|zq]], asi que es
también continua en Ay.

2. g1(t) = 0 si t — oo porque gi1(t) = pi(t) + p1(—t), con pi(t), p1(—t) los inversos de dos
polinomios de grado 2.

3. Si llamamos a al nimero tal que e* ™ = ¢ vemos que a = 2wkn > 0 Vn, k € N. n

Ya podemos considerar la expresion a la que hemos llegado al aplicar @ a f(z) =

n~2g4(z/n) y hacer que s tienda a 11 en sus dos miembros, algo que mantiene la igualdad.

Empezamos por el lado izquierdo:

Jom, ( > Y (@) 2 [ ps> _

n€zZ\{0} meZ

lfm (c(s,Q) = D (Qm,0)) " —2¢(2s — 1)/Rps> -

st mezZ\{0}
, L 2¢(2)
lim (<<s,c2>—2¢<2s—1> ps)— Q(m.0)) " = lim (c<s,@>—2<<2s—1> ps)— ,
s—1+ /]R m,GZZ\{O} ( ) s—1+ /1% a

usando en el iltimo paso que

> @)= ¥ onely -0

meZ\{0} mEZ\{O}

\_/

Ahora tomamos el limite cuando s — 17 en el otro lado, teniendo en cuenta que podemos
aplicar el teorema de Fubini (F) para cambiar el orden de los sumatorios y el teorema de
convergencia uniforme (TCU) para meter el limite dentro de las sumas y la integral porque
estamos trabajando con s tendiendo a 17, asi que R(s) > 1y, por lo tanto, caemos en la regién
de convergencia absoluta de los dos términos de nuestra identidad y, en particular, del derecho:

oo 00 2 o0o+1i8 - P oo+15 2 - TCU
/. wikmn g TLRN
i (O [ e £ (LY 22 )

s—1t

n=1k=1 —oo+id k=1n=1 °°+“5
oo 0o +id [SSET)
, 2 e TCU ;
Z Z hm+ — ( ) 2mwiknt dt Z Z 11H1+ s t) 2miknt dt =
ka1 T —OO‘*‘“; k—in=1 't/ —ocotis 571
o0 00 +1id x 27riknz —2miknZz
2 [ . Q@ te Q
Z Z “ 7 (t)e27rzknt dt = Z Z ,
hmin=1 "t/ —ootis k 1n=1 n

donde la dltima igualdad es una aplicacién directa del lema

Aun queremos simplificar algo mas el resultado del ultimo limite, para lo que tenemos que
recordar que d(z) = 1/(1 — z) es analitica en |z| < 1, siendo su serie de Taylor en este dominio
d(z) = > o2 52" Con ello, deducimos que la primitiva de d, D(z) = —log(1 — z), también es
analitica en |z| < 1, verificdindose que Y 7 | 2"/n converge absolutamente a D(z) en |z| < 1.
Aplicando esto a z; = €2™*%Q y a 2z = e~ ?™**Q algo que podemos hacer porque |z;| = |22| =
e~™VD/a <1 a] ser —ﬂk\/ﬁ/a < 0 Vk € N, obtenemos que

o 00 9 co+1d ) o ) o
lim (Z Z o / s (t>e2mknt dt) Z log eQm,kZQ) + log(l _ e—2m,k2Q))_
- k

[SSE1)
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Finalmente, observamos que z; = z2, asi que notando la igualdad elemental log(1 — z) +
log(1 — 2) =log |1 — z|?, concluimos que

) oo o0 2
lim (z:lkznzsl/
n=1 k=1

s—1F —oco+id

i (t) 2miknt dt) 4m i 1 ’1 2mikzq ‘2
gs(t)e ™ =—— og|l—e .
VDA

Solo nos queda igualar los limites que hemos obtenido en ambos términos de la identidad de
partida:

i 2¢(2 i omikize |2
lfm (C(S,Q)—2C(2S—1)/Rps)= C”—@;logll—e kea? (7)

s—1+t a

Como vemos, hemos llegado a una expresién que se parece a v que, de hecho, nos da esa
férmula si le sumamos un limite més, con el que vamos a trabajar ahora:

47
L=1I 2s—1)( 2 s — —— |.
i cen=0(2 [~ 75)

En primer lugar, recordamos que, segin explicamos en el anexo [A] Res(¢;1) = limg_1 (k —
1)¢(k) = 1, asi que haciendo el cambio de variables k = 2s—1, nos queda Res(¢; 1) = limg_1(2s—
2)((2s—1) = 1. De esta forma, si multiplicamos en el numerador y en el denominador de nuestro
limite por 2s — 2, algo que no afecta al resultado, nos queda

2 ps_ﬂ 2 ps_ﬂ ps_ﬂ
L= lim (23—2)((28—1)M= lfm 2aP = V5 _ lim JeP = V5 _ TFAC)

eyt 25 — 2 so1+ 25— 2 a1t s—1 s—1+ g(s)’

pero vamos a comprobar que f(1) = ¢g(1) = 0 y, por lo tanto, nos encontramos ante una
indeterminacién del tipo 0/0:

1. Si consideramos, para N > |zg], la curva Sx que delimita la regién Jy = {z € C | I(z) >
0, |z] < N}, es facil ver que Sy es un contorno con orientacién positiva, contenido en

3(2) —‘i—? y tal que 2z pertenece a su dominio interior. Ademds, p; es holomorfa en
w={z€C|S(z) > —\i—?} \ {20}, de tal forma que, por el teorema de los residuos,
. .o (z —2q) . 1 27
= 2miRes(p1; z0) = 2mi lim — =27 = —
/N m (P13 2a) 2=z0 a(z — 2Q)(2 — ZQ) a(zq —%q) /D

para todo N > |zg|, utilizando en la segunda igualdad que zg es un polo simple de p;, ya
que lim, ., (2 — 2Q)p1(2) = ﬁ no es ni 0 ni infinito. Ahora, haciendo que N tienda a +o0,
concluimos que

2m
1, = = — = ]_ :O7
N oo J, /Rpl N EAS

usando en el cdlculo del limite que la integral de p; sobre la semicircunferencia Sy = {z €
C: |zl = N, S(2) > 0} se va a 0 cuando N — oo porque p; es una funcién racional con
grado 2 unidades mayor en el denominador que en el numerador.

2. g(1)=1-1=0.

Una forma de sortear la indeterminacion es aplicando la regla de L’Hopital, de manera que
L =1m, + J;T(g, donde ¢'(s) = 1y f/(s) la podemos hallar gracias al teorema de derivacién
de integrales paramétricas:

1. Tomamos v(s) = [pps(z)dz = [ (Q(z, 1)) °, y observamos que, como (Q(z,1))° =
e—s108(Q(1) " p (2) es continua Vs € R y para todo z tal que log (Q(z, 1)) sea continuo
en Q(z,1). Sin embargo, tenemos que Q(z,1) ¢ R<( para ningin z € R, y sabemos que el
logaritmo es continuo en C\ R<q, asi que deducimos que ps(z) € C(R x R)
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2. Ademss, %ps(z) existe y es igual a — log (Q(z, 1)) : (Q(z, 1))_5, as{ que es continua en R x R
por el mismo argumento que antes.

3. Lo anterior nos permite asegurar que 3v'(s) Vs € Ry que v/'(s) = [ %ps(z) dz para todo s
real.

Con el razonamiento que hemos llevado a cabo, f'(s) = v/(s), de donde se extrae que

L= lim F(s) lim v'(s) =v'(1) = /R (Q(z, 1))71 log (Q(z, 1))71 dz = /Rpl log p;.

so1t g'(s)  so1t

A la vista de lo que hemos obtenido, nos gustaria computar explicitamente la integral que
aparece como limite:

Lema 11 [, pilogp; = %log(\/a/D).

Demostracién Descomponemos p;(z) = (Q(z, 1))_1 en fracciones simples como ya hicimos en
la prueba del lema [I0] llegando a que

() 1 1 1 1 1 1
z) = — = _ )
P alzg —Zg) \z—2q9 2z—2Zg ivVD\z—z2g 2z—2Zg

Con ello, el paso clave en este caso es hacer el cambio de variables z = i (\/Dtan(%) - b),
convirtiéndose asi p1(z) en

1 t 1 2a 2a
p1<2a<\/ﬁtan(2> b>) N i@(@tan(g) —b+b—ivV/D Dtan (%) —b+b+i\/5> -

2a ! — 1 =— = — cos
1D tan(%)—i tan(%)—i—i ~iD tan? (2)—1-1 D

log <p1< (ftan( )—b))) — log (4Dacos (;)) — 2log <2\/gcos(;)>.

Ademsds, bajo esta transformacion, dz =

2a tan()+z—tan()+i 4qa a:
()=

W\/;(t/z)dt v los nuevos limites de integracién si

estdbamos trabajando en (—oo,00) pasan a ser, respectivamente, —7 y 7. De esta forma, jun-
tando todo lo que hemos recopilado, la integral fR p1log py es igual a

_T;\/»log(\/gcos(Q))dt - _ilog([)dt—i—f _:log(2cos(;))dt:
j%log(@) /1og(2cos ))dt flg(\/7> /10g(2¢05 ))dt

asf que habremos acabado si conseguimos comprobar que I = ["_log(2cos(t/2)) dt = 0.

Antes de ponernos manos a la obra, vamos a transformar el integrando para que nos resulte
maés facil trabajar con él:

1. Empezamos observando que R(log(1 + e%)) = log(2 cos(t/2)):

R(log(1 + €™)) =log |1 + €| = log |1 + cos(t) + isen(t)| = log (/1 + 2 cos(t) + cos?(t) + sen?(t)) =

log (/2 + 2 cos(t)) = log (\/4 cos?(t/2)) = log(2 cos(t/2)),

donde la quinta igualdad se deduce al usar que cos(t) = 2cos?(¢/2) — 1. Con ello, nos queda

1:/“ log <2c05(t)>dt i m(log(He“))dt:m(/

—T —1T —T

T

log(1 + e™) dt) .
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2. Lo siguiente que hay que hacer es acordarse de la identidad —log(1 — z) = Y77 | 2"/n, que
converge absolutamente en |z| < 1 tal y como ya comentamos anteriormente en este capitulo.

. n.n int .
En particular, tomando z = —re', con |r| < 1, tenemos que — > 7, (1)# log(1+7re')
Vt € [—m, 7], con convergencia absoluta porque | —re'| = |r| < 1 Vt € [-7, 7). Gracias a esta
relacion,
™ n rh mt
I=R lim log(1 Bdt) =-R 1 dt
([ s eetyor) = [y 32 CE),

pero podemos meter el limite dentro del sumatorio por el TCU, ya que hay convergencia
uniforme del sumatorio en |r| < 1 por el criterio M de Weierstrass:

T X n  int
1:_%( S lim Wdt)_
n

Ademas, por el mismo motivo que antes, podemos volver a aplicar el TCU para sacar el
sumatorio fuera de la integral:

ITCUm<Z/ lim Wdt) m(i(;)n/ﬂ emtdt),

—1-
T n—1 -7

con [T _eMtdt = eii;t z:r =0 Vn € N, de donde se desprende que I = 0, tal y como
queriamos.

]
Con lo que acabamos de probar, en realidad hemos terminado de evaluar el segundo limite que
necesitamos, junto con , para estar en condiciones de llegar a la férmula limite de Kronecker

facilmente:
4 4 a
lim ¢(2s —1)( 2 s——F— | =—=1o — . ]
Jm, o >( P @) @g( D) (8)
Solo nos hace falta un pequeno ingrediente mas para pasar a demostrar :
Lema 12 log |n(zq)|™2 = VD _ > log |1 — e2mik=q 2,

12a

Demostracién Sabemos que 7(zg) = e™@/12[[32,(1 — e?™*%Q) y tomando el médulo al
cuadrado,

2 _ |6m'zQ/12|2 ﬁ |1 _ eZTrisz|2 *“34;*ﬁ| H |1 2m‘sz| — o5 H |1 e2mikzq |2'
k=1

Con lo anterior, podemos pasar a calcular la expresién del enunciado:

-2 2 _ ‘- p2mikzq |2 ) _ _ - p2mikzq |2
log [1(2q)| 7% = —log In(z0)|* = —log <6 2 Hll 9| > o Zlog|1 @

[
Ya tenemos todo lo necesario para probar el resultado principal de este capitulo:

Demostracién del teorema 7] l: 7k todo se reduce a sumar los limites (7)) y . teniendo en cuenta

2A(2) _ a2,
a

en el primero de ellos que ((2) = 72/6, asi que R

Jin (¢ - 2051 [porces=n(2 o - j%)) - Lm (6. - Tcs—) -

ﬂ-Q am S 2mikzo |2 am a _ 7T 27rikz 2 a

j%(logM(zQ)mog (@)) - o ﬁg? = Tim, <f<< Q)C(Qsl)) ~ log |77(Z)D|2

donde [12]indica que hemos usado el ultimo lema en esa igualdad. n
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3.2. Conexién entre las funciones eta y theta

Vamos a terminar el capitulo relacionando las funciones 1 de Dedekind y 6 de Jacobi,
centrandonos sobre todo en un caso concreto, para el que nos serd util tener en cuenta una
identidad que involucra a los médulos de n((1 +)/2) y n(i):

Lema 13 ‘n( 144 /2)} = ‘77 |\[

Demostracién Consideramos Q;(z,y) = 22 + (y — jx)?, con j € {0,1}, y comprobamos que
C(s,Q1) = ((s,Qp) en todo su dominio de convergencia absoluta, es decir, en R(s) > 1:

((5,Q1) = > (Q1(m,n)) " = 3 (m? + (n — m)?2) " "k

(m,n)€Z2\{(0,0)} (m,n)€Z2\{(0,0)}
S @)= Y )= Y (Qmk) = (. Q0)
(m,k+m)€Z2\{(0,0)} (m,k)€Z2\{(0,0)} (m,k)€Z2\{(0,0)}

para R(s) > 1, observando en la cuarta igualdad que pedir que (m,k +m) € Z2?\ {(0,0)} es
equivalente a que (m, k) recorra Z2 \ {(0,0)}.

Por otro lado, si escribimos Qo(z,y) = 22 + 32 v Q1(z,y) = 2% + (y — x)? = 222 — 22y + 92,
vemos que Dy = 4agcg —b% =4-1-1-0%y Dy = 4ajc; — b3 =4-2-1—(—2)2 = 4, asf que adem4s
de la coincidencia entre ((s, Qo) v (s, @Q1), tenemos que Dy = D; y, como consecuencia,

D D
SEI{IJr <\{1? (S, QO) B C(2S B 1)> - SEI{IJr (\{1;

pero aplicando en ambos términos, llegamos a que

AL ao/ Do \/al/Dl V1A 24

TGP~ el ~ Tn(ze)P ~ Tnze.)

(5, Q1) — (25 - 1)),

|2 = |77(ZQ1)| = \475|77(on)\-

A modo de aclaracion, cabe destacar que la férmula es valida en este caso porque Qg vy @1
son formas cuadraticas reales tales que Do = D1 =4 > 0,a90=1> 0y a; =2 > 0. Solo nos
queda, por lo tanto, calcular zg, y zg,:

_ —bo+ivDo _ —0+ivV4 _
2Qo = P} - 2.1 =1 . 4 .
" b St e | = (/2] = 93
2Q 2a1 22 2

|
La relacion anunciada entre 1 y 6, en el caso general, es una aplicacion directa de la férmula
del triple producto de Jacobi:

Lema 14 6(0,e™7) = n*((7 +1)/2) /n(7 + 1) si (1) > 0.

Demostracién Comenzamos observando que la condicién I(7) > 0 nos garantiza que ™| < 1
e S((r+1)/2), S(r + 1) > 0, de manera que todas las funciones involucradas en la prueba son
holomorfas en un entorno de los puntos en los que estan siendo evaluadas y, por lo tanto, no hay
problemas de convergencia con los productos infinitos implicados.

Por otro lado, la aparicién de n(7 + 1) en el denominador del término derecho tampoco es
conflictiva, ya que por el teorema de Hurwitz, n(z) solo se anula en los puntos de $(z) > 0 en los
que se haga 0 alguno de sus infinitos factores, pero e™#/12 £ (0 Vz € C y €2™"* = 1 si y solo si
z = k/n para algin k € Z, algo imposible si (z) > 0. De esta forma, como J(7+1) = (1) > 0,
concluimos que n(r + 1) # 0.

Tras los dos comentarios que hemos hecho, basta comprobar la igualdad formal n(r +
1)6(0,e™™) = n*((r + 1)/2), para lo que desarrollaremos ambos lados, empezando por el iz-
quierdo, hasta llegar a la misma expresién:

77(7_ + 1)0(0,6””) e7ri(7'+1)/12 H (1 o eQm‘n(T+1) H 27r1k7' 1 +e7rz’7-(2k—1))2
n=1 k=1

emiT=q
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1/12 mi/12 H 2n 27Tzn) . ﬁ (1 o q2k) (1 + q2k—1)2 _
k=1
oo [ee] (oo}
q1/12€7ri/12 H (1 - q2n) . H (1 o q2k) (1 _|_q2k71)2 _ q1/126m/12 H (1 - q2k)2(1 _|_qzk71)27
n=1 k=1 k=1

donde en el primer paso nos indica que hemos utilizado la férmula del triple producto, valida
por ser (1) > 0, para evaluar 9(0, e’r”). Vamos ahora con el otro miembro:

oo

(oo}
772((7_ + 1)/2) ( mi(r4+1)/(2- 12 2 H 627Tia(7'+1)/2)2 _ emi(r+1)/12 H (1 - 67r7la('r+1))2 _

i —
a=1 a=1 € q

1/12 mi/12 . a 7TZ(l _ . 1/12 mwi/12 - _ (_1\a,a\2 _
C =g/ (1= (=1)%")" =

H 1
q1/1267rz/12 H (1 o (71)bqb)2 . H (1 i (71)0(]5)2

beN, b par ceN, ¢ impar

q1/12e7r7,'/12 H (1 H 1+q2k 1 _ q1/12 7i/12 H k)2(1 +q2k71)2.
k=1 k=1

n=1

b=2n, c=2k—1

]

Ahora, evaluamos la férmula limite de Kronecker con Q(z,y) = 2 + y? y aplicamos luego el

resultado que acabamos de ver, llegamos a una sorprendente relacién que involucra a la funcién
r(n) del capitulo anterior:

Proposicién 6 lim, ,;+ (&= > 00, ry(;) —¢(2s—1)) = —log (Xp2yr(n)e™™).

Demostracién Como Q(z,y) = z? + 3? es una forma cuadrética real con ¢ = 1 > 0y
D=4ac—b>=4-1-1-0°=4>0, podemos hacer uso de , quedandonos

i @ S - s — = lo, ﬂ im i s — s — =1lo i
lim ( C(5,Q) — (2 1))—1g|nv<zQ>|2:‘sL1+<zw<< Q) -2 1))_1g77(i)|2

si tenemos en cuenta que zg = _b‘H‘F *0; i\[ = 4. Nuestro objetivo es, por lo tanto,
transformar ambos términos de la 1gualdad hasta llegar a lo que necesitamos, empezando por el
lado izquierdo:

_ L 1 o*4P=n
Q)= Q@) - > o

(a;)€Z2\{(0,0)} (a,b)€Z*\{(0,0)}
o] 2 2 2 e
#{(a,b) € Z>\ {(0,0)} : n=a? +b?} 1
; " ij Jim (o-C(5,Q) = ¢(25 = 1)

) 1 o~ r(n)
con el cuarto paso justificado porque, para todo n € N, #{(a,b) € Z?\ {(0,0)} : n =a?+b*} =
#{(a,b) € Z* : n=0a® +b*} =r(n).

Para trabajar con el lado derecho, vamos a empezar escribiendo |1(i)|?> en términos de la
funcién 6:

(P2 D21 (04 0/2)] g [P0, Inti + D)
V2 V2 V2 ’
donde [13] [I4] hacen referencia a que hemos aplicado, respectivamente, los dos lemas de esta

seccién, funcionando el segundo de ellos porque tomamos 7 = i, e (i) > 0, tal y como nece-
sfcabamos Nos va a ayudar a seguir con nuestro cometido saber que

77(2 + 1) _ 67r'£(i+1)/12 lo_O[ (1 . e27rin(i+1)) _ efﬂ/12€7ri/12 ﬁ (1 o 6727rne27rin) _

n=1 n=1
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71'1/12 i 1/121_[ 27mnz _ 7rz/12 7ri/12|

= [n@i+ 1) = [e™/*||n(i)| = |n(i).

de manera que

160,e7)*  [62(0,e7 )]

6(0,e™™ { )|
1600, e=)[n(@)] — 5 n(i)]” = 5 - 2 ’

NCE

siendo posible en la primera implicacién dividir por |n(i)| gracias a que (i) > 0, lo que nos
asegura, como discutimos en la prueba del lema que 1(i) # 0. Con esto,

= |n(i)| =

1/2

e o
Wf B0 log |62(0, )

log

)

1
T 0

o

Z r(n)e” ™"

n=0

empleando esta identidad con 7 = 1,
g = —log ( Z _”">
|n(3) )

pero en la proposicién [3| demostramos que 6%(0,e™7) = >"°° r(n)e™"" si S(r) > 0, asf que
1/2
/, |2 = _1Og
suprimiendo el médulo al final porque r(n)e™™ > 0 Vn € NU {0}, de forma que la serie
resultante es real y no negativa. n

En el préximo capitulo evaluaremos explicitamente el limite anterior en términos de la funcién
I', con lo que podremos calcular la suma de la serie dentro del logaritmo.

4. Una formula de Ramanujan

La tultima parte del trabajo estd dedicada a probar la identidad de Ramanujan [2, p.162]
que motiva todo lo que hemos hecho hasta ahora, y que aunque no tiene ninguna aplicacién
sobresaliente, es muy bonita en el sentido en el que se suele utilizar este adjetivo en matematicas:
es simétrica e inesperada:

Teorema 5 Para |R(2)|,|3(z)| < 1,
Z cos(mnz)\ n Z cosh(mnz) -2 _ 4nT?%(3/4) (9)
e cosh(mn) = cosh(mn) CT2(1/4)

donde T' es la funcion Gamma que introducimos en el anezo [4]

Un apunte llamativo es que Ramanujan escribié 27~ 1T4(3/4) en el segundo miembro, pero
vamos a ver que esta constante es realmente la misma que aparece en el término derecho de @D
Para ello, tenemos que apelar a la proposicion y tomar en ella w =1/4 € C\ Z:

r(1- 3/ = T % = T2(3/4)0%(1/4) = 2 =
2r2T2(3/4)  2T%(3/4)  4xT2(3/4)
T2/4 & T2(1/4)

(3/4)T2(1/4) = 27°T%(3/4) = T'*(3/4) =

donde la divisién por I'2(1/4) en la tercera implicacién no nos da problemas porque, tal y como
se puede ver en [A] 1/T'(z) es una funcién entera, de donde se sigue que I'(z) # 0 Vz € C.
Otra curiosidad, en la linea de lo anterior, es que Ramanujan no indic6 el dominio de validez

de @, que coincide con la interseccion de las regiones de convergencia de las dos series del lado
izquierdo, |¥(z)| < 1y |R(2)| < 1 respectivamente.
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4.1. Tras los pasos de Ramanujan

La demostracién de @ que vamos a dar sigue la estructura de la que se presenta en [7], y no
es mas que una combinacién de todos los resultados que hemos visto en los capitulos anteriores.
Aunque no ha llegado hasta nuestros dias la original de Ramanujan, el lector interesado puede
consultar en [2] una prueba alternativa basada en funciones elipticas e hipergeométricas.

Empezamos con un resultado general de variable compleja que es una aplicacién del teorema
de Liouville [I7]:

Lema 15 Sea f una funcién meromorfa en todo C, impar, que verifica que f%(z) = f?(z +
1) = f2(z + 1) y tal que tiene un tinico polo en |z| < 1, ubicado en z = 0 y simple, entonces

f2(2) + f2(iz) es constante.

Demostracién Sabemos que f es meromorfa en C y tiene un polo simple en z = 0, asi que
existe un € > 0 tal que f admite un desarrollo de Laurent de la forma

fl2) =+ e en 2 € Be(0)\ {0},
pero como iz € B(0) \ {0} siy solo si z € B(0) \ {0}, también tenemos que

—l—chzz 7—|—Zdnz Vz € B.(0) \ {0}.

n=0

Ahora, elevando ambas expresiones al cuadrado, obtenemos que

by  bo1 |
) = f+—+Zan v F2i) = 5+ S+ ) bes" V2 € B(0)\ {0},
n=0
cona o=c?;yb o=d?>; = (c1/i)*> = —c%,. De esta manera, las potencias de 272 de las dos

series se cancelan al sumarlas:

9() = )+ 262 = 10 3 bt vz € B0\ (0},

n=0

donde h,, = a, + b, para todo n € NU {—1,0}. No obstante, como f es impar, g(—z) =
f2(=2) + f2(=i2) = (= f(2))* + (= f(i2))* = f*(2) + f*(i2) = g(2), por lo que g es par y, en

consecuencia, su serie de Laurent en 0 solo puede tener coeficientes no nulos multiplicando a las
potencias de z pares:

2) = haz® ¥z € B(0)\{0}.
k=0

En realidad, al ver que la parte principal de la serie de Laurent de g en 0 es idénticamente
nula, hemos demostrado que z = 0 es una singularidad evitable de g, de donde se deduce que
¢ admite una extensién analitica § en B(0). Ademds, como g es holomorfa alld donde lo sea
f, usando que la tunica singularidad de f en |z| < 1 es z = 0, concluimos que g no tiene més
singularidades en |z| < 1, por lo que g estd definida y es analitica en B (0). Como consecuencia,
tomando un § > 0 tan pequenio como queramos, § estd acotada en By_;5(0).

Solo nos queda ver que g tiene periodos 1 e i para estar en condiciones de rematar la prueba:

gz +1) = (= + 1) + f2(i(z + 1)) = (2 + 1) + f2(iz + 1) = f2(2) + f2(iz) = g(2);

g(z+10) = f2(z +0) + f2i(z + 1) = f2(z +1) + f2(iz = 1) = f2(2) + f2(i2) = g(2),

de donde deducimos, teniendo en cuenta que g € H(B1(0)), que g es en realidad holomorfa en
U(m nyezz Bi (m+ni) = C, asi que es entera. Por otro lado, usando el mismo argumento, § esté



31

acotada en A5 = U(mm)ezg By_s(m + ni) V§ > 0, pero tomando ¢ suficientemente cercano a 0,
As =C.

En definitiva, § es una funcion entera acotada y, por el teorema de Louiville, no le queda
otra que ser constante. Llamando {2 al conjunto de los puntos que no son singularidades de g,
esto ultimo implica que g = g|g es también constante. =

A la vista de este resultado, vamos a elegir una funcién f a la que aplicarselo, para luego

relacionarla con las series de @ e identificar la constante. En particular, nos interesa trabajar
con f(z) = P(i+ 2z), donde

P2) = H cosh(mn) + cos(mz)

osh(mn) — cos(7z)

::18

coth ( (n— zz)) coth ( (n+ zz))

Il

_
(@]

Il

-

=
3
oS

X

n

Se puede comprobar, aplicando teoremas generales de variable compleja, que P converge a una
funcién meromorfa en todo el plano, aunque nosotros no lo haremos. Si que vamos a verificar,
sin embargo, que f cumple las otras tres propiedades que nos exige el lema

1. Para probar que f es impar, simplificamos la expresiéon —P(i 4+ 2z)/P(3i + 2z) trabajando
con la segunda definicién de P, con la que se producen cancelaciones de términos 2 a 2:

CPli+2) Hn 1coth( (n+1—2iz)) coth (3 (n — 1+ 2iz)) -
P(3i+2z) Hg’(:l coth (3 (n + 3 — 2iz)) coth (3 (n — 3 + 2iz)) -

H;f,f:g coth (3 (m — 2iz)) H%}Tno coth (3 (m + 2iz))
" TIezs coth (Z(m — 2i2)) [Im=—2coth (Z(m + 2iz))  coth (5(—=2+2iz)) coth(m(l—iz))

2|m 2|m

=y Pi+2w—d) _ Poi+2w)  Pi—2w)  fow) L
L TPBitew_i) Plt2w)  Plitow)  fw) f=w) = f(w),

utilizando en el procedimiento que coth(z) es impar y que, como se puede observar en la
primera representacién de P, P(—z) = P(z) porque el coseno es par.

coth (Z(2 — 2iz)) coth(m(1 —iz))

2. Ahora hay que justificar que f? tiene periodos 1 e %, para lo que nos va a ser de ayuda usar,
respectivamente, que el coseno es una funcién 27w-periédica y que, como consecuencia del
apartado anterior, P?(3i + 2z) = P?(i + 22):

cosh(mn) + cos(m(i + 2z + 2)) ) ? _

Pla+1) =P i+2(: 1) = P2(i+2:+2) = H (cosh(wn) —cos(m(i + 2z + 2))

n—=
2tn

= (cosh(mn) + cos(r(i + 22))\° P20 490 — £2()
H (COSh(ﬂ'n) —Cos(ﬂ(i+22))> =Pi+22) = f7(2);

2tn
e +i) = P2(i+2(2+ 1) = P2(3i + 22) = P2(i + 22) = f*(2).

3. Por ultimo, vamos a calcular todos los polos de f, teniendo en cuenta que, por el teorema de
Hurwitz, zg es un polo de P siy solo si lo es de alguno de sus factores:

lim f(z) =00 < lim P(i+ 2z) = 0o & cosh(mn) — cos(m(i + 22g)) =

z—20 220
cosh(mn) — cos(mi(1 — 2izp)) = cosh(mn) — cosh(n(1 — 2iz)) = 0 para algin n € N impar <
mn = (1l — 2izg) + 27ki o 7n = —m(1 — 2izg) + 27ki para alginn € Nimpar y k € Z &

n+1

~1
i+k o zo=— 5

i — k para algiin n € Nimpar y k € Z < 29 = k +il, (k,1) € Z?,

20 =
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donde cabe observar que nos hemos apoyado en que cos(iz) = cosh(z) y, dado que el coseno
hiperbélico es una funcién par 2mi-periddica, en que cosh(a) = cosh(b) si y solo si a =
+b + 27ik, con k € Z.

Segun lo que hemos obtenido, el tinico polo de f en |z] < 1 se encuentra en z = 0, asi que solo
nos queda ver que este polo sea simple. No obstante, es facil comprobar que z = 0 inicamente

es polo del término con n = 1 de P(i + 2z), de manera que el orden de z = 0 como polo de
cosh(m)+cos(m(i+22)) .
cosh(m)—cos(m(i+22))

f es el mismo que como polo de t(z) =

lim 2£(2) = lim z(cosh(m) + COS(W(.Z +22))) vu Ifm cosh(m) + cos(n (i + 22)) — 2mzsen(m(i+2z))
#=0 2=0  cosh(m) — cos(m(i + 2z)) 20 27 sen(7(i + 22))

cosh(m) + cos(mi)  cosh(m)

27 sen (i) msen(mi)’

que es finito por ser wsen(7wi) # 0 y distinto de 0 porque 2 cosh(7) # 0. De esta forma, z = 0
es, tal y como queriamos y gracias a la regla de L’Hopital (L’H), un polo simple de f.

Tras haber verificado las hip6tesis del lema para la funcién f, concluimos que f2(z)+f2(iz)
es constante, lo que equivale a que P2?(i + 22) + P2?(i + 2iz) = K € C. El siguiente paso es
transformar esta identidad en una que se parezca maés a , para lo que nos va a ser 1til
recordar que, como f es impar, f? es par:

f2(iz) = f2(—iz) = P%(i + 2iz) = P?(i — 2iz) = P?(i +22) + P%(i — 2iz) = K w2
z=(w+1—1

P (w+ 1)+ P*(—iw—1) = K = P*(w+1) + P*(iw + 1) = K,

donde la ultima implicacién es consecuencia directa de que P es par, tal y como hemos menciona-
do ya en lo que llevamos. Si usamos que cos(z+7) = — cos(z) para probar que P(z+1) = P71(2)
y aplicamos esta relacion, obtenemos por fin lo que estabamos buscando:

cosh(mn) — cos(mz)

3

cosh(mn) + cos(m(z + 1)) 1 cosh(mn) 4+ cos(mz +7) 14
P 1 == = = =
(z+1) -2 cosh(mn) — cos(m(z + 1)) };-[1 cosh(mn) — cos(mz + ) };[1 cosh(mn) + cos(mz)
2tn 2tn 2tn

P Y(2) = P*(w+1) + P*(iw + 1) = P ?(w) + P™2(iw) = K.

Ahora vamos a ver que P(z) es en realidad igual, salvo una constante multiplicativa C, a la
primera de las series en @, a la que llamaremos S1(z). Una vez hayamos demostrado esto, serd
una consecuencia trivial que P(iz) = C-S1(iz) = C- S2(z), con Sa(2) la segunda serie en (9)), ast
que podremos deducir de P~2(z) + P~2(iz) = K que Sy 2(2) + S5 2(z) = K - C?, donde K - C? es
una constante que determinaremos. En particular, el primer miembro tiene perfecto sentido en
|¥(2)], [R(2)| < 1 porque es la interseccién de los respectivos dominios en los que S1(z), S2(2)
no se van a infinito.

La proporcionalidad entre P(z) y S1(z) es muy sorprendente, pero la prueba no es tan dificil,
ya que por continuacion analitica basta verificarla para z € R aplicando argumentos de andlisis
de Fourier:

Proposicién 7 Existe una constante C € R tal que P(z) = C-S1(z) para todo z con |3(z)| < 1.

Demostracién Empezamos comprobando que P(2x) = C'-S1(2x) Vx € R, para lo que haremos
alusién a un resultado de variable real que nos dice que dos funciones 1-periédicas en L'(T)
coinciden si y solo si tienen los mismos coeficientes de Fourier. A la vista de esto, tenemos que
verificar primero las dos hipdtesis que necesitamos:
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1. La 1-periodicidad de P(2z) y C-S1(2x) se sigue facilmente si tenemos en cuenta que el coseno
es 2m-periodico:

1 cosh(mn) + cos(2m(z 4+ 1)) 1 cosh(mn) + cos(2mz) )
PRz+1) = H cosh(mn) — cos(2m(x + 1)) H cosh(mn) — cos(2wx) P(2e);

n=1 n=1
2tn 2tn
cos(2mn(x cos(2mnx + 27m) cos(2mnx)
. 1)) il e S — T 08 (22).
¢ 520+ CZ cosh(m CZ cosh(7mn) CZZ cosh(mn) ¢ 5(22)

2. Ya hemos mencionado que 1/51(z) no presenta problemas de regularidad en |3(z)| < 1, asi
que Si(z) es holomorfa en ese dominio y, por lo tanto, C' - S1(22) lo es en |¥(2)| < 1/2, que
contiene a R. De esta forma, C' - S1(2z), vista como funcién de variable real, es C*° y, en
consecuencia, continua. Siguiendo el mismo razonamiento, P(2z) es también C'*°, y continua
en particular, ya que P(2z) es meromorfa y sus polos, todos de la forma z = k + (I + 1/2)i,
con k, | € Z, estan fuera del eje real.

Gracias al andlisis anterior, el teorema de Weierstrass nos asegura que tanto P(2x) como
C - Si(x), que son continuas, estan acotadas en el compacto T. Dicho con otras palabras,
P(2x), C-S1(x) € L°(T), pero esto implica que P(2x), C'-S;(x) € L'(T) al ser T un espacio
de medida finita.

Para hallar el desarrollo de Fourier de P(2z) y C - S1(2x), observamos que las dos son pares
porque el coseno, del que dependen en su totalidad ambas, lo es. De este modo, admiten series
de Fourier en las que solo aparecen cosenos, ya que los coeficientes que van multiplicando a los
senos son todos nulos:

P(2x) Z ap cos(2mnz), con a, = / P(2x)e —2mINT (]
nez

(2
C-Si(2x) CZC% ™na) Zb cos(2mnx) = b, = ¢

cosh(mn) cosh(wn) '

Si aplicamos el teorema que hemos enunciado al inicio de la prueba, concluimos que demostrar
que P(2z) = C - 51(2x) es equivalente a ver que a, = b, Vn € Z, es decir, que a,, cosh(mn) = C
para todo n entero. Con este objetivo en mente, definimos P el paralelogramo de vértices 0, 1,
2 +1, 1 +1, en el que llamamos v, al lado que acaba en el vértice v con orientacién positiva, e
integramos W, (z) = P(22)e~2™"* sobre la curva formada por 9P:

W, = Wn—|—/ W, + W, + W,.
oP Y1 V2ti Vi+i

Yo
En primer lugar, vamos a ver que las integrales sobre v24; v 7o se cancelan la una con la
otra:
z=s+1+s1 !
W (z)dz =L / Wy (s+1+si)(1+1)ds,
0

Y2+i

pero Wy, (z +1) = P(2(z +1))e~ 2=+ = P(2z)e~ "% = W, (z) debido a la 1-periodicidad de
P(22) y a que e 2™" = 1 Vn € Z, asi que
/ Wo(2) dzf/ Wi (s + si)(1 +1) ds / Wi(s+ si)(1414)ds 272 7/ Wo(2) dz.
T2+i Yo

Por otro lado, vamos a establecer una relacion entre las integrales sobre vi4+; v 71:

W, (2)dz = S—H—H/ Wa(s+1+4+14)ds /W (s+1+1i)d /Wnerz

Yi+i
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donde hemos usado que W, es 1l-periddica, tal y como acabamos de comentar, en la ultima
igualdad. Ahora bien, de la identidad P(3i + 2z) = —P(i + 2z), demostrada mds arriba en esta
seccion, se deduce otra simetria para W,, que nos permite llegar a lo que queremos:

z=w—1i/2

P(3i+22) = —P(i+22) " =" P2(w+1i)) = —P2w) = Wy(z 4+ i) = P(2(z +1))e "=+ —

1
—P(2z)e2minze2mn — _ 2Ty (1) = Wa(z)dz = — / —e2™ W, (5) ds °=" 2™ / W (2)dz.
0 1

Yi+i

Juntando las dos propiedades recién discutidas,

1
_ 6271’71 Py Zzgt e27rn ) dr =
SPWn(z)dz—(l—k )/%Wn( )d (1+ )/0 W, (z)d

1
(14€*™) / P(2z)e *™" dy = (1+€*™)a,, Vn € Z.
0

No obstante, aprovechando que P es una curva simple, cerrada, C! a trozos y con orientacién
positiva, vamos a ver una expresion alternativa para la integral aplicando el teorema de los
residuos. Para ello, empezamos comentando que W, es una funcién meromorfa en todo el plano
con polos alld donde los tiene P(2z), es decir, en los puntos de la forma z = k + (I + 1/2)i,
con k, | € Z, asi que existe un dominio 2 que contiene a 0P y a su interior, Dgp, tal que
Wiy, € H(2\ 20), con 29 = 14 i/2 € Dgp. De esta forma, fap W, = 2miRes(W,, 20), pero zp es
un polo simple de W,, porque todos los polos del producto P(2z) anulan el denominador de uno
solo de sus factores, luego

W, = 2mie” 2™ lim (2 — 29) P(22) = 2mie™ Res(P(22), 20) Vn € Z.

P Z—r20
En definitiva, igualando los dos valores que hemos obtenido al evaluar la misma integral,

1 2mn ™ —mn
(14 €*™)a, = 2mie™ Res(P(22), 20) = ( +2687T" )tn = (c +; ) = cosh(mn)a,, =

miRes(P(2z),z0) Vn € Z,

de manera que, tomando C' = wiRes(P(2z), 20) € R, que no depende de n, acabamos de probar
que P(2x) = C - S1(2z) Va € R. Cabe destacar que sabemos que miRes(P(2z),zp) € R porque
es igual a cosh(m - 0)ag = ap por ejemplo, y ag es real por ser un coeficiente de Fourier de una
funcién de variable real con valores en R.

Bajo el cambio de variable 2z = y, lo anterior es lo mismo que decir que P(y) = C - Si(y)
Yy € R. De esta forma, Py C - S, ambas holomorfas en |3(z)| < 1 como ya hemos visto,
coinciden en todo R, que es un conjunto dentro de |J(z)| < 1 que contiene algunos de sus
puntos de acumulacién, asi que por el principio de ceros aislados, P(z) = C - S1(z) para todo z
con |¥(z)| < 1. [

Gracias a este resultado, y siguiendo el razonamiento previo que nos motivé a demostrarlo,
ya sabemos que el primer miembro de (9) es una constante en |[$(z)|, [R(2)| < 1. Si llamamos
M a esa constante, como z = 0 pertenece al dominio |3(2)|, |R(z)| < 1, vemos que

nez nez

lo que nos lleva a querer evaluar explicitamente »

1
n€Z cosh(mn)

—TNn

1 =~ 1 - 2 B e Y
%cosh(wn)_1+2;cosh(7m)_1+2;e”"+6_”"_1+4;1+6_2”"_0 (0,¢77),

donde la primera igualdad se obtiene como consecuencia de que el coseno hiperbdlico sea una
funcién par y la ultima, al aplicar el teoremacon q = e~ ™, que cumple que |q| = }e‘”‘ =e T <
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1. Ahora bien, en la prueba de la proposicién [3| vimos que 62(0,q) = >0 r(n)q" si |q| < 1, asf

).

que tomando de nuevo ¢ = e™ ",
271 —6’2 - i "=exp | lim C(2s—1)—ii
cosh(mn) s—1+ 2m
nez = n=1
Hay pruebas clésicas del valor de 6(0, e*“) que no pasan por el limite de la expresion a la
que hemos llegado, pero son dificiles [2, p.103], [3, Th. 1.7,2.3], [23| §22.8]. De hecho, aunque
parezca que estamos yendo por un camino que complica las cosas, vamos a ser capaces de calcular
explicitamente la constante que necesitamos. Para ello, consideramos una funcién auxiliar muy
similar a la funcién ¢ de Riemann:

siendo la identidad final una aplicacién directa de la proposicion [6}

1 1 1 1 1 —1)"
L(s):—+—++"'zz(2(71+)1)s para  R(s) > 1
n=0

En primer lugar, vamos a enunciar un par de resultados auxiliares que involucran a L(s):

Lema 16 La serie de Dirichlet de la funcion r(n) es 4C(s)L(s), con convergencia en R(s) > 1.

Demostracién Por el corolario ,

> _4§ ;)(2(7:):)8 si. R(s) > 1,

pero la serie del término derecho coincide en el semiplano R(s) > 1 con la definicién de L(s), asi
que hemos acabado. n

Lema 17 2T'(s)L(s) = [, t* 'sech(t) dt para todo s tal que R(s) > 1

Demostracién Empezamos probando, gracias a un sencillo cambio de variables, una expresién
alternativa para I'(s)n™*%, con n € N:

% t=a o g5l L[> r
/ Lot gp ! i/"/ T et ldr = */ # e do = S0 para R(s) >0,
0 0o n° n® Jo n®

donde el ultimo paso se deduce al aplicar la representacién integral de I' (teorema |§[)

Ahora, teniendo en cuenta que L(s) estd definida en $(s) > 1, un dominio en el que la
férmula anterior es valida, obtenemos que

20 (s)L(s) =2F(S)Z(2(n_i):)s =y 2(-1)" 2n+1 Z/ et gt si R(s) >
n=0

n=0

A la vista de esto, nos interesa meter el sumatorio dentro de la integral, algo que nos va a
permitir hacer el teorema de convergencia uniforme (TCU):

oo

22(_1)7zts—1€—(2n+1)t ops—1 —tz n e—2nt — gps—1 —tz —2t

n=0

pero la serie de potencias ) ° ;2" converge absolutamente y unlformemente sobre compactos a

1/(1—z) en el disco |z| < 1. De esta forma, como ‘—e 2t| = ‘e_Qt} =e 2 <=1Vt e (0,+00),
> 2t57167t ) 9
2(—1)" s—1,—(2n+1)t _ 2 & gs-1_ 2 us—1_ 2 gs—lg h
7;) e 1+e 2 t et(1+e2t) ! et + et £ sech(t),

con convergencia uniforme en ¢ € [e,+00), ya que existe un compacto K, contenido en |z| < 1
tal que —e~2' € K. Vt € [¢,+00). Bajo este contexto, sabiendo que podemos tomar € > 0 tan
pequeno como queramos,

oT TCU/ Z

tsfle*(znﬂ)tdt:/ t5"Isech(t)dt si R(s) > 1.
n=0 0
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Lo siguiente que necesitamos es calcular un limite auxiliar con el que simplificaremos mucho
nuestro problema:

Proposicion 8 ((s) — 2I'(s)((2s — 1) tiende a 0 cuando s — 1.

, y de la misma manera, haciendo el

Demostraciéon Por el lema ¢(z) —
cambio de variables z = 2s — 1, tenemos que ((2s — 1) — 2(8 = cuando s — 1. En notacién
asintodtica, lo anterior equivale a que

C(S)N%LS% y C(2s—1)~v+

1 2(s— 1)

con s tendiendo a 1. De esta forma,
lim (¢(s) — 2T'(s)¢(2s — 1)) = I +L—2F() —&-; =
oot OV b1 i (L T\ Tos-1n))~

lim ( T R r(s)) g =D 1= 29(s = DT(s) ~T(s)

)

s—1+ 1 s—1 s—1+ s—1
pero como I'(1) = [Fe 'dt = _t‘igo = 1 por la representacién integral de T', el tltimo

limite es una 1ndetermlna(31on del tipo 0/0, asi que podemos aplicar la regla de L’Hopital:

lfm (¢(s) — 20(s)¢(2s — 1)) 2" 1m (y — 29T(s) — 2y(s — DIV (s) = T'(s)) = v — 24T(1) = T(1) =

s—1t s—1t

y=2y-T'(1) = =y = T'(1).

A la vista del enunciado, nos queda comprobar que I''(1) = —~, algo que haremos tomando
la derivada logaritmica de 1/T'(z) en su definicién como producto infinito:

—log(I'(2)) = log (F(lz)> = log(z) + vz + i (log (1 + Z) - Z) - _1;((5)) -

n=1
1 > 1/n 1 (1) , > 1/n 1
m@(m/ﬂ—n):—m——r<1>—1+w+2 iR w)
1
1+7+Z ”“1+7+ZE—Z —l4y—l=y=T'(1) = —,
n= 1 i=1 j=2 i=1

donde la derivacién del sumatorio término a término es valida porque, al ser I'(z) holomorfa y

distinta de 0 en un dominio alrededor de z = 1, existe un entorno de z = 1 en el que — log(I'(2))

es también holomorfa. -
Podemos empezar ya a manipular el limite que nos interesa en esta seccion:

i (25~ 1) - ;ﬂi ") < i (cos- 1 - 212 =

s—1t

fm (g(zs—l)—4r(s)<(25—1)L(s)> = lim (1—4F(3)L(s)>§(25—1) i TAGEG) oy,

s—1+ s—1+t s—1t ™

donde la primera igualdad se obtiene aplicando directamente el lema [16] y la segunda, teniendo
en cuenta que la proposicién I implica que ((s) ~ 2I'(s)((2s — 1) cuando s — 1%. Ahora,
multiplicando tanto en el numerador como en el denominador por 2(s — 1),

lim, (g 25 — 1) Z

s—1

o m—AT(s)L(s) _ . m—4T(s)L(s)
) = Jim, 2(s — 1)((2s — 1)~ oy = M~ e
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usando en el dltimo paso que, como (s —1)((s) tiende a 1 si s — 1 tal y como podemos ver en el
anexo [A] bajo el cambio de variables s = 2t — 1, 2(t — 1)((2t — 1) se va a 1 también al acercarse
tal.

El limite al que hemos llegado nos da una indeterminacién del tipo 0/0, ya que I'(1) = 1 y,
recuperando un célculo que ya hicimos en la demostracion del corolariod, L(1) = > °° CUT

n=0 2n+1
/4, asi que m —4T'(1)L(1) = 0. Con ello, es posible aplicar la regla de L’Hopital:

lim (C(ZS— 1) — %Z TS?) LH im _w - _Ei

s—1t s—1+ 2T T ds

] ts_l
s=1+ </0 2 cosh(t) dt)7

tomando al final la expresién integral para I'(s)L(s) dada por el lema (17} Vamos a comprobar,
para rematar nuestro razonamiento, que se cumplen las hipdtesis del teorema de derivacién de
integrales paramétricas y, por lo tanto, podemos conmutar la integral y la derivada en s = 17:

2d

T ds

1. Si definimos f(t,s) = ﬁ f es claramente continua en [0,400) X (1,+00), siendo el
segundo intervalo, que es en el que se mueve el parametro s, un abierto tal y como necesitamos.
2. La derivada parcial de f con respecto a s en [0, +00) X (1,4+00) existe y tiene la forma
t° 1 log(t) . .
gf(t7 S) — 2 cosh(t) st > O’
ds 0 sit=0,

asi que es continua de manera trivial en (0, 400) x (1, +00). No obstante, como
t*"Llog(t) 1

_ 1 log(t) vu 1 t=1 1 -
= lim +*'1 lim = lim = lim ¢*7' =0
t—0+ 2 cosh(t) 2 150+ og(t) = 2o s 2ts0t (1—s)t=  2(1—s) arces

||m

para todo s € (1,400) por la regla de L’Hopital, en realidad 0f/ds es continua en [0, +00) X
(1, +50).

Gracias a lo que acabamos de dlscutlr si llamamos (s fo f(t,s)dt, sabemos que I(s)
es diferencible en s € (1,400) e I'(s) = [ gsf (t,s)dt Vs 6 (1 —|—oo). En particular, tomando
s=1%,

, 1 —r(n)\ 2 (/0 st 2 [ (5 og(t) B
sl—l>r{1+ (C(QS —- 2m nz::l ns ) B _w/o (5‘3 S_1+2(:osh(t)> dt = _7'(/0 ( 2cosh(t) |,_q+ dt =

o0 oo
2 ey L ),
7w Jo 2cosh(t) m Jo cosh(t)

Lo unico que nos falta para poder demostrar @ es evaluar la integral a la que hemos llegado:

Proposicién 9 Sea I = 7! OOO (}gsg}l(ft)) dt, entonces I = log (%).

Demostracién Consideramos la funcién f(z) = isec(27rz)log (I'(1/2 + 2)), que es meromorfa
en todo el plano complejo con polos en los puntos z tales que 1/2+2z € Z7U{0} 0 27z = 7/2+kn
para algin k € Z. Mas concretamente, si tomamos el rectangulo o, n cuyos vértices son o+ N,
—a+ Ni, —a— Niy a— Ni, con o € (1/4,1/2) y N > 0, tenemos que o, y es un contorno
orientado positivamente contenido en B = {z € C : |R(z)| < 1/2}, un abierto simplemente
conexo en el que f es meromorfa con dos polos, z = £+1/4, contenidos ambos en el dominio
interior de o, n. De esta forma, podemos aplicar el teorema de los residuos:

/ f(2) dz = 2mi(Res(f;1/4) + Res(f; —1/4)) Yo € (1/4,1/2), VN > 0.



38

Vamos a calcular ahora los dos residuos que necesitamos, usando para ello que z = £1/4 son
polos simples de f por tener multiplicidad 1 como ceros de cos(27z):

Res(f:1/4) = lim i(z—1/4)1og (D(1/2+ 2)) 1 LH

z—=1/4 cos(2mz)
lim <_ ilog (I(1/242))  i(z—1/9I"(1/2 + 2) ) _ ilog (T'(3/4))
z—1/4 27 sen(27z) 271 sen(272)1(1/2 + 2) o )

mientras que un procedimiento similar, volviendo a emplear la regla de L’Hopital para deshacer
una indeterminacién del tipo 0/0, nos permite concluir que Res(f;—1/4) = w. Cabe
observar, en todo el razonamiento que hemos seguido, que los logaritmos que aparecen estan

bien definidos porque I'(z) # 0 Vz € C al ser 1/I'(z) entera.
Con los célculos anteriores, concluimos que

/ (2 o 128 (1 (1/4))2;“% CGMA) EE‘:’% Va € (1/4,1/2), VN > 0.

No obstante, y siguiendo con las restricciones a € (1/4,1/2), N > 0, como f es continua sobre
0a,N, que es una curva cerrada, en realidad f es uniformemente continua en los puntos de o4 v,
ya que estos dan lugar a un conjunto compacto. Esto nos permite asegurar, por lo tanto, que
f 004N converge uniformemente cuando o — 1/27, asi que por el teorema de convergencia

uniforme,
. TCU
it dz =
i / e / L

/ N / N
_/_11/22 f(t+Ni)dt—/_Nz’f(—l/2+ti)dt+/_11;f(t—Ni) dt+/_Nif(1/2+tz') dt = log ?g;i; YN > 0.

El siguiente paso de nuestro razonamiento es hacer tender N — 400, contexto en el que dos
de las cuatro integrales a las que hemos llegado se van a 0. Para probar esto iltimo, vamos a
usar que |logI'(z)| < C|z|log|z| para valores de z con |3(z)| grande [23] §12.33]:

1/2 1/2
0< / f(t+ Ni) dt‘ / t+ Ni)|dt < méx t+ Ni)| =
’ 1/2 —1/2 |f( )| te[-1/2,1/2] |f( )|

i |log (I'(1/2 + t + Ni))| _ médXie(1/2,1/2) |log (D(1/2 +t 4 Ni))|
te[—1/2,1/2] | cos (27r(t + Nz)){ T mingg_1/2,1/2) ’ cos (27r(t + Nz))|

méxye—1/2,1/2) C|1/2 +t + Ni|log|[1/2 +t+ Ni|  CMylog My
my N my ’

donde my = minye_y/2,1 /2] ‘ cos (2w (t + Nz))‘ y My = maxye_1/21/2] }1/2 +t+ Nz". Esté claro
que My ~ N cuando N — 400, mientras que, recordando que |cos(z)| =

27172, /cosh(23(2)) + cos(2R(2)), mn ~ 2712, /cosh(47N) asintéticamente si N — +o00. De
esta manera,

CMpy log M CV2Nlog N 1/2
g CMwlogMy _ o CV2NlogN =0:/ ft+Niydt — 0.
NS +o0 my N—r+oo 4 /cosh(4nN) —1/2 N=too
Si desarrollamos un argumento similar, se puede ver que f 12 f(t—=Ni)dt — 0, obteniendo
N—+o00

finalmente

Glim (JF/B /%N f(z)dz) = —/Zz’f(—l/Z+ti)dt+/o;if(1/2+ti)dt:

/°° log (T'(t7)) gt /°° log (T'(1 + ti)) b= — /°° log (T'(t7)) dt+ /°° log (T'(1 + ti)) "

0o COS(—T + 27ti) —oo COS(T + 27ti) oo COS(27ti) oo COS(27ti)
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> —log (I(ti)) +log (til'(ti)) . [ log(ti) . T(3/4)
/ cosh(2rt) dt = /_ _ cosh(zrn) T8 Ty

Cabe destacar que en la cuarta igualdad hemos aplicado el corolario 8 por el que I'(1 + ti) =
til'(ti) Vt € R\ {0}, sin que nos afecte el punto t = 0 porque los conjuntos de medida cero
no modifican el resultado de la integral. Ademas, en el quinto paso podemos dividir dentro del
logaritmo entre I'(¢i) porque, al ser 1/T'(z) entera, I'(ti) # 0 Vt € R.

Por tdltimo, nos quedamos con las partes reales en ambos lados de la identidad a la que

hemos llegado, teniendo en cuenta que, como se puede ver en la representacion integral de I' por

ejemplo, T'(R*) C R*, de manera que 11:5:%8 €R*:

ez < e ) = L (itaen ) = [ e

2/00 log(t) g 1 (% log(w/2m) dw — l/oo log(w) do — l/oo log(2m) duo —
o cosh(2mt) 21 Jo  cosh(w) 7w Jy cosh(w) 7w Jo cosh(w)
° =10, an(u 7T/2
I l/ log(2) o OB @) l/ 210g(§7r) tan(u) 1 du =
7w Jy cosh(w) T Jaya  tan®(u) +1  tan(u)cos?(u)
w/2 w/2 u=m/2
I l/ 2210g(27r)2 due I 7/ 2log(2) du— T — (210g(277)u> _
T Jxja sen (u) + cos?(u) _— T T B
log(27) V2rT'(3/4)
I —log(2m) 4+ 5 = I —log (V2r) = I =log (W ,
aprovechdndonos en el cuarto paso de que la funcién h(t) = cols(;iIQi'rt) es par. n

Con esto ultimo, ya tenemos todos los ingredientes necesarios para probar la férmula de
Ramanujan que mencionamos al inicio del capitulo:

Demostraciéon del teorema [5; ya hemos discutido que
Z cos(mnz)\ > n Z cosh(mnz)\ >
cosh(mn) cosh(mn)
nez nez
es igual a una constante M en el conjunto {z € C: |¥(z)],|R(z)| < 1}. Ademads, sabemos que

=28 ) (e (1) a8G)

nez

de forma que basta aplicar la proposicién [J] para llegar al resultado deseado. n

Como vemos, la diosa que le dictaba a Ramanujan sus férmulas no era mas que una mezcla
de la teoria de nimeros y la variable compleja. Con estas ramas de las matematicas actuando al
mismo tiempo, podemos llegar a enunciados tan bizarros y bonitos como el que ha dado lugar
a este trabajo.
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A. Las funciones zeta y Gamma

En este primer anexo vamos a definir las funciones ¢ y I', ademés de demostrar sus propie-
dades mas sobresalientes, en las que nos apoyamos varias veces a lo largo del trabajo.
A.1. La constante de Euler-Mascheroni

Como preliminar, es interesante introducir una constante muy relacionada con las funciones
anteriores:

Lema 18 La serie Y -, ( — log "‘H) converge.

Demostraciéon El término general de la serie es

1 n+1 ! 1
ay, = — — log = (7_ )dm
n n o \n  x+n

Tomando la expresién integral de arriba, y teniendo en cuenta que en ella z € [0, 1], podemos
encontrar una cota superior para a, usando que n(x + n) > n? para todo = € [0, 1], Vn € N:

1 1 1
1 1 1
S (O T iy SR (S
o \n  x+n o n(z+n) o n? 2n?
1

Por otro lado, que a,, > 0 es obvio a partir de su representacion integral porque - L_ = 2
0 Vz € [0,1]. De esta forma, tenemos que 0 < a, < by, y sabemos que > 7, 21 converge
por ser, salvo multiplicaciéon por constante, la serie 2-armoénica. Bajo este contexto, se cumplen

todas las hipdtesis necesarias para hacer uso del criterio de comparacién y concluir que la serie
[es) n+1
> o 1( — log ** ) converge. ]

Corolario 6 El limite limpy_, oo (1 + % + % + % —log(N + 1)) existe y es finito.

Demostracmn Basta con observar que Sy = 27]:[ 1 ap = E_ (% —log "—H) =1+3 + L+
B —log(N+ 1), por lo que la convergenma vista en el lema (18 de la serie Y 7 (% —log ”Zl)
imphca que limpy o0 (1 +3 Ly 3 Ly N —log(N + 1)) existe y es finito. m

Al valor que se obtiene al evaluar el limite con el que hemos trabajado en el corolario
se le llama constante de Fuler-Mascheroni, y se suele denotar con . Numéricamente es v =
0,57721 ..., pero por lo demés es un nimero misterioso del que no se sabe ni si admite una
expresién sencilla.

A.2. La funcion zeta de Riemann

Podemos ya pasar a definir la funcion { de Riemann, una de la mas famosas en el ambito
de la teorfa de nuimeros, dada por la serie ((s) = > 7 1 ns. Su interés proviene de que esta
intimamente ligada a la distribucién de los niimeros primos, tal y como se puede ver en el
llamado producto de Euler, en el que no entraremos, pero que dejamos escrito sin demostrar

para satisfacer la curiosidad del lector:

1 1 1 1
C(S)ZH(1+?+F+F+”'):Hl—p_
p

p

Comenzamos estudiando cudndo tiene sentido la definicién inicial de (:

Lema 19 La serie que define { converge a una funcion holomorfa para todo mimero complejo
s con R(s) > 1, y diverge si s es real menor que 1.



43

Demostracién Tenemos que ((s) = >0 ;| f,(s), donde f,(s) = L es una funcién holomorfa
en A= {s € C:R(s) > 1} para todo n € N por ser cociente de holomorfas en ese abierto tales
que el denominador nunca se anula en A.

Ahora bien, sea K C A un compacto, existe € > 0 tal que R(s) > 1+ ¢ Vs € K:

1 1 1 1 1 1

|fﬂ(5)| = W = |eslogn‘ = eR(s) logn = elog n®(*) = nR(s) < nlte Vs € K.

La desigualdad a la que hemos llegado nos permite concluir, por el criterio de comparacion,
que > o7, |fn(s)| converge sobre compactos K C A, ya que 0 < |fp(s)| < # Vs € Ky
Yo 11+€ converge por ser la serie (1 + €)-arménica, con € > 0.

Recapitulando, sabemos que {f,}72; es una sucesién de funciones holomorfas en A tales
que Zn 1 | fn(s)| converge sobre compactos. De esta forma, por el criterio M de Weierstrass,
Yoo nS’ que es la serie que define (, converge uniformemente sobre compactos K C A, lo que
implica que converge puntualmente Vs € A. Ademas, el teorema de convergencia de Weierstrass
nos asegura que la funcién definida por la serie en A es holomorfa en ese dominio.

Si s es real menor que 1, podemos distinguir dos casos:

1. s < 0: el término general de la serie, nls, no tiende a 0 cuando n — oo, asi que > -
diverge.

nlnS

2. s € (0,1): la serie a la que llegamos es a la d-arménica con d € (0,1), por lo que sabemos que
diverge.

|

En realidad, se puede probar que la serie diverge para todos los niimeros complejos s tales

que R(s) < 1, no solo los reales, aplicando el teorema que aparece en la referencia [I8, Cor. 1.2].

Todo esto sugiere que la formulaciéon como serie de la funcién ( de Riemann solo nos permite,

para todos los s tales que R(s) < 1, definir {(s) como “infinito”. Sin embargo, resulta que hay

una descripcién alternativa de ( que permite ampliar su dominio, algo que, dicho sea de paso,
es de capital importancia para estudiar la distribucién de los primos:

Proposicién 10 Se tzene que ((s) = sfl xL;iJl = 25— % — sfloo 2"527;11/2@ para todo
s € C tal que R(s) >

Demostracién Para la primera identidad, nos apoyamos en que |z] =n Vz € [n,n+ 1),y
usamos también en el cdlculo de la integral involucrada que R(s) > 1:

n+1 n+1 _ rz=n4+1 (e’
/ L] da::/ o r= == —L:s/ L] dx =
n xSt n STl S8 lz=n sn®  s(n+1)8 1 x5t

n=1 n=1

Por otro lado, para la segunda parte vamos a necesitar hacer algunos calculos previos, te-
niendo en cuenta que R(s) > 1 a la hora de computar las dos primeras integrales, y usando en
la tercera la igualdad que acabamos de demostrar para R(s) > 1:

< 1 1
dr=| —de=—"
/1 o T /1 zs (1—s)zs—t
—1/2 1 jg=cc -1 © —1/2 1
/ +/1d33= —:>—/ /dx:fsi%(s)>1;
;. x® 2sxs 1

=1 2s s+l 2
oo T o0 x .
_8/1 xs|-+1J d.’I; = S/; xl-sjl dx = C(S) S1 %(S) > 1.

z=00 1 <z —s
= = — —dr = , R(s) > 1
z=1 s—1 8/1 e ()
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Con los ingredientes que hemos recopilado, y aplicando la linealidad de la integral, es facil
ver que

1 ©x— —-1/2 1
s 7_8/ x— |z /dgc: s s
1

s—1 2 s+l s—1 2 s—1

Cabe destacar que la ltima integral que aparece en la proposmlon anterior converge para
R(s) > 0. Para convencernos de ello, basta notar que |z — |z — ‘ <1 Vax € [1,00), con lo que
podemos dar una cota al médulo de la integral para todo s € C tal que R(s) > 0:

‘/ SELSEJl/?dI‘S/OOMdz<1/OO L o=l
1 1

s+l |.’175+1| ) $§R(S)+1 2%(8)

Ademas, la funcién compleja F' a la que converge la integral en R(s) > 0 es holomorfa en ese
dominio por el teorema de analiticidad de integrales paramétricas. De esta forma, la expresion
fls) =2y -4 —s {”%dm que es holomorfa en B = {s € C: R(s) > 0, s # 1} y
coincide con ¢(s) = Yo% & en R(s) > 1, da lugar a una extensién meromorfa de ¢ definida en
R(s) > 0 al menos. Se puede demostrar, aunque nosotros no lo haremos, que realmente f cubre
el dominio de los s € C tales que R(s) > —1.

Sobre f sabemos que tiene un tnico polo en s = 1, que es simple y cuyo residuo es igual a
1. Vamos a ver ambas cosas:

1. Como f es holomorfa en un entorno reducido de s = 1y limy_,1(s — 1) f(s) =

lim,q (s — 551 — s(s — 1)F(s)) = 1 no es infinito ni 0, f tiene un polo de orden 1 en s = 1.

2. Al ser el polo de orden 1, su residuo coincide con lim,_,1(s — 1) f(s), asi que Res(f;1) =

Como la extension meromorfa de ¢ tiene un polo simple en s = 1 con residuo 1, se cumple
1 . . -
que ((s) — s=y permanece acotado cuando s — 1, siendo posible apurar un poco méds:

Lema 20 lim,_,; (C(s) — ﬁ) =.

Demostraciéon Para calcular el limite de nuestro lema, vamos a trabajar con la extensién f de
¢ que hemos obtenido en la proposicién va que esta definida en un abierto que contiene al 1.
1 oo z—|z|-1/2 4. L)_

Con esto, llegamos a que limg_,q (C(s) — 8%1) = lim, (sf—l —5—5/ prEs) T

% — lims_1 F'(s). Por otro lado, sabemos de antes que la integral que define F' es holomorfa en
R(s) > 0, asi que, en particular, F' es continua en un entorno de s = 1 y, como consecuencia,

lims1 F(s) = F(1) = [° # dz. De esta forma, si escribimos la integral impropia como
limite, llegamos a la primera igualdad importante:

i (666~ =) = 5 - Jm Taolel-12,

s—1 s—1 2 Nooo x?

Nos interesa ahora, por lo tanto, calcular le e=le|=1/2 4o

sumando aprovechandonos de la linealidad de la integral:

N N _ N N-1 in+t1

1 =N
/ idac:/ —dx =logx = log N; / —mdx:Z/
1 ,132 1 X z=1 1 502 1 Jn
n+1 — N
n n|r=n+l n n=j—1 1 1 —1/2

—dx = <, ): ( _1> E A N 7_;/ dr =

~/n xr2 z T le= n-+1 Z z: L 72 xz

1 V1 1
_Z —dr = —
2/1 2T 9%

, algo que haremos sumando a

=N 1 1 Nog— |z —1/2 Y111
= - | I T g —logN =Y S 44—
w=1 2N 2 /1 TTe Z;j+ +
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lo que da lugar a la igualdad

N
, 1 1 , 1 1 1
o <C(S)‘s—1> ‘2‘N15réo<l°gN‘jZ_lj+2+zN>'

Por 1ltimo, teniendo en cuenta que — limy_ (% + ﬁ) = —% y que, como ya comentamos
al inicio del anexo, — limy_ oo (logN — Zjvzl %) = limpy_eo (Z;VZI % —log N) =+, obtenemos
que limg_yq (C(s) — 5%1) = . -

Para terminar con la funcién (, vamos a contar una curiosidad: si uno sabe lo que hemos
dicho antes de que la extensién f de ¢ en realidad cubre el abierto R(s) > —1, tomando s = 0
se obtiene f(0) = —1/2, lo cual suena increible si solo se tiene en mente la serie que define ((s)

1

en RN(s) > 1. En este caso, es como decir 1 +1+14--- = —3.

Es un resultado cldsico de Riemann que ((s) — 1/(s — 1) se extiende a una funcién entera
[16], algo que Ramanujan usé de manera ilicita para escribir otras cosas del estilo de lo anterior,
talescomo 14+2+3+--- = —%. Aqui, por ejemplo, lo que estaba haciendo realmente era tomar
una extensién g de ¢ definida en un entorno de s = —1 y evaluarla en ese punto.

A.3. La funcion Gamma

Ahora introduciremos la funcién I', o més bien 1/T", como un producto infinito:

= (1 2)e ) sec

n=1

Hay un resultado de variable compleja, que no probaremos aqui para no dispersarnos, que
afirma que si { fn(2)}52 es una sucesién de funciones enteras tales que Y o, | f(z)—1| converge,
entonces [[° | fn(z) define una funcién entera que se anula justamente en los puntos en los que
alguna de las f, se anula. Su aplicacién al producto anterior muestra que 1/I'(z) es una funcién
entera cuyo conjunto de ceros es Z~ U {0}, algo que ya nos permite extraer algunas conclusiones
béasicas sobre I':

Corolario 7 I'(z) es una funcion meromorfa con polos simples en Z~ U {0}.

Demostracién Podemos escribir I'(z) = ﬁ, donde tanto el numerador como el denominador

son funciones enteras, asi que concluimos que I'(z) es una funcién holomorfa en todo el plano
complejo excepto en los puntos en los que se anula 1/T'(2), que sabemos que son los enteros
negativos y el 0.

Ahora bien, sea a € Z~ U {0}, tenemos que I'(z) es holomorfa en un entorno reducido U de
a y, puesto que al multiplicar I'(z) = ﬁ por (z — a) se simplifica en U el tnico factor del
denominador que se hace 0 en z = a, deducimos que lim,_,,(z —a)I'(z) no es infinito. Ademas, el
limite tampoco vale 0 porque el productorio del denominador converge en todo C. En definitiva,
los tinicos puntos en los que I'(z) no es holomorfa, que son los enteros no positivos, dan lugar

todos ellos a polos simples de esta funcién, que es, por lo tanto, meromorfa. n
Tras este primer resultado, vamos a ver una férmula alternativa con un limite que fue,
histéricamente, la definicién de la funcién I' dada por Gauss [21]:

z(z+1)...(z+N)

NUNF1)E - Para todo z € C.

Proposicién 11 ﬁ =limy_so

Demostracién Teniendo en cuenta que v = limy 0 ( —log(N +1) + ny:l %) y
| ((1 + %)e‘z/”) = limpy 00 Hivzl ((1 + %)e‘z/"), es facil ver que

1 N
= lim Zez(flog(NJrl)JrZ,]y:l %) H (1 + E)efz/n )
F(Z) N—o0 oot n
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Por otro lado, manipulando un poco el factor exponencial, llegamos a que

&* ( log(N+1)+3>0_ ) n) _ —zlog(N+1) zzn 1717 _ N+ Hez/n.

Con todo esto, basta sustituir la expresion del paso anterior en la primera igualdad de nuestra
demostracién para concluir que

N
1 n+z , z(z+1)...(z+ N)
= lim z(N+1)" =1 .
I'(z) Ng%oz * 1;‘[ :!;[1 nex/n . Noeo NI(N +1)2

Ya estamos preparados para dar una representacion integral sencilla para I', pero primero
probaremos un lema auxiliar:

Lema 21 limy o [ (1 - f) t#~ 1 dt = Hmy_oo % =T(2) si R(z) >0

Demostracion Empezamos con la integral fON (1 — %)Ntz_1 dt, en la que realizamos el cambio
de variable % = u y llegamos a la igualdad

N ¢ N 1
I= / (1 — ) t*ldt = NZ/ (1 —u)Nut du.
0 N 0

Ahora integramos por partes la expresiéon de arriba, teniendo en cuenta para hallar la pri-
mitiva de u*~1 que R(z) > 0

NZN N Lu? du.

I_NZ/ (1 —w)Nu*"" du
0

Volvemos a integrar por partes lo que hemos obtenido en el paso anterior:
N *N N*N(N -1

1
N 1 z _ ) N—-2_ 2z+1

du = 1-— du.

u D) /0( w)™ " u u

Ya podemos ver el patrén que se va repitiendo en este proceso, llegando a la conclusion de
que, tras N — 2 integraciones por partes mas, obtenemos que
NZN! ! NZN!
1= / TN du = .
2(z+1)...(+N—-1) J, z2(z4+1)...(z+ N)

Para acabar, basta con tomar limites en ambos lados de la igualdad que hemos probado para
R(z) > 0, teniendo en cuenta el resultado de la proposicién ™
La idea ahora es que la férmula I'(z) = fooo e 't*~1 dt para R(z) > 0 se sigue si, para todo

z en ese mismo abierto, limy_s o0 fON (et —(1— L))t tdt =0y limn_yeo Iy e = hdt =0,

tal y como vamos a ver a continuacion:
N t\N o]
/ <e_t — (1 - —) )tz—l dt+/ e 't dt| <
0 N N

0o N ¢ N
/ e tFh de — / <1 — ) t* 71 dt| =
0 0 N
/N (et - (1 - t)N>tz1 dt| + /OO e~ tF L dt
0 N N

N ¢ N 00
I'(z) = lim (1 — ) 7 dt = / et ldt en R(z) >0
0 N 0

N—o00

—0 cuando N — oo si R(z) >0 =

Teorema 6 I'(z) = [ e 't*"1dt en R(z) >
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Demostracién Como acabamos de discutir, el teorema queda demostrado si conseguimos
comprobar que
My oo [y €71 dt =0y Imy_yo0 fON (e7 = (1= £)NV)t*==1dt = 0, ambos para R(z) > 0:

1. Para el primer limite, empezamos utilizando la desigualdad z* < zb si z > 1 y a,b € R son
tales que a < b:

/ e 't dt g/ |e*ttZ*1’dt:/ e*ttW)*ldtg/ e =) gy
N N N N

Llegados a este punto, nos va a ser de ayuda usar que, para todo R(z) > 0, existe ¢ tal que
—t¢[R(2)]
eetfm

et RE] < e7t/2 para ¢ >ty porque limy—oo = 0. De esta forma, como queremos

hacer que N tienda a oo,

o0
/ e tF Ll dt
N

2. Por otra parte, para el segundo limite vamos a hacer uso de la desigualdad
2,—x
0<e™®— (1 — %)n <*-—parax>0yne€ Z* 23], que no vamos a demostrar aqui, cuya
direccién se mantiene si multiplicamos a ambos lados por z%, con x > 0y a € R:

/ON <e_t - (1 - ];)N)tz—l dt| < /ON (e_t - (1 - ;)N>t§’*<2>—1 dt <

N 12 —t;R(2)—1 N 1 N
7dt - tm(z)+1 —t dt = 7/ t%(z)+1 —t dt / t%(Z)Jrl —t dt
/0 N N /0 € N/, ettt | e

t=00
=2N?2 5 0.
t=N N—oo

< /OO e RG] gt < /OO e 2t = —2e7t/2
N SN

Por un lado, sabemos que fol R+t et gt = ¢ < 0o al tratarse de una integral de una funcién
continua sobre un dominio acotado. Por el otro, debido a la misma observacién en la que
nos hemos apoyado para el primer limite, V}(z) > 0, existe una constante C' > 0 tal que

e 1R < Cet/2 g t > 1, de donde se deduce que le R+t gt <
le tRE 2t gp < © le e~ t/2 dt:

/ON (e_t - (1 - ;)N)tz—l dt

A modo de curiosidad, muchos autores modernos toman como definicién de I'(z) la expresién
integral a la que acabamos de llegar en R(z) > 0, y luego la extienden a C\ Z<g. Esto se debe a
que algunas propiedades, como la que vamos a ver ahora, se deducen de manera sencilla a partir
de esa representacion de I'(2):

— 0.

N N—o0

N -1/2 _ ,—N/2
£ [ g R
N 1

Corolario 8 I'(z + 1) = 2I'(z) para todo z € C\ Z<o.

Demostracién Empezamos probando la igualdad en $(z) > 0, donde es vilida la expresién
para I' dada por el teorema@ De esta forma, dado un z € C tal que R(z) > 0, basta con integrar
por partes una vez la representacion integral de I'(z + 1) para llegar al resultado deseado:

t=o0

o0
L(z+1) = / e dt = —tFe !
0 t=0

+ z/ e~ dt = z/ e dt = 2T (2); R(2) > 0.
0 0
Sin embargo, por el corolario [7| sabemos que tanto I'(z + 1) como 2I'(z) son funciones holo-
morfas en el abierto P = C\ Z<, que contiene al abierto #(z) > 0, en el que coinciden. Asi,
por el principio de ceros aislados, concluimos que I'(z 4+ 1) = 2I'(z) para todo z € P = C\ Z<o.
[
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Con la ecuacién funcional que satisface I' podemos calcular facilmente los residuos en sus
polos si tenemos en cuenta que todos ellos son simples. Veamoslo con un ejemplo:

;—2)= lim (z z) = imw— imw—m—l
Res(T; 2>_z1—>—2( +2)F()_zl—>—2 z(z+1)(z+2)_zl—>—2 2(z+1) 2 2

Por otro lado, usando que I'(1) = 1, se sigue que I'(n) = (n — 1)! para n € Z*. En este
sentido, I' generaliza el factorial a valores no enteros.

Para acabar con el estudio de la funcién I', vamos a trabajar con una identidad que se sigue
de su representacién integral, suponiendo para ello que (s), R(w), (s —w) > 0:

y=u+v

w—1 —s
/°° /OO (u) (u - U) (u+ v)s_le_(wv)w dudv = /00 /00 u e s T e dudy =
0 0 v v v 0 0

T(w)T(s — w).

F(S)/ ;I;Ul—l(l + x)—s dr = / / IIJw_l(l + .Z‘)_Sys_le_y dq;dy $::u/v
0 0 0

De aqui se deduce la férmula de reflexion:
Proposicién 12 I'(1 — w)['(w) = son(rwy Pora todo w € C \ Z.

Demostracion Empezamos evaluando la igualdad que hemos mencionado arriba en s = 1,
teniendo en cuenta que I'(1) = 1:

e o] xw—l )
/0 T2 de =T(1 —w)I'(w) si R(w), R(1 —w) > 0.

zwl _ s
14z dr = sen(mw

w € (0,1), y luego extender el resultado a C \ Z. Con este objetivo en mente, consideramos la

funcién W(z) = %, conw € (0,1), y la curva C = C, UCy U C3 U Cy tal y como aparece en
el siguiente esquemas:

De esta forma, podemos empezar demostrando que fooo

y para w real tal que

Figura 1: curva C sobre la que integramos W.

Observamos que W, vista como funcién de variable compleja, es meromorfa en B = C\ {x €
R | z > 0}, y que C es una curva cuya traza estd contenida en B y que es simple, cerrada, C! a
trozos, con orientacién positiva y tal que la tUnica singularidad de W en B, x = —1, pertenece al
dominio interior de C. Con todos estos ingredientes, se reunen las condiciones necesarias para
aplicar el teorema de los residuos:

mw—l
/ W(z)dz = /
C CI+JC

Como lim,_,_1(z+ 1)W(x) = lim,_,_1 2%~ = (—=1)“~! no es ni cero ni infinito, concluimos
que z = —1 es un polo simple de W y, por lo tanto, Res(W;—1) = lim,_,_1(z + 1)W(x) =

dx = 2miRes(W;—1) para todo w € (0,1).
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(—1)“"_1 = ¢m(w=1) Sustituyendo este valor en la igualdad anterior, tenemos que Jo W(z)dz =
2mie™ (=1 Y € (0,1).

Por otro lado, al ser C unién disjunta de Cy, Cy, C3 y Cy, 2mie™ mi(w=1) — fo x)dr =
Yoict fc x) dx. En este contexto, teniendo en cuenta que el resultado de la mtegral sobre C
no depende de los radios € de Cy y R de Cs, nuestro objetivo no es més que calcular [, W i (z) dz

oo pw—1
——d

cuando € — 0%, R — oo en funcién de I = [ 37 da:

1. Sobre Cy, que tiene longitud (27 — 20, )€, los puntos x son todos de médulo €, de manera que
w—1

/ a: dx
Cy 1 +x

cuando €6, — 0.

| w— 1‘ | |w71 €W
(271'725)1 —0
— €

< (2w — 20, )€ - méx

< (2w — 20, )€ - méx
|z|=€ |1 +x ‘

|o|=e 1 — ‘SL’l

2. De manera andloga, los puntos x de Co, cuya longitud es de (2 — 20r) R, tienen médulo R,
con lo que se deduce que

w—1
/ x dx
Cy 1+l‘

si R— 00, dgp — 0" al ser w — 1 < 0.

21|
< (2r —20R)R - max . =
( &) lz|=r |1 + x| — jz|=R |z| — 1

‘ |w—1 w

RR_1—>0

3. Si en la integral sobre C tomamos los limites cuando €,d.,z — 07 y R — 0o, recuperamos
f 1+ac

4. Por otro lado, repitiendo el mismo procedimiento con la integral sobre C3, y teniendo en
cuenta que ahora el intervalo (0,00) se recorre de derecha a izquierda y con el argumento de
los puntos z igual a 27, al realizar el cambio de variable = €2™s, con el que dz = e*™ds = ds,
obtenemos que

w—1 0 27mi(w—1) qw—1 oo . w—1
/ x dx = / 6(72)8 ds = _eQWi(w—l) / S ds = _627rz'(w—1)[.
o, 1+x o 1+e*ms o l4+s

Juntando todos los resultados, llegamos a que fC r)de =Y, 4 fC x)dx =

I(1— ™=y para w € (0,1), pero también sabiamos de antes que fcv x) dx = 2mie™(w=1)

para w en ese intervalo, asi que podemos igualar ambos valores y despejar de ellos la integral I
que realmente nos interesaba:
w1 27Tie7ri(uJ—1) T

oo
I(1 — 2mi(w—1)y _ 2 wi(w—1) I :/ dox = i _ \ 1).
( ¢ ) e - o l4+=z o 1 —e2mi(w=1)  gen(mw) we(01)

Acabamos de probar que I'(1 — w)['(w) = son(rm) St W € (0,1). Sin embargo, sabemos que

sen
las funciones a ambos lados de la igualdad son holomorfas en C\ Z y coinciden en el conjunto
U = (0,1) c C\ Z, que contiene algunos de sus puntos de acumulaeién por lo que el principio

de ceros aislados nos asegura que en realidad I'(1 — w)['(w) = Sen(ﬂw) Vw e C\ Z. n

El ejemplo més tipico de aplicacién de la férmula de reflexién, tomando w = 1/2, es el cdlculo
de I'(1/2), que nos sirve de base para encontrar, gracias al corolario |8 todos los valores de la
forma I'(n 4 3), tal y como vamos a ver a continuacién:

I?(1/2) =

™

sen(%) -

Teniendo en cuenta que, si nos dirigimos a la definicién original que dimos para 1/T'(w),
1/T'(1/2) es un productorio de términos positivos, deducimos que I'(1/2) > 0 y, por lo tanto,
descartamos la raiz negativa al despejar I'(1/2) en la expresién de arriba:

ﬁ

[(1/2) = V7 = [(3/2) = %r(m) =¥
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Por ultimo, para cerrar el capitulo, un comentario a modo de dato curioso que no demostra-
remos: si en la férmula de reflexién empleamos I'(1 — w) = —wI'(—w) y el producto infinito con
el que presentamos 1/I'(w) al principio, se obtiene la sorprendente férmula

sen(rw) = Tw ﬁ (1 — :—22) Yw € C.
n=1

Procediendo a la inversa, si uno conoce de antemano esta expresion en forma de producto
para el seno, se puede deducir la proposicién [12] sin calcular ninguna integral.

B. La ley de reciprocidad cuadratica

Podemos aplicar todos los conocimientos que hemos reunido sobre la funcién 6 en una prueba
de la llamada ley de reciprocidad cuadrdtica, un sorprendente resultado sobre congruencias que
conjeturé Euler y probd Gauss. Entre sus consecuencias estd el disefio de un algoritmo efectivo
para saber si una ecuacién cuadrética tiene solucién médulo un entero. Para su enunciado se
suele introducir el simbolo de Legendre, que para n € Z y p primo tal que p { n se define como

2

=n (p) no tiene solucién.

(n) 1  siaz?=n (p) tiene solucién,
S l-1 siz

Con lo anterior, la ley de reciprocidad cuadratica afirma que si p y ¢ son primos impares
distintos entre si, se cumple que

(13) (ﬂ) = (—1)P=Da@-D/1,

q’/ \p

es decir, existe una relacién entre la solubilidad de 2 = p (q) y la de 22 = ¢ (p), lo cual choca
bastante porque, en principio, las congruencias con diferentes médulos no tienen absolutamente
nada que ver.

En lo sucesivo, sin recordarlo cada vez, supondremos que p y ¢ son como en el enunciado
anterior (p,q > 2 primos distintos). Ademds, en nuestra prueba seran importantes las llamadas
sumas de Gauss, que definimos para cada fraccién irreducible M/N, con M € Z y N € Z*,
como G(M/N) = SN L e2mik*M/N.

Vamos a empezar con un resultado auxiliar al que tendremos que hacer alusién al principio
del anexo sobre todo:

Lema 22 Sea p un primo impar, y dado RC), = {z € Zy | Iy € Z;, tal que y? = 2} el conjunto de
los residuos cuadrdticos mddulo p, entonces RC), es un subgrupo de Zy, tal que |RCp| = (p—1)/2.

Demostracion Tomamos la aplicacion f : Z; — Z; dada por f (r) = 22, que verifica
que f(zy) = (zy)? = 2%% = f(2)f(y) Va,y € Z, y es, por lo tanto, un homomorfismo de
grupos. Bajo esta hipdtesis, el teorema de isomorffa nos asegura que Zj / ker(f) = Im(f), pero
Im(f) = RC) por definicién de f. Ademas, como la imagen de un homomorfismo es siempre un
subgrupo del grupo de llegada, RC), < Zj,.

En cuanto al nicleo, podemos decir que ker(f) = {z € Z; : 2?2 =1} = {-1,1}, y como
p # 2, tenemos que —1 # 1y |ker(f)| = 2. También sabemos que |Zy| = p — 1 por ser p primo,
asi que |RCy| = % =(p-1)/2. n

En particular, deducimos del isomorfismo Z; / {-1,1} = RC, que los primeros (p — 1)/2
elementos de Zy dan lugar, al elevarlos al cuadrado, a los (p —1)/2 residuos cuadriticos médulo
p. Por otro lado, las (p — 1)/2 clases restantes de Z,,, que son justo las opuestas de las primeras,
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vuelven a dar al cuadrado todos los elementos de RC), sin repeticién. De esta manera, teniendo
.z . ) .
también en cuenta que si k2 = m (p), se cumple que 2™k /p — 2mim/P  htenemos que

p-1 (r=1)/2
G(l/p) _ 26271‘2](? /p _ =14 Z 627”1@ /p + Z e27rzk /p _ =142 Z eQ?mm/p
k=0 k=(p+1)/2 meRC,

Por un argumento similar al anterior, ahora introduciendo un > 2 primo en el exponente
sy ’ ; q p p
de e, si k?g =m (p), entonces 827r7'k a/p = 627m q/p’ asi que

p—1 (r-1)/2
G(Q/p> — Z eQwikzq/p =1+ Z 2mik®q/p + Z eQﬂ'ikZQ/p =142 Z e?‘n’imq/p.
k=0 k=1 =(p+1)/2 mERC,

En concreto, si (g) = 1, es decir, si ¢ € RC), teniendo en cuenta que RC), es un subgrupo
segin el lema un resultado de algebra nos asegura que g - RC, = RC),, de donde se extrae

que >_,.cre, € mma/p — > geRC e?™9/P v en consecuencia, G(q/p) = G(1/p).

p
Ahora nos vamos a centrar en el caso en el que (%) = —1 o, en otras palabras, ¢ ¢ RC),. Una

primera observacién es que, por el razonamiento que hemos descrito tras el lema los (p—1)/2
residuos cuadraticos modulo p son RC), = {12, 22 ..., (%)2} Ademds, como RC), < Zj, la
clase lateral ¢ - RC), formada por |RCp| = (p — 1)/2 elementos distintos, o bien coincide con
RC), o bien satisface que g - RC, N RC, = . De las dos opciones, llegamos a la conclusién de
que la que se cumple es la segunda, ya que ¢-12 = g € ¢ - RC,, pero q¢ ¢ RC,, asi que no
puede ser que ¢ - RC}, = RC),. Hemos demostrado, por lo tanto, que entre RC), y q- RC),, ambos
subconjuntos de Zj, hay p — 1 clases distintas, dando lugar necesariamente su unién a todo Zj,.
El 0 es, entonces, el inico nimero que nos falta para completar Z,.

Teniendo en cuenta que a® = (—a)? Va € Z,, queda comprobado con el parrafo anterior que

q(£1)%,q(£2)?,...,q( £ ]%1)2, 0,(£1)%,(£2)%,...,(+ pT_1)2 dan todas las clases médulo p sin
repeticiones cuando se fija uno de los dos signos. Con esta informacién, se deduce facilmente que

Ga/p) +G(1/p)=1+2 Y ™ma/ppi42 Y 2mm/v =

meRC), meRC),
p—1
2+ 2( Z e27rig/p + Z eQ-rrim/p) _ 2627ri~0/p +2 Z eQ‘n’ik/p — 226271'72]@/17.
g€q-RC, meRC), keZy k=0

El dltimo paso es recordar que 2" — 1 = (z — 1)(z" ' +--- 4+ 2 + 1) para todo n € N, lo que
nos dice, tomando z = e2™/P y n = p, que

p—1 i
e2mi/p 1 e2mi/p _ 1 ’

ya que €>™/P £ 1 VYp primo. Llegamos, por consiguiente, a que G(q/p) = —G(1/p).
Todo el razonamiento que llevamos hasta ahora nos permite afirmar, finalmente, que dado
g > 2 un primo cualquiera distinto de p, G(q/p) = (%)G(l/p).

Nuestro objetivo ahora es dar una expresién para G(l / (pq)), para lo que nos van a ser de
gran utilidad dos pequenos lemas:

Lema 23 S5i p, g son dos primos impares distintos entre si, entonces la aplicacion f : Z,, —
RCpy dada por f(z) = 2? es 4-a-1.
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Demostracién Dado b € RC),, por definicién de residuo cuadréatico, b es congruente a c?

mddulo pg para algin ¢ € Z;, de manera que existe el inverso c

c’lfc:w
> =b(pg) & 2> =c (pg) & (c'2)’ =1 (pg) “=" w* =1 (pyg),

asi que b tendrd tantas preimdgenes por f como soluciones existan de la ecuacién w? =1 (pq).

Ahora bien, como (p, ¢) = 1, por el teorema chino del resto, w? = 1 (pq) si y solo si w? =1 (p)
y w? =1 (q), pero cada una de las dos tltimas congruencias tiene 2 soluciones (w = #1) por ser
p, ¢ primos. De esta forma, existen 4 elementos distintos en Z;, tales que w? =1 (pq) y, como
consecuencia, f es 4-a-1. n

Lema 24 Sean p, q dos primos impares distintos entre si, los niimeros de la forma kiq® + kop?,
con k1 € RCy, y ko € RCy, dan lugar a todos los residuos cuadrdticos modulo pq sin repeticion.

Demostracién Dado que (p,q) = 1, el teorema chino del resto nos dice que Zyq = Zy, X Zg,
de donde se extrae que Z;, = Z; x Z;. Ademds, este tltimo isomorfismo implica que RCp; =
RC),, x RC, debido a que, como hemos visto en los lemas y RC), < Z,, y RCpq < Zp,
respectivamente. De esta manera, cada par ordenado (m,n) € RC, x RC, nos da un elemento
de RCq, asi que nuestro objetivo se reduce a construir esos pares.

En primer lugar, hay que observar que ¢* € RC, por ser el cuadrado de g, que es coprimo con
Py, como consecuencia, pertenece a Z, . Con ello, al ser RC), un subgrupo de Zj, ¢*-RC, = RC,,
o lo que es lo mismo, ¢?k; da todos los elementos de RC), sin repeticiones cuando k1 toma valores
en RC),.

Por el mismo argumento que antes, p> € RCy, lo que implica que p?ks genera una sola vez
cada nimero de RC, cuando ko recorre RC,;. Hemos visto, por lo tanto, que los pares ordenados
(¢®k1,p?ks) dan lugar, segiin vamos tomando k; € RC), y ko € RCy, a todos los elementos de
RC),, x RCj sin caer en repeticiones. No obstante, como RC), = RC, x RCy, en realidad hemos
encontrado implicitamente todas las clases de RC),, siendo suficiente para hallar su expresion
explicita transformar el sistema formado por z = ¢%k; (p) y = p®k2 (¢) en una sola congruencia

modulo pgq:
r = ¢*k
_ q2 1 () & x= ¢’k + p*ke (pq).
x = p°ka (q)
]

Con estos resultados auxiliares, estamos en condiciones de probar una importante identidad:

Proposicién 13 Dados p, q dos primos impares distintos entre si, entonces G(l/(pq)) =

G(q/p)G(p/q)-

Demostracién Vamos a comprobar que los dos términos de la igualdad del enunciado admiten
la misma férmula, empezando por G(1/(pg)):

pq—1 pq—1

G(1/(pq)) = Z e2mik?/(pa) — 1 4 Z (2mik?/(pa) _

k=0 k=1

1+ Z e2mik?/(pa) Z e2mik?/(pa) 4 Z e2mik?/(pg)
KEZp\ 0}, plk KEZy\ (0}, alk Kels,

Sabemos que los multiplos de p en Z,, \ {0} son p, 2p, ..., (¢ — 1)p, mientras que los de ¢
en ese mismo conjunto son, de manera analoga, ¢, 2q, ..., (p —1)g. Esto nos permite, si ademds
aplicamos otras identidades ya vistas en la seccién, hacer las siguientes simplificaciones:

qg—1 -1
Z 627"ik2/(I1Q) — ZeQTri(jp)z/(pq) — 627rij2p/q — G(p/q) —1=2 Z eQTri’mp/q;
k€Zpg\{0}, plk Jj=1 j=1 meRC,
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p—1 p—1
Z e2mik? /(pa) _ Z e2miia)?/ (pa) _ Z e2miia/p — G(q/p) —1=2 Z e2mina/p.
k€Zpq\{0}, qlk Jj=1 j=1 neRC,

Por otro lado, teniendo en cuenta que, de manera similar a ocasiones anteriores, e2mik?/(pa) —
e2mb/Pd) i k2 = b (pq), y aplicando el lema llegamos a que

Z 627T2k /(pq) _ —4 Z 27rzb/ Pq)

kezZs, bERC)p,

asi que finalmente nos queda

G(l/(pq)):1+2 Z eQwierp/q+2 Z eQWinq/p+4 Z 27ib/(pa)

meRC, neRC) bERChpqy

Ahora nos centramos en el producto G(q/p)G(p/q), que desarrollamos haciendo uso de las
propiedades que ya hemos estudiado de G(q/p) para ¢, p primos impares distintos entre si:

G(a/p)G(p/q) = <1+2 > 62“"‘1/7’> <1+2 > e2ﬂimp/q> —

ne€RCy meRC,

142 Z e2mimp/a | 9 Z e2mina/p 4y Z Z e2mi(ng®+mp?)/(pa) _

meRC, ne€RC) n€RC, meRC

142 Z eQﬂimp/q+2 Z 627rinq/p+4 Z eQ‘n’ib/(pq),
meRC, neRC), beRC)pq

donde el tiltimo paso se deduce usando el lema [24] y, de nuevo, el hecho de que, si ng? + mp? =
b (pq)’ entonces e27ri(nq2+mp2)/(pQ) — 627Tib/(p‘I)' u

Con el trabajo que llevamos hasta ahora, la ley de reciprocidad cuadratica se desprende facil-
mente si suponemos que G(1/N) =+ N emi(N-1)%/8 para N € N impar, algo que demostraremos

luego. De momento, vamos al enunciado que motiva la seccién:
Teorema 7 Sip, g > 2 son dos primos diferentes, entonces (%) (%) = (—1)=Dle=1/4,

Demostracién Por un lado, el primer acercamiento que hicimos a las sumas de Gauss nos
permitié comprobar que G(q/p) = (%)G(l /p) para p, g primos impares distintos entre si, asi
que bajo esa condicién sobre p y g,

Glo/a)Gta/m) = (1 )60/a) () G0 /p).

Sin embargo, la proposicion [13| nos asegura, también para p y ¢ de la forma que necesitamos,
que G(1/(pq)) = G(p/q)G(q/p), lo que nos conduce necesariamente a la igualdad

G(1/wa) = (7)c0/a)(5)G0/p),

con la que ya podemos trabajar sustituyendo las sumas de Gauss por sus correspondientes eva-
luaciones. Para ello, observamos que nos podemos encontrar ante las dos siguientes situaciones:

N -1 (2+4k)> 4+16k+16k* 1
Nz3(4);sN:3+4k;»( 3 L *8 i * 68+ 0 2+2k+2k2

VNTN=12/8 _ N eri(3+264202) _ /N mi/2 2mki(i4k) VN

2
(N; 2 - (45) B 168k = 2k2 = V/Nem(N-1°/8 — /N2 — /N,
Lo anterior nos motiva a separar cuatro escenarios distintos segin las clases médulo 4 a las
que pertenezcan p y ¢:

N=14)=N=1+4k=>
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1. Sip, ¢ =3 (4), tenemos que pg = 3-3 =1 (4), asi que /pq = (B) \[(Z)l D o, de manera
equivalente, (%)(%) =—1.
2. Por otro lado, si p, ¢ = 1 (4), se verifica que pg = 1-1 =1 (4), de donde se deduce que

VPq = (g)\/@(%)\/ﬁ y, en consecuencia, (g)(%) =1

3. Cuando p = 1 (4) y ¢ = 3 (4), sabemos que pg = 1-3 = 3 (4), de forma que i\/pqg =
(g)i\/fj(%)\/ﬁ y, simplificando, (g) (%) =1.

4. Finamlmente, el caso en el que p=3 (4) y ¢ =1 (4) es simétrico al ultimo que hemos visto.

En particular, (g) (%) = 1 si al menos uno de los dos primos es congruente a 1 médulo 4,
mientras que cuando p, ¢ = 3(4), (%) (%) = —1. Esto mismo, escrito de manera sintética, se
reduce a (g)(%) = (=1)=Dla=1/4, .

Para cerrar el apéndice, vamos a dedicarnos a la evaluacién de G(1/N) con N € N impar, que
hemos utilizado en la prueba anterior y ha sido imprescindible para ella. Usaremos la funcién 6,
pero con la nueva notacién ¥(z,7) = 9(2, eim), més ligera y que nos permite distinguir ¢ = ™7
del primo q.

Lema 25 Sea M /N una fraccion irreducible con N € Z>s, entonces para todo € > 0, se tiene
que 19(0,% +z’52) = ]{[ i\f_ol 2mik? M /N ZN 1 727rzklM/N19(£M z52)

Demostraciéon Vamos a verificar que se cumple la identidad manipulando el lado derecho para
llegar al izquierdo:

N—-1 N-1 KM 1 N-1 N-1 oo
2mik? M /N —2mikeM/N g (“2 . 2} 2mik? M /N —mn?e? 2mi(n—k)(M/N 1
e e =N e e e =

k=0 £=0 k=0 {=0 n=—o0

1

2

-1

1 N-1 0

. E eerik2M/N E e—7rn252 e27m(n k){M/N 2 2 2 E QﬂikQJVI/Ne—ﬂnsz i

N
k=0 n=—o0 0 k=0 n=k (N)

o~
Il

N—-1

. 2M
Z 27!‘7.?7,21\/[/1\76771‘77,26 _ Z e‘n'zn +ie ) — 19( 2 e )

k=0 n=k (N) n=—o0

Hay tres pasos, marcados con los nimeros 1, 2 y 3, que requieren de una justificacion mas
profunda:

—mn2e? 27m(n k){M/N

1. La sucesion ag,, =€ cumple que

N—-1 oo N—-1 oo N-1
SN aal =Y Y e =3 (14+20) = N(1+20) < 0
£=0 n=—00 {=0 n=—o00 £=0

2.2 . . , 1 _ 2
donde Y 7 e7™"¢" = C < oo por el criterio de la rafz, ya que ( —mn’e ) m_ emme® ) <1
cuando n — oo. De esta forma, tenemos convergencia absoluta y, por el teorema de Fubini,
podemos intercambiar el orden de los sumatorios.

2. Sin=k (N),n—k=aN para algin a € Z, por lo que e>m/(n=kM/N _ g2miaM _ 1 v como
consecuencia,
N-1 N-1
2mi(n—k)EM/N _ Z 1= N
£=0 £=0

Sin embargo, en el caso en el que N t (n — k), como N tampoco divide a M por ser M /N
irreducible con N > 2, sabemos que (n — k)M /N ¢ Z, asi que r = e2™("=F)M/N £ 1 De esta
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forma, podemos aplicar sin problemas la férmula para la suma de series geométricas finitas,

— _ N
por la que Zévzol rt = 11_”T . En nuestro caso,

N-1 ri(n—
(2mi(n—k)IM/N _ 1 — emiln=hM _ 1-1 _0
— 1 — e2mi(n—k)M/N 1 — e2mi(n—k)M/N

3. Se cumple que k = n (N) y, en particular, k2 = n? (IV), de donde se deduce, de manera

. . .72 . 9
similar a como hemos hecho otras veces, que e2mk*M/N — 2min*M/N -

Si aplicamos la férmula de transformacién del primer capitulo a la funcién 6 que aparece
en el término derecho de la identidad que acabamos de ver, llegamos a que

N-1 N-1 .
2M 1 2 . 1 _xe2m2 M i
19(07 M 2) _ L 2mik? M /N —2miktM/N  * —275219< ’7) _
N te N k:oe ; ¢ A iNe?’ g2
N-1N-1 .
1 2mik? M/N —2miktM/N —=0” o ( EM i
. T mik - 19( , 7)7
Ne kzzo ; ¢ ‘ o iNe?’ ¢2
asf que multiplicando ambos lados por ¢ y haciendo tender € — 07,
N-1N-1 .
2M 1 20 : ne2 M2 M i
1 19<0’ 2M . 2) — L 2mik® M /N —2mikM /N —275219< 77) _
M 0(0 G +iE) = M e g 2 2 e (i
N-1N-1 . N-1 .
1 omik® M/N —2miktM/N o =M o EM i 1 2wik? M/N 1 v
L i e’ 1 22 19( ,7) = — i / 1 19(()7*)7
N ];) ; ¢ ¢ o & iNe?’ g2 N ];0 ¢ et g2
donde el ultimo paso se desprende de que los limites para ¢ € {1,..., N — 1} salen todos nulos,
_7rZ2JMQIQ

ya que la funcién g(z) = e N2 con £ > 0 pertenece a la clase de Schwartz por ser una
gaussiana, asi que

2,,2 y _ 2,2 2 2
— e (LM i) "2 Jim e~ e 19(64/[:6 ,i:CQ) =0
T—r00 iIN

debido al decrecimiento rapido de g.
Nos queda solo estudiar el comportamiento de 19(0, E%) cuando € — 07:

2

7 > —nn _L"éZ , 7 , _#TCU
o5) S F e £ o) T

nez\{0} =07 nez\{0}

xn2

1 I e =1
t 2, e =,
neZ\{0}

con las siglas TCU indicando que metemos el limite dentro del sumatorio gracias al teorema de
convergencia uniforme, que hemos podido usar porque como discutimos en la demostracion del
teoremalf2] T'(7) = ¥(z0, T) converge uniformemente sobre compactos en H = {7 € C : (r) > 0}
para cualquier zg € C fijo, y todos los nimeros de la forma i/, con € > 0, pertenecen a H. De
esta forma, concluimos que

N-1

2M 1 1.2 1
i 19(0,7 : 2) - = 2mik*M/N _ —G(M/N).
e\ Ty e N & ° N GM/N)

Como en nuestro argumento hasta ahora solo hemos supuesto que € > 0 y que M/N es una
fraccién irreducible con N € Zs>2, podemos reescribir el limite de arriba en el caso en el que
e=20/N,cond >0,y M/N=1/N, donde N € Z>2 es un valor prefijado:

1 , 20 2 4462 .20
SG(/N) = lim 719(0 +7)7 lfm 719(0

2 4i52)
2,0+ N "N N2 s—0+ N

+ 2 4i52)
N N2 )

2
- Nagr& 519(0’ N * N2
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con la segunda igualdad dada porque, al ser 2/N una constante positiva, 26 /N — 07 si y solo
si § — 0T. Asi, obtenemos finalmente que

2 476>
G(1/N) =2 lim  09(0, % + =77 )
a partir de donde podemos deducir una evaluacién explicita para G(1/N) si N € N es impar:
Proposicién 14 Dado N un nimero natural impar, entonces G(1/N) = v/ NemilN-1)%/8

Demostracién El caso N = 1 es trivial, ya que G(1/1) = 2™ 011 = 1 = /T¢m(1-1*/8 por
otro lado, para el resto de impares podemos hacer uso de la expresién en forma de limite a la
que hemos llegado arriba para G(1/N), que era vélida para N € Zx>a:

G(1/N) =2 tim 590, 0.2+ 400y Jim 6 - Ea I/Qﬁ(o,—ﬁzwg):

2(%)1/2 s, oY (Ov—ﬁiw) = VN(1+i) lim 590, —m%w

donde la segunda igualdad se deriva al aplicar del primer capitulo a la funcién 9 con la que
G{/N)
VN(1+4)"

Si ahora observamos que —N/4 es una fraccién irreducible por ser N impar, podemos concluir,
utilizando uno de los resultados del razonamiento previo a la proposicién, que

h’mg‘—>o+ 519_‘(0, *% + i62)’ tgmbién existg y vale M
la diferencia entre este limite y el anterior:

(16m 5)- ( lim (9(0,6”(—%1‘62)) —9(0,67”(_21\/]1162))>)7
d—=0+t 6—0+t

’ ﬂi(—Niz_Q) ’ m’(—N72_2) .
pero limg .o+ € 2N+4i52 ) — limg_,o+ € aN+4i6%/ = () y, tal y como vimos en la prueba del
teorema [2| 6 es holomorfa (y por lo tanto continua) en su segunda variable ¢ = €™ si (1) > 0,
de manera que

0 1) o) - B0 i,

y es igual a

estamos trabajando. En particular, existe lim;_,o+ 69(0, —ZNJJ\:%)

. De esta forma, tiene sentido hablar de

Solo nos queda, entonces, evaluar G(—N/4) para N € Z>9 impar:
3
N/4 — Ze 2mik? N/4 14+ e—27riN/4 + e—27‘riN _’_6—27'(7}9]\/'/4 —
k=0

o CdmiN o . . 2(1414) siN=3(4)
1+e 27TZN/4+1+€ 47T’LNe 27TLN/4:2+26 271'7,N/4:2 1+e TrlN/Q — =
( ) 2(1—i) siN=1(4)

G(1/N)  (1+9)G(-N/4) [i siN=3(4),
vN 4 )1 siN=1(4).

Como ya comprobamos en la demostracién del teorema [7| que ™V —1)?/8 og igual a ¢ si
N = 3 (4), mientras que vale 1 si N = 3 (4), finalmente escribimos, de manera més compacta,

que % = mi(N-1)%/8 para todo N € N impar. n

Con la evaluacién de las sumas de Gauss G(1/N), con N impar, hemos completado todos
los detalles de la prueba de la ley de reciprocidad cuadratica, apoyandonos para ello de forma
inesperada en las propiedades de la funcién 6.
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