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Resumen

Este trabajo estudia el tratamiento de senales desde una perspectiva matematica, centrandose
en herramientas como la Transformada de Fourier (discreta y continua), la Transformada Discreta
del Coseno (DCT), el muestreo de senales y los filtros FIR. En los primeros capitulos se presentan
los fundamentos teéricos, mostrando como las senales pueden analizarse mediante descomposiciéon
en frecuencias y cémo ciertas transformadas permiten representar y manipular la informacion de
manera mas eficiente. También se aborda el teorema de muestreo de Shannon, que garantiza la
reconstruccion de seniales a partir de muestras discretas bajo ciertas condiciones. En cuanto a los
filtros FIR, se estudia su implementacion y el fenémeno de Gibbs, ademés del uso de ventanas
como la de Hamming o Hann para suavizar oscilaciones no deseadas. En la parte final se introduce
la teoria de la informacién, incluyendo el concepto de entropia de Shannon y su aplicacién en
la compresiéon de datos mediante codigos binarios prefijo, con especial énfasis en los limites de
compresion establecidos por la entropia. El trabajo concluye con aplicaciones practicas como la
compresion JPEG y la tomografia, mostrando la relevancia de las matemaéticas en tecnologias
modernas.

Abstract

This thesis explores signal processing from a mathematical perspective, focusing on tools such
as the Fourier Transform (both discrete and continuous), the Discrete Cosine Transform (DCT),
signal sampling, and FIR filters. The early chapters present the theoretical foundations, illustrat-
ing how signals can be analyzed through frequency decomposition and how certain transforms
enable more efficient representation and manipulation of information. The work also discusses
Shannon’s sampling theorem, which ensures the reconstruction of signals from discrete samples
under certain conditions. Regarding FIR filters, it studies their implementation and the Gibbs
phenomenon, along with the use of window functions like Hamming and Hann to reduce undesir-
able oscillations. In the final part, the thesis introduces information theory, including Shannon’s
entropy and its application to data compression via binary prefix codes, with particular attention
to the entropy-based limits of compression. The thesis concludes with practical applications such
as JPEG compression and tomography, highlighting the importance of mathematics in modern
technology.
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CAPITULO 1
Analisis de Fourier discreto y continuo

Antes de nada, vamos a aclarar el término “sefiales” que aparece en el titulo. Para nosotros,
una senal serd simplemente una funciéon (por ejemplo, de {0,1,..., N} en C) que pensamos que
contiene alguna informacion relevante.

Fijemos también un par de cosas sobre la notacion.

» La primera es que usaremos la abreviatura e(z) para indicar >,

—

» La segunda es que (@,b) denotaré el producto escalar. Tomaremos (@, b) = >_ja;bj como
producto escalar usual en C™.

En esta primera seccién nos dedicaremos sobre todo a aspectos bésicos del anélisis de Fourier
discreto y continuo.

Una senal dada por N valores reales o complejos {xn}n o » por ejemplo, correspondientes a
diferentes instantes de tiempo, se puede representar como el vector ¥ = (zg, z1,...,TN—1)

Definicion 1. Se llama Transformada de Fourier Discreta, abreviada como DFT por sus
siglas en inglés, al vector

N A N . nm
DFT(%) = (%,31,...,@n-1)  con  Tpn=» :pme( _ W)
m=0
Sea el vector ¥, = ( (%) e (%) ~-ae((N;v1).n)> nos fijamos en {%p, ..., Un—_1}. Estudian-

do su producto escalar (@, ¥, ), podemos notar que se trata de una base ortogonal de C.

iy k:n = k:n k:m A
1.0.1 — Brk(m—n)
( ) (Uy U Z e e N —) e
k=0 k=0 k=0
Tenemos una suma geométrica en la que r = e(%), por lo tanto:
oL 1— 7,J\f 1— 627Ti(n—m) 1-1
<Un7 Um) = = =0.
1—r 1—r n;ém 1—r

—_



2 Analisis de Fourier discreto y continuo

Hemos visto que los vectores son ortogonales en CV. Ahora, si normalizamos los vectores:

e k:n kn 2mi
(1.0.2) (U, U ) e ) = Z o N k(n—n) _ p1
k=0 k=0

r

Se tiene entonces que 4, = ¥,/v N es una base ortonormal de CY, por lo tanto cualquier

vector & € CV se puede expresar como combinacién lineal de {, ..., #n_1}. Es decir, dado un
vector & = (zg,x1,...,2N—-1), podemos descomponerlo en términos de la base {,} como
N-1 N-1 N-1
. Zr 7 @ N Tm 1 (nm) 1 . (nm)
T = U, L) Um xn:E — —e(—) = — g TImel—),
VN +/ N N N
m=0 m=0 N VN m=0

que prueba el siguiente resultado, llamado féormula de inversiéon de la DFT.

Proposicion 1.1. Sea z un vector en CN, entonces

-1
- z:: gﬁne(%), con m=0,1,...,N —1.

Como acabamos de ver, podemos definir

1 N-—1 1 N—-1
:7Z£mﬁm € g’:izﬁmu
vIN \/Nm:0

m=0

Por lo tanto, su producto escalar teniendo en cuenta que los i, son ortonormales, es

Lo cual es exactamente la identidad de Parseval:

(#,5) =  (DFT(#), DFT(3).

Si tomamos ¥ = g/, obtenemos la identidad de Parseval para normas

N-1
S 1 R
17 = 5 D 1im|* = *IIDFT( o).

m=0

Al igual que los coeficientes de Fourier, las coordenadas de la DFT indican el contenido en
frecuencias. De cara a las aplicaciones hay dos inconvenientes menores. El primero es que si uno
parte de & € R en general DFT(Z) ¢ RY. Dependiendo del software disponible, esto puede ser
un problema. El segundo es mas sutil. Gracias a la igualdad e(%) = e("(N]\?m)), en la formula
de inversion Z,, y Tn—p, multiplican ambos a algo de frecuencia m/N, pues oscila m veces en
[0, N). Asi, subindices altos no implica frecuencias altas, lo cual es un poco lioso cuando uno

quiere filtrar seniales.

Estas dos dificultades se resuelven con una nueva transformada, algo menos importante que
la DFT, pero, también, ampliamente usada.



Definiciéon 2. La transformada de coseno discreta, abreviada por sus siglas en inglés DCT,
se define para ¥ = {x,}) -} € CN como

N-1
— AC AN ~ ™ 1
DCT(%) = (z§,75,...,@%_1)  con  3&= mzoxm cos (7(m n §)>_

En realidad la DCT es la DFT aplicada a una senal simetrizada para evitar la aparicion de
nimeros complejos y discontinuidades.

Dada una senal # € CV, sea y € C?N la sefial definida por Yn = xp 810 < n < N e
Yn = Ton_1-n Si N < n < 2N. Consideremos los subindices de 7, modulo 2N, por ejemplo, §_1
se define como oy _1. Se cumple

2N-1 i N-1 nms 2Nl m
= 3 wme( = 5 ) = X ome( = 5x) + X aav-rme( = 5y ) =
m=0 m= m=
N—-1 N-1 N-1
B nm n(2N —1—-m)\ nm n(m+ 1)
= X e = g) + L eme(— gy ) = Xomle(-g) +e (T )l
m=0 m=0 m=0

De aqui obtenemos lo siguiente:

PR n n(m + 3) n(m + 3)
i = 3 ame(g7) (- o) + ()] -
N-1 n ™ 1 n o\ __
= ey )2e0n (g (m + ) = 2¢(( 57 )75

= () 1N (2 )e(2m) 1 Nzl . (n(m+§>)
= — = — el — el — ) = —
Ym = 5N Yne\oN) T 2N n\UanN/)\aN) T N n IN
n=—N n=— n=—N
N—1 N—-1

En analogia con la DFT, a esta operacion sobre los Z¢ se le llama IDCT y entonces la férmula
de inversion afirma IDCT(DCT(Z)) = 7.

En la DFT Z,, y Zy_, daban ambas el contenido en la frecuencia n/N mientras que en la
DCT, z¢ representa el contenido en la frecuencia n/(2N), ahora si un n grande corresponde a
una frecuencia grande.

Veamos todo esto en un ejemplo practico. Consideremos las funciones

2 1 1

I IR R



Analisis de Fourier discreto y continuo

donde |z] indica la parte entera. La primera funcion es bastante suave en el intervalo [0, 59),
mientras que la segunda oscila unas 13 veces. La sefial & = {f(n) + 0,029(n)}2, € R* puede
considerarse como una perturbacién con ruido periédico de 8= {f(n)}>2 .

Se ha hecho un programa, que se muestra en B, en el cual se limpia la senal Z siguiendo el
procedimiento: Z — IDCT (H1o(Z)) donde Hio(Z) = (§, 5, . .., Z§,0,0,...,0).

Este procedimiento hace uso de la Transformada Discreta del Coseno (DCT). Este programa
toma la senal y la descompone en coeficientes de baja frecuencia (aquellos en los que la senal es
suave) y en coeficientes de alta frecuencia (donde la senal tiene oscilaciones). A continuacion, se
toman los 10 primeros coeficientes de la DCT, que son aquellos que contienen la mayor parte de
la informacién relevante de la senal, y se elimina el resto de coeficientes que es donde se producen
las oscilaciones. Por ultimo, aplicamos la formula de inversion de la DCT para recuperar la senial
libre de oscilaciones. Tras aplicar todo esto, nos queda la senal limpia, que es muy similar a s.

Sefal con Ruido x(n) Senal Filtrada IDCT(H, ;(x))

c o
o i N
e o
o = N

Amplitud

Amplitud

o

20 40 60

o

20 40 60

Figura 1.1: Senal limpia vs Senal ruidosa

Ahora, vamos a modificar el programa anterior, sustituyendo Hyg por Hy con 0 < k < 59.
Es decir, un nuevo programa en el que se mantengan los k primeros coeficientes de la DCT.
Queremos encontrar un rango aproximado de k para el cual la senal quede limpia de oscilaciones.
Para ello, vamos a tomar distintos valores de k y veremos como afectan a la limpieza de la senal.

Senal Filtradaconk =5 Senal Filtrada con k = 10 Senal Filtrada con k = 20

0.2 0.2 0.2

0.1 0.1 0.1

Amplitud
Amplitud
Amplitud

0 20 40 60 0 20 40 60 0 20 40 60
Senal Filtrada con k = 30 Senal Filtrada con k = 40 Senal Filtrada con k = 50

0.2 0.2 0.2

Amplitud

0.1 0.1 0.1

Amplitud
Amplitud

Figura 1.2: Comparacién de limpieza con diferentes k

Podemos observar que cuanto mayor es el valor de k, peor el la limpieza de la senial. El rango
o6ptimo de k para la limpieza de la senal parece estar entre 6 y 19. Esto se debe a que el ruido
estd contenido en los coeficientes de mayor indice de la DCT, mientras que la informaciéon més
importante de la sefial original esta en los coeficientes mas bajos.

Si tomésemos un k demasiado pequeno (k = 1,2), perderiamos detalles importantes de la
senal. Por el contrario, si k fuese demasiado grande, el ruido no se eliminaria del todo.



Estas transformaciones discretas en algunas aplicaciones se usan sobre sefiales muy largas,
con N grande, y se vuelve crucial llevar a cabo las operaciones de forma eficiente. En principio, el
calculo de Z,, requiere N multiplicaciones y como hay N valores de n, parece que nada nos libra
de al menos N? multiplicaciones para calcular la DFT. Sorprendentemente, hay un algoritmo
llamado FFT (por Fast Fourier Transform) que cuando N es una potencia de dos (un caso
importante) reduce enormemente esta cota.

El calculo directo de la DFT implica un nimero de operaciones proporcional a N2, lo que pue-
de ser tedioso para valores grandes de N. La FFT reduce este costo computacional a O(N log V),
utilizando una técnica conocida como “divide y venceras”. Esto hace que la FFT sea una herra-
mienta esencial en aplicaciones practicas.

El algoritmo parte del hecho de que los calculos en la DFT contienen redundancias que pueden
ser explotadas. Para un tamafio N que es una potencia de dos (N = 2%), el algoritmo divide
la senal en partes més pequenas, realiza la DFT en estas partes y luego combina los resultados
usando propiedades de periodicidad de las raices de la unidad y los llamados “factores de giro” o
twiddle factors. La relacion basica del algoritmo es:

N/2-1

Ty = Yno + efZWi”/Nynl donde y,; = Z xzmﬂe*?ﬂmn/(N/?), j=0,1.

m=0
Aqui, yno v yn1 representan sumas parciales de los datos de entrada, cada una calculada con
la mitad del tamafio original N/2. Este proceso se repite de manera recursiva hasta alcanzar el
caso base (N = 1). Gracias a esta descomposicion, el nimero de operaciones requeridas para
calcular la FFT se reduce drasticamente. Para (N = 2¥), el ntimero total de operaciones es
M(N) = 2N logy N, donde M(N) representa la cantidad de multiplicaciones necesarias. Este
cambio de O(N?) a O(Nlog N) es lo que hace a la FFT revolucionaria, permitiendo manejar
grandes conjuntos de datos con una eficiencia sorprendente.

Una vez que hemos visto el analisis de Fourier discreto, repasemos el continuo. Recordemos
que una funcién f que sea 1-periddica y que tenga regularidad suficiente, por ejemplo Lipschitz,
coincide con su serie de Fourier, esto es,

1
flx) = Z fne(nzx) con f, = /0 f(t)e(—nt) dt.

neL

Usando sumas de Riemann, este desarrollo de Fourier se puede ver como un limite de la
formula de inversion de la DFT cuando N — oo, aunque no lo haremos aqui.

Sea G(x) = g(9z/2) con g definida en (11), se tiene G(z) = |z — |z +1/2]| — 1/4 y es facil
ver que es 1-periddica y Lipschitz. Antes de calcular los coeficientes de Fourier, notemos que se
puede simplificar la funcién de modo que sea mas sencilla.

Si 0<z<1/2: |z+1/2]=0 = G()=z-1/4.
Si 1/2<z<1: |z+41/2|=1 = G)=|zr—1]-1/4=3/4—=.

Ahora nos queda lo siguiente:
1

1 1/2
fu= /0 f(t) e(—nt) dt = /O (t = 1/4) e(—nt) dt + /1 R/ Delmnt)dr
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Tras algunos célculos, esto conduce a

n

fn = (21)221

m4n

Dado que G(x) es impar y 1-periddica, el célculo de los coeficientes de Fourier lleva a términos
de senos y cosenos. Ademés, se observa que cuando n = 2k los términos de f,, se anulan. Esto
se debe a que la integral de una funcién impar multiplicada por una funcién par se anula al
evaluarse sobre un intervalo simétrico de un periodo. Por otro lado, para n = 2k+ 1, los términos
no se cancelan. Asi pues se deduce

oo [e.9]

B (2k+1)x cos(2m(2k + 1))
=2 fuelna) = Z k+ 12 Z k112

nez —0

El analogo de los coeficientes de Fourier para una funciéon f : R — C no periddica es la
transformada de Fourier definida mediante

- [ twe-godo

Esta integral tiene sentido (Lebesgue) para f € L'(R). La férmula de inversion
0o ~
— [ H@et-aede,
—0o0

recupera f a partir de f y es mas exigente con la regularidad. Es cierta para funciones de

decaimiento rapido, aunque modificando un poco el sentido de las integrales se puede extender
a L%(R) [6, §2.3].

Para series e integrales de Fourier, la identidad de Parseval es, respectivamente,

<f7 g> = <{fn}n627 {gn}n€Z> y <f7 g> = <f7 §>

donde el producto escalar de funciones es el habitual en L2, esto es, fol fg en el primer caso y
f_oooo fg en el segundo, y el de sucesiones es el de £2, esto es, el segundo miembro de la primera

igualdad significa ), Frndn.

Lema 1.2. La transformada de Fourier de f(z) = e~ con a > 0 es f(f) = a2 e

.. . _rm2 .
Observacion 1. La transformada de Fourier de e™™" es ella misma.

En el apéndice A se muestra la demostracion de este lema, que es un resultado que usaremos
mas adelante.



CAPITULO 2
Muestreo y fliltros FIR

Antes de digitalizar una sefial, es fundamental entender qué informacién se conserva cuando
tomamos solo ciertos valores de ella y como podemos controlar su contenido en frecuencias a
partir de estos valores. En este capitulo abordaremos estas dos cuestiones, que son clave en el
procesamiento digital de seniales.

El primer paso en este proceso es el muestreo, que consiste en registrar el valor de la senal
f : R — C en instantes espaciados regularmente en el tiempo. Si denotamos por v, la frecuencia
de muestreo, es decir, el nimero de muestras tomadas por unidad de tiempo, entonces esto
equivale a considerar la secuencia { f(n/ VS)}n ez A primera vista, podria parecer que al trabajar
con una cantidad discreta de valores estamos perdiendo informacién. Sin embargo, el teorema de
muestreo de Shannon, también conocido como teorema de Nyquist-Shannon, establece que, bajo
ciertas condiciones, es posible recuperar la senal original a partir de sus muestras.

Teorema (de muestreo de Shannon). Sean vs > 0 y f : R — C tal que el soporte de ]? estd
contenido en I = [—vs/2,v,/2], entonces

f(t) = Z f(n/vs)sinc(vst — n) con sinc(x) = ser;f;mc) sizx#0 y sinc(0) = 1.

Este teorema se basa en la propiedad de la funcién sinc de interpolar exactamente los valores
muestreados, garantizando asi la reconstrucciéon de la sefial original. Esto es, si una senal no
contiene componentes de frecuencia superiores a v/2, entonces no hay pérdida de informacion
en su reconstruccion. Conocer sus valores en los puntos n/vs es suficiente para determinarla
completamente en cualquier otro instante.

Demostracion. Bajo las hipdtesis del teorema, sea g la extension vg-periddica de J?restringida a
I. Es decir, g(z) = f(x — vsn) con un n € Z tal que |x — vgn| < vs/2. En primer lugar, vamos a
representar ¢g(§) como una serie de Fourier:

g(&) = che(nf/us), donde ¢, =v;! /Ig(:c)e(—nzv/us) dz.

neL



8 Muestreo y fliltros FIR

Como se tiene que g es una extension periddica de f restringida a I, en este intervalo g(x) =

f(az) Por lo tanto:
- Z (n/vs) /f (—nz/vs) dx.

n=—oo

A continuacion, usando la formula de inversion de Fourier (f(n/vs) f / e(nx/vs) dx),
y haciendo un cambio de n — —n, tenemos:

(2.0.1) g€ =v;t > fnfvs)e(—ng/vs).

~

Como sabemos, la formula de inversion es f(¢ ) = f f(&)e(t€) d€. Pero al tener f (5) soporte
(t€)

Je
en I, la integral puede restringirse a f(t) = [; f dé = [;g(€)e(tf) dg, y sustituyendo

(2.0.1):

0= [v S Fnfvale(—ngfvle(te) de = vt S fln/wa) [ ettt =npme) e

n=—oo n=—oo

Resolviendo esta integral se obtiene [;e((t —n/vs)€) df = vssinc(vst —n) y se concluye el
resultado. O

En la practica, la reconstruccién exacta de una senal mediante el teorema de muestreo de
Shannon requiere evaluar una suma infinita de términos sinc, lo cual no es posible directamente
en un ordenador. Para hacer una representacién computacional, es necesario aproximar la serie
por una suma finita. Una forma natural de justificar este truncamiento es observar que, si la
transformada de Fourier de la senal original f tiene su energia concentrada en un intervalo
acotado, los términos asociados a frecuencias fuera de ese intervalo serdn despreciables y no
afectaran significativamente a la reconstruccion.

Para ilustrar este punto, tomemos como ejemplo la funcion f(t) = e~™4)? Ep el capitulo

anterior se ha visto que su transformada de Fourier esté dada por f(f ) = %e‘”(é/ 4? Esta funcion
alcanza su maximo en £ = 0 con valor f(O) = % y decrece rapidamente a medida que [£] crece.
En particular, para |£| > 5, el valor de f(ﬁ) es mas de 100 veces méas pequeno que en su maximo,
lo que indica que el contenido en frecuencias de f fuera del intervalo [—5,5] es practicamente
despreciable. Por tanto, podemos aproximar ]‘"\por una funcion de soporte contenido en [—5, 5]
sin perder demasiada precision.

Aprovechando esta aproximacién, vamos a aplicar el teorema de muestreo de Shannon y
representar graficamente la reconstrucciéon de la sefial a partir de sus muestras discretas. En
particular, estudiaremos cémo la senal original puede ser recuperada a partir de sus valores
muestreados con distintas frecuencias de muestreo.

Primero, tomamos vy = 10. Dado que el contenido en frecuencias de f esta esencialmente
contenido en [—5,5], la hipotesis de teorema de Shannon se cumple de manera aproximada
para esta elecciéon de v,;. Por tanto, la reconstruccién mediante la interpolaciéon sinc deberia
aproximarse casi perfectamente a la senal original.



Ademas, exploraremos qué ocurre cuando se utilizan frecuencias de muestreo menores, eli-
giendo vs = 4,6,8. En estos casos, la condicién del teorema no se satisface de forma tan clara,
por lo que esperamos que la reconstrucciéon pierda precision. Comparando las distintas graficas,
podremos visualizar como la calidad de la reconstruccion empeora a medida que la frecuencia de

muestreo disminuye.

Reconstruccion con v =10

——— Funcion original
= = Reconstruccion

0.8

06

0.2

02 L L L L L L L L |
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 03 0.4 05

(a) vs =10

Reconstruccién con v, =6

= Funcion original
= = Reconstruccion

0.8

0.6

0.2

02 L L L L L L I I I
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05

(c)vs=6

Figura 2.1: Reconstrucciones de f(t) =

Ahora consideramos la funcion f(t) = e~

Reconstruccion con v, =8

——— Funcion original
= = Reconstruccion

(b) VS = 8
Reconstruccién con v, =4

——— Funcion original
= = Reconstruccion

(d) vs =4

e—7r(4t)2

cos(4mt), que tiene una forma similar a la que

acabamos de analizar. Sin embargo, al aplicar el teorema de Shannon con vy = 10, observamos
que la reconstruccién no es tan precisa como en el caso anterior. En cambio, al aumentar la
frecuencia de muestreo a v, = 14, la aproximacion vuelve a ser practicamente idéntica a la senal

original.

Para comprender mejor por qué ocurre esto, calculemos la transformada de Fourier de f(t).
Podemos usar la propiedad de modulacion en la transformada de Fourier: si h(t) = g(t) cos &y,

entonces su transformada de Fourier es /ﬁ(f)

%[5(5 — &) +9(&+ 50)}. Aplicando esto con

g(t) = e ™4)* y £ = 4, obtenemos f({) = [e_”(5_4)2/16 + 6_“(5+4)2/16]/2.
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Este resultado nos dice que, en comparacion con el caso anterior, la energia de f(¢) en el
dominio de la frecuencia ya no estda concentrada en torno a £ = 0, sino que se ha desplazado
hacia £ = 44. Por ello, la condicion [£| < 5 que usdbamos antes ya no es suficiente para asegurar
que la sefial esté bien definida dentro de un intervalo de ancho v4/2 = 5 cuando v; = 10. En
cambio, al aumentar la frecuencia de muestreo a v; = 14, el ancho permitido es 7, lo que hace
que la reconstruccion vuelva a ser precisa.

Reconstruccién con v =10 Reconstruccién con v =14

——— Funcion original ——— Funcion original
== = Reconstruccion = == Reconstruccion

02 L L L L L L L L L )

-0.5 -0.4 03 -0.2 -0.1 0 01 0.2 03 0.4 05

(b) vy =14
Figura 2.2: Reconstrucciones de f(t) = e~ ™49 cos(4mt)

Para simplificar, en lo que sigue vamos a considerar que la frecuencia de muestreo es vy = 1;
es decir, evaluamos la sefial en los nimeros enteros. Ademas, trabajaremos en el caso en el que la
senal f(t) admite una representacion en serie de Fourier, la cual es valida bajo ciertas condiciones
de regularidad o periodicidad. Por lo tanto, en nuestro caso, una senal f(¢) se puede expresar
como una suma de exponenciales:

F6) =Y aye(vt),
veF
donde F es un conjunto discreto de frecuencias.
En este contexto, la modulacién de frecuencias se entiende como el proceso de modificar cada

coeficiente a, en la expansion de Fourier, es decir, multiplicarlo por un factor b, que depende de
la frecuencia v. Asi, al aplicar un filtro lineal (o multiplicador), la sefial se transforma en

F(E) — ) ay by e(vt).

veF

En ingenieria, los filtros FIR (Finite Impulse Response) [21] son de gran importancia. Estos
filtros se definen a través de su funcion de transferencia

H(z)= Z hy 27",
keZ

donde los coeficientes hy tienen soporte finito (existe un N tal que hy = 0 para |k| > N). La
funcion H (z) describe el comportamiento del filtro en el dominio z. Cuando se evaltia en z = e(v),
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se obtiene la respuesta en frecuencia del filtro, lo que nos permite relacionarla con la modulacién
de frecuencias b, = H(e(v)).

Si aplicamos el filtro a la senal, obtenemos:

F6)— S a, (Z hi, e(—ku)) ewt) =3 hp Y aye(u(t - k).

veF kEZ kEZ veF

Ahora, al considerar la senal muestreada, definimos z,, = f(n), es decir, los valores de la senal
en los enteros. Del mismo modo, denotaremos por y,, la senial filtrada en esos puntos. Evaluando

en t = n, obtenemos:
Yn = Z hy Z aye(v(n—k)).
k€EZ veF

Dado que la suma interna es precisamente la expresion de f(n — k) = x,_, podemos escribir:

Yn =D hkTn k.

keZ

Con esto, hemos comprobado que cuando muestreamos la senal, es decir, tomamos los valores
xn = f(n) para n € Z, el efecto de aplicar un filtro FIR se traduce en

Tp = Yn = th Tn—k,
kEZ

lo que se conoce en mateméticas como una convolucidén discreta.

Uno de los filtros mas fundamentales en el procesamiento de senales es el filtro paso bajo,
diseniado para eliminar las frecuencias superiores a un cierto umbral, la frecuencia de corte 0 <
Ve < 1/2. Idealmente, un filtro de este tipo deberia cumplir que, al aplicarlo a la senal x,, = e(vn),
se conserve x,, cuando |v| < v, mientras que se anule para v, < |v| < 1/2.

La respuesta al impulso h; de un filtro se obtiene a partir de su funcién de transferencia
H(e(v)) mediante la formula para los coeficientes de Fourier:

1/2
hy = H(e(v)) e(vk) dv.
~1/2

Para un filtro paso bajo ideal, la funcién de transferencia se define como la funcién caracte-
ristica del intervalo [—v,, v.], es decir, H(e(r)) = 1 para |v| < v.y H(e(r)) = 0 en el resto del
dominio. Sustituyendo esto en la integral, obtenemos:

hy = / ) e(vk) dv = 2u,sinc(2v.k).

—Ve

Dado que la funcién sinc no se anula exactamente para K # 0, el filtro resultante tiene una
cantidad infinita de coeficientes hj no nulos. Esto contradice la definiciéon de los filtros FIR, que
requieren que solo un nimero finito de coeficientes sean distintos de cero, es decir, que exista un
entero N tal que hy = 0 para |k| > N.
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Para analizar mejor esta situacion, consideremos la funcion periodica p(x) de periodo 1 que
toma el valor 1 en (—v¢, 1) y 0 en el resto del intervalo [—1/2,1/2] (con |v| < 1/2). Su serie de

Fourier es
o0

p(x) = 2v, Z sinc(2v.k) e(kx).
k=—00
Comparando con la expresion obtenida para hy, vemos que si definimos los coeficientes del filtro
como hy, = 2v,sinc(2v.k) para k € Z, la funcion de transferencia del filtro FIR queda expresada

como
00

o
H(e(v)) = Z hi e(—vk) = 2v, Z sinc(2v.k) e(—vk).
k=—o00 k=—o00
Esta es precisamente la serie de Fourier de p(z), lo que confirma que al elegir los coeficientes
del filtro FIR de esta forma, se obtiene un comportamiento en frecuencia equivalente al del filtro
paso bajo ideal.

El problema se reduce a determinar unos coeficientes hy que satisfagan aproximadamente
N
(2.0.2) H(e()) = > hpe(—vk).
k=—N

Por lo anterior, para N = oo, se obtiene la solucion exacta con hy = 2v,sinc(2v.k). Cabria
entonces esperar que si N es grande, obtendremos una buena aproximacién con esta eleccion.
Sin embargo, el famoso fendmeno de Gibbs implica que esto no es exactamente asi: por grande
que sea N, siempre se obtiene un pico que alcanza una altura ligeramente mayor que 1,08,
aproximadamente un 9% del maximo de la funcién caracteristica que queremos aproximar.

Vamos a dibujar las graficas en v € [0,1/2] de (2.0.2) para N = 20, 30 y 40 con hy =
2v, sinc(2v.k) cuando v, = 1/4, corroborando lo dicho sobre el fenémeno de Gibbs. Se limitara
el eje Y a[0,8,1,2] y el eje X a [0,1/4] para apreciar mejor el tamano del maximo.

Aproximacion FIR del filtro paso bajo, N = 20

Aproximacion FIR del filtro paso bajo, N = 30 Aproximacion FIR del filtro paso bajo, N = 40

(a) N — 2 (b) N = 30 (c) N 10

Para suavizar el efecto de Gibbs, se aplican ventanas. Esta técnica consiste en introducir
un conjunto de coeficientes wy que se anulan en el intervalo |k| > N y que se multiplican
por los coeficientes ideales hj, que, en teoria, requerirfan un namero infinito de términos para
obtener el filtro exacto. En nuestro caso, se define la respuesta al impulso modificada como
hy, = 2vewy, sinc(2v:k).
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Si no se aplica ninguna modificacion, es decir, si se toma wy = 1 para |k|] < N, se esta
utilizando lo que se conoce como wventana rectangular. En contraste, en la préctica se utilizan
ventanas mas sofisticadas que ayudan a reducir las oscilaciones producidas por el fenémeno de
Gibbs. Dos de las ventanas més utilizadas en ingenieria son la ventana de Hann y la ventana de
Hamming que responden, respectivamente, a las férmulas

1 1 wk 25 21 wk
wk:§+§cos(ﬁ> y wg = %—F%cos(N) para |k| < N.
Estas ventanas suavizan la transicién en la respuesta al impulso y reducen las oscilaciones inde-
seadas, mejorando asi la aproximacién al filtro paso bajo ideal.

Comparacion FIR vs Ventana de Hann Comparacion FIR vs Ventana de |

Filtro FIR Filtro FIR
Ventana de Hann | | 115k Ventana de Hamming| |

1.15F l

H(e(»))
H(e(»))

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
v v

(a) Ventana de Hann (b) Ventana de Hamming

Figura 2.4: N = 30

Imaginemos que tenemos un filtro lineal ideal que se expresa exactamente mediante ciertos
coeficientes hj. Hasta ahora, hemos considerado el caso particular de un filtro paso bajo, pero el
mismo enfoque es aplicable a otros tipos de filtros. Queremos aproximar este filtro ideal mediante
un filtro FIR, es decir, considerando un nimero finito de coeficientes V. En este caso, buscamos
que

N 0
Z hywyg e(—vk)  se parezca a Hoo(v) = Z hi e(—vk).

k=—o00

En general, la aplicacién de una ventana no solo limita el ntimero de coeficientes considerados,
sino que también modifica la respuesta en frecuencia del filtro. La siguiente proposicién nos
muestra como la version truncada Hy(v) se relaciona con el filtro ideal Ho(v) mediante una
convolucién en el dominio de las frecuencias.

Proposicion 2.1. Sean Hy, y Hx como antes con wy una ventana de soporte |k| < N, se

cumple
1/2 N
Hy(v) = / Hoo(v =t)W(t)dt — donde W(t)= > wye(—kt).
—1/2 k=_N

Demostracion. Sustituimos la expresion Hoo(v) por Hoo (v — t):

Hy (v —1) Zhle (v —t)l).

l=—0
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A continuacién, multiplicamos esta expresion por W (t) y tomamos la integral:

1/2

1/2 o0 1/2
Hoo(u—t)W(t)dt:/ > he(—vl)e(t) W(t)dt = hle(—m)/ e(tl) W (t) dt.

—1/2 -1/2 77 I=—c0

Si sustituimos W () por su definicion en la integral, tendremos

1/2

1/2 N N
/ ) 3 wee(—ktydt= 3 wy / e((1 - K)t) dt.
k=—N

~1/2 P — ~1/2

Usando la propiedad de ortogonalidad de las exponenciales en [—1/2,1/2] se tiene que la
integral se anula siempre que [ # k y vale 1 cuando [ = k. Por tanto,

1/2

N
Hyo(v —t)W(t)dt = > hpwpe(—vk),
—1/2 k=—N

que es precisamente la definicion de Hy (v). O

Para que la aproximacién sea buena, es importante que W tenga ciertas propiedades. En

particular, nos interesa que satisfaga fiﬁQ

esto ocurre, la integral f_IﬁQ Ho (v — t)W(t) dt sera aproximadamente igual a Hoo(v), logrando
asi una buena aproximacion.

W =1y que esté concentrada alrededor del origen. Si

. . r1)2 .
Esta condicion de normalizacion f_{ /2 W =1 se cumple para las tres ventanas consideradas.
Sin embargo, el problema de la ventana rectangular es que W esta demasiado dispersa, lo que
introduce oscilaciones no deseadas en Hy (v).

A continuacion, representamos graficamente la funcion W (t) con N = 40 para las ventanas
rectangular, de Hann y de Hamming. Estas graficas ilustran cémo la ventana rectangular pro-
duce una funciéon W (t) mas extendida, mientras que las ventanas de Hann y Hamming logran
concentrar mejor su ‘masa’ cerca del origen, reduciendo la dispersién y minimizando los efectos
indeseados en la aproximacion del filtro FIR.

Ventana , N = 40

Ventana de N =40

(a) Ventana regular (b) Ventada de Hann (¢) Ventana de Hamming

Figura 2.5: N =40



CAPITULO 3

Teoria de la informacion

Cuando se habla de informacion, es probable que se piense en la cantidad de conocimiento
que obtenemos al observar un evento o recibir un mensaje. Si algo es completamente predecible,
no nos aporta informacién nueva; en cambio, si el resultado es dudoso, al observarlo reducimos
nuestra incertidumbre y obtenemos informacion.

Claude Shannon, en su famoso articulo [12], buscé una manera formal de medir esta incerti-
dumbre. Su idea era encontrar una funcién que cuantificara cuanto “desorden” hay en un conjunto
de eventos posibles y, en consecuencia, cuanto podemos aprender de ellos. A esta medida la llamo
entropia. Demostro el siguiente resultado, que indica que solo hay una forma de definirla a partir
de unas propiedades bésicas.

Teorema (Teorema de Shannon). Sea H una funcion definida sobre distribuciones de probabi-
lidad finitas (p1,...,pn), conp; >0y Z?lej =1, que satisface las siguientes propiedades:

i) Continuidad: H es continua respecto a las probabilidades p;.
1

n:

it) Monotonia: La sucesion {n(n)}s,, donde n(n) := H (

1 .
n=1s . 5), es creciente.

iii) Aditividad: Para cualquier aj €>o con Z§:1 a; =n, se cumple:

n

k
g (™ Ak Y0
nn) = H (2 %) £ 3 n(ay).
J=1
Entonces, existe una constante K > 0 tal que:

n
(3.0.1) H(pi,...,pn) = —K Y _pjlogp;.
j=1

En particular, si se toma K = 1/log2, se obtiene la expresion cldsica en bits:

n
H(p,...,pn) ==Y _p;logsp;.
j=1

15
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La continuidad, nos dice que pequenos cambios en las probabilidades generan pequenos cam-
bios en la entropia. La segunda propiedad es natural porque méas opciones generan maés incerti-
dumbre. La aditividad dice que si una eleccién se puede descomponer en varios pasos, la entropia
total es la suma de las entropias de cada paso.

Demostracion. Sea H una funcién que cumple las tres propiedades del enunciado. Sea n(n) :=

H (%, ey n) Aplicamos la propiedad de aditividad a una particiéon uniforme: supongamos que
n = km, y tomamos a; = m para todo j = 1,..., k. Entonces:
1 £
) = 1 (oeees ) + 2 0 =008 + o)
7=1

Es decir, n(km) = n(k)+n(m). Ademas, como 7n(n) es continua y creciente por hipotesis, el tinico
tipo de soluciones posibles son de la forma n(n) = K logn para alguna constante real K > 0y
logaritmo en base arbitraria.

Supongamos ahora que tenemos una distribucién de probabilidad dada por fracciones: p; =
Shconaj €Z>0y >~ aj = n. Por la propiedad aditiva, se cumple:

%

M»

nn) = H (..., %) +

n n

Jj=1

Sustituyendo n(n) = Klogn y n(a;) = K log a;, obtenemos:

k k
ai ay, a; a; a;
H(— ) Klogn—S"Y%Kloga;, = -k S 41 (J)
n n o8 Z 08 ]Z:; n B\

7j=1
Esto es:
H(pi,...,px) = —KZPJ log p;.
7=1
Sea (p1,...,pn) una distribucion de probabilidad con nimeros reales. Dado que los racionales

son densos en los reales y H es continua, podemos aproximar cada p; por una sucesién de
racionales. Entonces:

n n
Hpy,ooopa) = lim Hp{™,..p(M) = 1im | =K > pi™ logp{™ | = K " p;logp;.

m—»00
J=1 J=1

Por tanto, toda funcion H que cumple las tres propiedades debe tener la forma:

H(py,...,pn) = =K Y _pjlogp;.
j=1

Si ademas tomamos K = 1/log 2, se obtiene la entropia en bits que indica el enunciado. ]
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La teorfa de la informacién, desarrollada por Shannon, busca determinar hasta qué punto
se puede comprimir un mensaje sin perder informacion. Para ello, se considera un espacio de
probabilidad S = {s1, s2, ..., s,}, donde cada simbolo s; tiene una probabilidad p;, cumpliendo
> ;pj = 1. La entropia H (S) mide la cantidad de informaciéon presente en la distribucion de
probabilidades de S.

Para transmitir estos simbolos de manera eficiente, se utilizan cddigos binarios prefijos. Estos
son funciones C' : § — B donde B es el conjunto de cadenas finitas de bits (listas de ceros
y unos) tal que ningtin C(s;) sea “prefijo” de un C(s;), es decir, no existe ¢ # j tal que C(s;)
comience con C(s;). Esta propiedad garantiza que la codificacion sea tnica y descifrable sin
ambigiiedades.

Por ejemplo, si se asignan los codigos C(a) = 1011 y C(b) = 010, entonces la secuencia
C(a,b) = C(ab) se codifica como 1011010. Si la condicién de prefijo no se cumple, pueden surgir
problemas en la decodificacion. Por ejemplo, si C(a) = 0, C(b) =1 y C(c) = 01, no se cumple
la condicion de prefijo porque C(a) es prefijo de C(c) = 01 y no sabriamos si 101 significa bc o
bab.

Estos codigos prefijo cumplen que C' : SN — B es inyectiva porque cada secuencia de N
simbolos en SV se codifica de manera tnica en una cadena de bits, sin posibilidad de que dos
secuencias distintas produzcan el mismo codigo.

Esto se debe a la propiedad de prefijo: como ningin coédigo es prefijo de otro, al leer una
cadena de bits de izquierda a derecha, podemos identificar cada simbolo de manera tnica sin
ambigiiedad, garantizando que la codificacion es reversible y que no hay dos secuencias de SN
que correspondan a la misma cadena en B.

Ademas, las imagenes de C para distintos valores de N son disjuntas porque las cadenas de
bits generadas por secuencias de diferente longitud nunca se confunden entre si.

Por esta razon, los codigos prefijo permiten siempre recuperar la secuencia original sin nece-
sidad de separadores entre los codigos y garantizan una decodificacién tinica y sin errores.

Si bien existen co6digos descifrables que no cumplen la propiedad de prefijo, se puede demostrar
que, en cierto sentido, siempre es posible transformarlos en c6édigos prefijo sin perder la capacidad
de descifrado. Para simplificar la exposicion, a partir de este punto se utilizara el término codigo
como sinénimo de cédigo binario prefijo. Ademas, vamos a suponer que todas las probabilidades
cumplen p; # 0, ya que no tiene sentido asignar codificaciones a simbolos que nunca aparecen
en el mensaje.

Definicion 3. Dado un codigo binario prefijo C : S — B, se define la longitud de una cadena
de bits como el numero total de bits que contiene. Para denotar esta cantidad, utilizamos la
notacion |z|, donde x es una secuencia de bits. Por ejemplo: |110| = 3, |01] = 2.

Definicion 4. La longitud media de un cédigo mide el numero esperado de bits utilizados para
representar un simbolo del conjunto S. Se define como:

)

L(C) = p;|C(sy)
j=1
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donde p; es la probabilidad de aparicion del simbolo sj, y |C(s;)| es la longitud de su codificacion
en bits.

De manera andloga, si consideramos la codificacion de secuencias de longitud N en SV, la
longitud media del cédigo en SN se define como:

LN(C): Z pjl'“ij‘C<Sj17"'7SjN)|'
Jiyejn=1

Estas definiciones tienen sentido porque la longitud de una secuencia codificada depende de
la suma de las longitudes de los c6digos de sus elementos, teniendo en cuenta con qué frecuencia
aparece cada secuencia. Dicho de otra manera, los simbolos que aparecen mas a menudo influyen
mas en la longitud media del codigo.

Estos conceptos de longitud y longitud media seran fundamentales en el estudio de la com-
presion de datos, ya que nos ayudan a medir qué tan eficiente es un coédigo en términos de la
cantidad de bits necesarios para transmitir la informacion.

Supongamos que tenemos el conjunto de simbolos S = {a,b,c} con p; = %, Py = p3 = %.
Consideremos tres posibles codigos para representar estos simbolos en binario:

al|b]|c a|b|c alb | c
C|100]|01]10 cC’'l10(0]11 cC"lo|10]11

El codigo C es el més directo, ya que asigna a cada simbolo un niimero consecutivo en binario
con la misma cantidad de bits. Sin embargo, este método no es 6ptimo porque no tiene en cuenta
la frecuencia de los simbolos: todos tienen una representacién de la misma longitud, a pesar de
que a es mucho méas comun que by c.

Los codigos C" y C” son mas eficientes porque asignan representaciones méas cortas a los
simbolos més frecuentes. En particular, C” es el mejor de los tres, ya que da la codificacion
més corta al simbolo més frecuente (a), lo que reduce la longitud media total del codigo. Este
principio es la base de la compresiéon de datos: al reducir la cantidad de bits usados para los
sfmbolos mas comunes, se disminuye el tamano total del mensaje, logrando una representaciéon
més eficiente de la informacion.

Un calculo muestra L(C) = 2, L(C") = 7/4, L(C") = 3/2 corroborando L(C) > L(C") >
L(c".

El problema central en la compresién de datos es encontrar una codificacién que minimice
la longitud media de los mensajes, garantizando que la informacién se represente de la manera
més eficiente posible. Shannon estableci6 limites fundamentales para la compresiéon, aunque la
soluciéon exacta a este problema fue desarrollada mas tarde por Huffman. Estos limites, conocidos
en inglés como el source coding theorem (teorema de codificacion de fuentes), establecen cotas
superior e inferior para la longitud media de cualquier coédigo 6ptimo.

Teorema 3.1. Sea S como antes y H(S) la entropia asociada a sus probabilidades, entonces
H(S) <ming L(C) < H(S) + 1 donde el minimo es sobre todos los cédigos C' definidos en S.
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Un resultado atin més preciso se obtiene al considerar secuencias de longitud NV en lugar de
simbolos individuales. En este caso, la longitud media de un cédigo 6ptimo definido sobre SV
sigue la relacion:

Corolario 3.2. Para cualquier N € Z se tiene NH(S) < ming Ly (C) < NH(S)+ 1 donde el
minimo es sobre todos los codigos C definidos en SN . En particular, cuando N tiende a infinito,
N~'ming Ly(C) — H(S) .

Si calculamos la entropia de S = {a, b, c} con p; = %, P2 =p3 = %, se tiene

1
2

1
4

3
L 1 1.1 3
H(S) = ; pj logy pj = *510g2 - 110g2 - ZlOgQ 1=
que es exactamente igual que la longitud media de C”| es decir, H(S) = L(C"). Por lo tanto,

segin el teorema 3.1 este codigo tiene la minima longitud media posible.

A continuacion, vamos a considerar un ejemplo numérico que muestre el significado de estos
resultados. Supongamos que tenemos un fichero con un texto muy largo compuesto tnicamente
por dos caracteres, A y B, que aparecen aleatoriamente con frecuencias del 80 % y 20 %, respec-
tivamente. Es decir, el conjunto de simbolos es S = {A, B} con p; = 0,8 y ps = 0,2. La entropia
de esta fuente es aproximadamente 0,72 bits por simbolo.

En la préctica, los ordenadores suelen codificar cada letra con 8 bits, por lo que un texto
de T letras ocuparia 8T bits. Si codificamos cada letra de forma individual con la asignaciéon
natural C(A) =0y C(B) = 1, todo el texto ocupara T' bits en memoria, lo que significa que la
longitud media del codigo es L(C') = 1 bit por simbolo, que cuadra con los limites establecidos
por el teorema 3.1.

Ahora, si agrupamos los caracteres en bloques de longitud N, el texto se divide en T/N
bloques. Segun el corolario, con un cédigo adecuado cada bloque se representaré con una longitud
entre 0,72N y 0,72N + 1 bits. Por lo tanto, el tamano total del texto estara entre 0,727 y
(0,72 + 1/N)T bits. A medida que N crece (y T es lo suficientemente grande para que tenga
sentido el promedio), el limite de la longitud media por simbolo se aproxima a 0,72 bits, lo que
demuestra que la entropia determina el factor 6ptimo de compresion.

Segtin el esquema planteado, vamos a escribir un programa que genere un texto de 10°
caracteres, compuesto tnicamente por las letras A y B aleatoriamente con frecuencias del 80 %
y 20 %, respectivamente.

Al analizar las propiedades del archivo generado, observamos que su tamaifio es de 10% bytes,
lo que equivale a 8 millones de bits. Sin embargo, al comprimir el fichero utilizando el formato
ZIP, su tamaifo se reduce aproximadamente a 135.000 bytes, es decir, poco més de 1 millén de
bits. Este resultado concuerda con el Corolario 3.2, ya que la cantidad de bits utilizada después
de la compresion sigue siendo mayor que 10°H (S) bits, donde:

109H(S) = 10° x 0,72 = 720,000 bits.

Si modificamos el programa para generar un texto de 10° caracteres, pero esta vez compuesto
por 10 caracteres diferentes, cada uno con probabilidad 1/10, veremos que el archivo comprimido,
se acerca atin mas a los 109 H(S) bits.
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Este resultado se debe a que la entropia del sistema es mayor en este caso, ya que al tener los
10 caracteres la misma probabilidad, la incertidumbre sobre qué simbolo aparecerd es méaxima.
En términos de la teoria de la informacion, esto implica que la cantidad minima de bits necesarios
para representar el mensaje también serd mayor, y la compresion reflejara mejor el limite tedrico
establecido por la entropia.

Ahora, vamos a ver por qué el corolario 3.2 es, en efecto, un corolario directo del teorema 3.1.
Para ello, basta ver que la entropia H(S™) es simplemente N veces la entropia de un simbolo
individual, es decir, H(S") = NH(S). Empecemos recordando la defincion de la entropia de
SN

n

H(SN) == > pjy--pin 1082(Djs - Pin);
JiyiN=1

que aplicando propiedades de los logaritmos y reordenando los sumatorios queda

n

N N n
H(SN):— Z Djr - - Djn Zlongjl:—Z Z Dj, - --Djn 108o Dj,-

J1seeJN=1 =1 =1 j1,....jNv=1

A continuacién, simplemente vamos a fijar un simbolo s, y vamos a considerar el coeficiente
de log, pm, en la suma. Esto es, para cada [ consideramos todos los términos en los que j; = m.
La suma interna es:

n N N1
> iy =pm(d_p)" =pm
Ji,-njn=1 j=1
Ji=m

Esto se cumple para cada [ de las N posiciones que hay, por lo que la suma en [ de las cantidades
de la izquierda es Np,.

Finalmente, si sustituimos en la definicién de entropia, se tiene

N
H(SY)=—=>" Npplogypm = NH(S).

m=1

Por ultimo, haremos la demostraciéon del teorema 3.1, para la cual ultilizaremos el siguiente
resultado:

Lema 3.3 (Desigualdad de Kraft). Dado un cddigo sobre S = {s1,...,sn}, las longitudes de las
codificaciones l; = ‘C(sj)‘ satisfacen Z?:l 27l < 1. Reciprocamente, dados lj € Z" cualesquiera

que verifiquen esta desigualdad, siempre existe un cédigo C' tal que l; = ‘C(sj)’.

Demostracion. Un c6édigo binario prefijo puede representarse mediante un arbol binario, en el
que cada simbolo del alfabeto se asocia a una hoja del arbol. En esta representacion, cada bit de
un cédigo indica un paso en el recorrido desde la raiz: por ejemplo, un 0 puede corresponder a
un movimiento hacia la izquierda, y un 1 a un movimiento hacia la derecha. Dado que se trata
de un codigo prefijo, ningin codigo asignado a un simbolo es prefijo del cédigo de otro. Esto
significa que, al recorrer el arbol, cada camino desde la raiz hasta una hoja corresponde a un
anico simbolo y no se superpone con los caminos de otros simbolos. Como resultado, el drbol es
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completo, lo que garantiza que la decodificacién pueda realizarse de forma inmediata leyendo los
bits uno a uno hasta alcanzar una hoja del arbol.

El namero total de nodos en cada nivel k& de un arbol binario es, como méximo, 2¥. Cada
codigo de longitud I; se encuentra en el nivel /; del arbol. Esto significa que, al asignar cédigos
a los simbolos, estamos ocupando cierto nimero de hojas en distintos niveles del arbol binario.
Cada codigo de longitud /; ocupa exactamente una hoja en el nivel /;. Como hay un maximo de
2l posiciones posibles en el nivel l;, podemos interpretar 2in=li como las posiciones que ocupa
cada codigo de longitud /; dentro del arbol. Si el codigo es prefijo, ninguna otra secuencia puede
ocupar las hojas descendientes de un cédigo ya asignado, lo que implica que la cantidad total de
nodos ocupados no puede ser mayor que la cantidad de nodos disponibles en el nivel /;. Es decir,
la cantidad total de hojas utilizadas debe ser menor o igual que 2/

n n
Z o=l < oln Zz—lf < 1.
j=1 j=1

Ahora, veamos el reciproco. Si se nos da un conjunto de longitudes i1, s, ..., 1, que cumplen
2?21 27l < 1, entonces es posible construir un codigo prefijo con esas longitudes.
La idea de la construccién es sencilla:

1. Ordenamos los simbolos segiin sus longitudes [;.

2. Escogemos la primera palabra del codigo en el nivel l1, que corresponde a seleccionar un
nodo en el nivel [ del arbol. Como estamos construyendo un cédigo binario prefijo, todas
las palabras que comienzan con este nodo quedan excluidas. En total, eliminamos 2»—h
hojas de las disponibles en el nivel [;.

3. Buscamos el siguiente nodo disponible en el nivel Il y lo seleccionamos como la segunda
palabra del co6digo. Como antes, eliminamos el subarbol que tiene este nodo como raiz, lo
que bloquea otras palabras que compartirian este prefijo. Esto eliminaria 2272 hojas mas.

4. Continuamos este proceso hasta elegir la n palabras del c6digo, asegurandonos de que cada
eleccion elimine 2~% hojas del nivel mas profundo.

Inicialmente, el arbol tiene un total de 2i» hojas en el nivel I,, y durante el proceso, eliminamos

un total de Z?Zl 2in=l; Como esta suma es menor o igual a 2! por la hipotesis de Kraft, siempre

habra suficiente espacio en el arbol para asignar los codigos sin que uno sea prefijo de otro. [
Demostracion teorema 3.1. Consideremos la funcién

n
F(z1,...,zn) = —ijlogng.
j=1

Esta funcion representa el valor esperado de —log, x; bajo la distribucion p;. Vamos a minimizar
F(z1,...,z,) en el conjunto

S = {fe (0,1)™ : zn:xj = 1}.
j=1
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Para ello, usaremos los multiplicadores de Lagrange. Definimos la funciéon de Lagrange:
n n
j=1 J=1

Derivamos con respecto a z; e igualamos a cero:

oL 1 D
= —D,; )\: )\: J .
P xjlog2 + 0 - xjlog2

Esto debe cumplirse para todos los valores de j, lo que implica que el cociente % es constante
J

para todos los j. Es decir, existe una constante C' tal que z; = Cp;. Para encontrar C', usaremos

la restricciéon S:

il‘jzl = icpjzl = (C=1.
j=1 Jj=1

Se obtiene entonces que el minimo de F(z1,...,x,) en S se alcanza para z; = p;, es decir, en

Recordemos que, dado un codigo binario prefijo con n simbolos, denotamos por /; la longitud
del codigo asignado al simbolo j. Es decir, /; indica el nimero total de bits que contiene un
codigo.

Definamos o = (Z?:l 2_lj)_1, como el minimo se alcanza en (p1,...,p,), sabemos que

H(S) = F(plv' : apn) < F(Q_ZIO',. . .,2_l"o‘)_

Como o < 1, por propiedades del logaritmo y de la funcion F(xq,...,x,), se cample que:
n n
F2ho,...,27 o) <270, 27 =Y Tpjlogy 27h =Y pjly = L(C).
j=1 J=1

Por lo tanto, hemos obtenido la cota inferior del teorema, H(S) < L(C'). Ahora, vamos a obtener
la cota superior L(C) < H(S) + 1.

Para cada j, elegimos [; como un entero que satisface la desigualdad —logyp; < l; < 1 —
log, pj. Esto implica que —I; < logyp; y, a su vez, 27l < pj. Sumando sobre todos los j,

obtenemos:
n n
)DL SRS
j=1 j=1

Por el lema 3.3, esto nos garantiza la existencia de un cédigo prefijo con longitudes /; cuya
longitud media serfa L(C) = Z?Zl p;l;. Por la cota superior para [;:

L(C) <Y pj(1—logop;) =Y pj— Y logyp; = H(S) + 1.
j=1 j=1

Jj=1

Lo que concluye la prueba. ]



CAPITULO 4

Aplicaciones

En este capitulo veremos dos aplicaciones relevantes sobre algunas cosas que hemos visto
en los capitulos anteriores. La primera esta relacionada con la compresiéon de imégenes digitales,
concretamente con el formato JPEG, que es uno de los més utilizados en dispositivos electronicos.
Este formato combina transformadas como la DCT (vista en el capitulo 1) con técnicas de
compresion Optima (vista en el capitulo 3). La segunda aplicacién aborda un problema clasico de
reconstruccion en tomografia a partir de proyecciones, en un caso simplificado donde es posible
utilizar técnicas de anélisis de Fourier y series trigonométricas para obtener aproximaciones
numéricas.

4.1. El formato de imagenes JPEG

El formato JPEG es uno de los mas utilizados para almacenar imagenes digitales. Su proceso
de compresion incluye varias etapas, en una de ellas se emplea una técnica de compresion sin
pérdida: la codificacion de Huffman. Esta se utiliza para representar de manera eficiente los
datos obtenidos tras la cuantificacién, asignando cédigos binarios mas cortos a los valores més
frecuentes. El procedimiento es el siguiente:

1. Se parte de un conjunto de simbolos, cada uno con una probabilidad de aparicion.

2. Se seleccionan los dos simbolos menos probables y se agrupan en un nodo nuevo con la
suma de sus probabilidades.

3. Se repite este proceso con la nueva lista, tratando los nodos agrupados como nuevos sim-
bolos.

4. Se construye asi un arbol binario, donde cada simbolo estd en una hoja.

5. Para codificar cada simbolo, se sigue el camino desde la raiz hasta su hoja, asignando 0 a
las ramas izquierdas y 1 a las derechas (o viceversa).

Una caracteristica fundamental de este método es que el codigo resultante es prefijo, es decir,
ningun codigo es el inicio de otro, lo cual permite una decodificacién sin ambigiiedad. Aunque
puede haber multiples arboles de Huffman validos (cuando hay empates de probabilidad), todos
ellos generan la misma longitud media.

23
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Para entender mejor este método, veamos un ejemplo practico. Sea S = {s1,...,s3} un
conjunto con probabilidades dadas por esta tabla:

S1 S92 S3 S4 S5 S6 St S8
Prob. [ 2/5(7/40 | 1/10 | 1/10 | 1/10 | 1/20 | 1/20 | 1/40

Se construye el drbol de Huffman agrupando sucesivamente los simbolos con menor probabi-
lidad. A partir del arbol, se asignan los c6digos binarios a cada simbolo segin el recorrido desde
la raiz. FEl resultado se puede visualizar en el siguiente diagrama:

- b . . . s MRS Simbolo | Cédigo Huffman
2/5 1/10  1/10 1/40 $1 O

59 100

S3 1010

54 1011
S5 110

56 1110

S7 11110

1 S8 11111

Figura 4.1: Diagrama de arbol Tabla 4.1: Codigo

De este arbol se obtiene la codificacién binaria 6ptima para cada simbolo indicada a la
derecha. Este c6digo es un ejemplo de una posible construcciéon del arbol. Dependiendo del orden
de agrupacién entre simbolos con la misma probabilidad, pueden aparecer codigos distintos pero
con la misma longitud media.

Ahora vamos a centrarnos en céomo funciona el proceso de compresion JPEG en el caso
concreto de las imagenes en blanco y negro. En este tipo de imégenes, cada pixel representa
un nivel de intensidad (de negro a blanco), y la compresion se basa en eliminar informacion
redundante o poco perceptible para el ojo humano. Asf se consigue reducir el tamano del archivo
sin una pérdida de calidad apreciable.

El procedimiento consiste en las siguientes etapas:

1. Divisién en bloques de 8 x 8 pixeles: La imagen se fragmenta en bloques de 64 pixeles.
Este tamafo facilita la aplicacion local de las transformaciones posteriores, permitiendo
una compresion eficiente adaptada al contenido de cada regién de la imagen.

2. Transformada Discreta del Coseno (DCT): A cada bloque se le aplica la DCT bidi-
mensional, que transforma los valores de intensidad (espacio) en coeficientes de frecuencia.
El primer coeficiente representa la media del bloque (frecuencia mas baja), mientras que
los restantes reflejan los detalles y variaciones (frecuencias mas altas). En general, la mayor
parte de la informacion visual esté contenida en los primeros coeficientes.

3. Cuantificacién: Este paso introduce la compresion con pérdida. Los coeficientes obtenidos
de la DCT se dividen por una tabla de cuantificaciéon y se redondean. Esto elimina mu-
chas frecuencias altas, que son las menos relevantes perceptualmente porque suelen tener



4.1 El formato de imagenes JPEG 25

coeficientes pequenos, reduciendo asi la cantidad de datos necesarios para representar la
imagen.

4. Codificacién sin pérdida (Huffman): Finalmente, los coeficientes cuantificados se co-
difican utilizando métodos sin pérdida, como la codificaciéon run-length (para secuencias
largas de ceros) y la codificacion de Huffman, que asigna codigos més cortos a los valores
mas frecuentes. Esta fase permite reducir aiin més el tamano del archivo resultante.

El archivo comprimido en formato JPEG puede descomprimirse reconstruyendo los bloques
mediante la DCT inversa, obteniendo una imagen visualmente muy similar a la original, aunque
no idéntica debido a la cuantificaciéon. Este enfoque permite reducir atin méas el tamano del
archivo, manteniendo una apariencia visual muy cercana a la original.

Para comprender mejor como funciona el proceso de compresion JPEG en la practica, vamos
a ver algunos experimentos sencillos. A través de estos ejemplos visuales, observaremos cémo
ciertos aspectos de la imagen influyen en la eficiencia de la compresion.

El primer experimento consiste en analizar como la posicion de un objeto dentro de una
imagen afecta al tamano del archivo JPEG resultante. Para ello se ha creado una imagen de
tamafnio 256 x 256 pixeles, completamente blanca, sobre la cual se ha insertado un cuadrado
negro de 128 x 128 pixeles. Este cuadrado se ha colocado en distintas posiciones, variando las
coordenadas del vértice superior izquierdo.

Se han considerado las siguientes posiciones:

(o, 0) € {(0,0), (32,32), (33,32), (32,33), (33,33), (40,40)}.

Para cada caso se ha generado la imagen correspondiente utilizando MATLAB y se ha guar-
dado en formato JPEG. La siguiente tabla recoge el tamafio en bytes de cada archivo:

Posicion (zg,yo) | Tamano (bytes)
(0, 0) 1.146
(32, 32) 1.148
(33, 32) 1.628
(32, 33) 1.651
(33, 33) 2.186
(40, 40) 1.148

Los resultados muestran que el tamano del archivo JPEG varia en funcién de la posicion del
cuadrado negro. Cuando este esta completamente alineado con los bloques de 8 x 8 pixeles (por
ejemplo, en las posiciones (0,0), (32,32) o (40,40)), el tamano del archivo es menor. En cambio,
cuando el cuadrado esta desalineado (como en la posicion (33, 33)), la compresion resulta menos
eficiente y el archivo generado ocupa més espacio.

Esta diferencia puede explicarse observando como actiia la compresion del formato JPEG.
En informaética, el pixel (0,0) corresponde a la esquina superior izquierda de la imagen, y la
compresion JPEG se basa en dividir la imagen en bloques de 8 x 8 pixeles. Si un objeto (como el
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cuadrado negro) se alinea con esos bloques, cada bloque contiene zonas homogéneas que pueden
comprimirse de forma muy eficiente. Sin embargo, si el cuadrado no esté alineado, sus bordes
atraviesan los bloques y hacen que dentro de ellos haya méas cambios de valores entre pixeles.

Esto hace que, al aplicar la DCT, se obtengan coeficientes més variados dentro de los bloques,
lo que complica la cuantificacién y hace que la compresion sea menos eficaz. Por tanto, aunque
las imAgenes se vean casi iguales, su estructura interna puede influir mucho en el tamano del

archivo JPEG.

Comencemos el segundo experimento. Con este, comprenderemos mejor céomo afecta la pér-
dida parcial de informacion a distintos tipos de imégenes, se han realizado dos muestras: una
fotografia con transiciones mas suaves (una imagen del Templo de Diana, en Mérida) y una ima-
gen artificial con bordes muy definidos (una estrella gris sobre fondo blanco). En ambos casos se
ha trabajado con imégenes en escala de grises y se ha aplicado el mismo proceso con tres niveles
distintos de pérdida: p=0,2, p=0,5y p =0,8.

En cada imagen se han comparado tres métodos de eliminacién parcial de datos:

1. Eliminacion de coeficientes DCT de menor magnitud segtn el cuantil correspondiente a p.
2. Pixeles al azar a cero: Se eliminan pixeles de forma aleatoria con probabilidad p.

3. Pixeles més oscuros a cero: Se eliminan los pixeles con menor valor de intensidad, segin p.

La primera imagen utilizada es una fotografia en escala de grises de un templo, con variaciones
suaves de luz y textura. Los resultados obtenidos en D.1 para los diferentes valores de p muestran
lo siguiente:

= Con la DCT, incluso para valores altos como p = 0,8, la imagen sigue siendo claramente
reconocible. La pérdida afecta principalmente a los detalles finos, pero la estructura general
se mantiene.

= Al eliminar pixeles al azar, la imagen se degrada mucho maés rapido. Ya con p = 0,5
comienza a aparecer ruido, y con p = 0,8 resulta dificil identificar la imagen.

= Al eliminar los pixeles méas oscuros, las zonas en sombra desaparecen. Aunque el contorno
general de la imagen se mantiene mas que en el caso aleatorio, se pierde mucha informacion.

La segunda imagen es una figura de una estrella gris centrada sobre fondo blanco. A diferencia
de la anterior, esta imagen contiene bordes abruptos y zonas homogéneas bien definidas. En este
caso, los resultados son distintos:

= Con la DCT, la pérdida de coeficientes se nota més en la silueta de la figura.

= En el caso aleatorio, la imagen se llena de puntos negros dispersos que rompen la forma de
la estrella, aunque se sigue reconociendo hasta cierto punto.

= Al eliminar los pixeles més oscuros, la estrella se va volviendo negra, lo que tiene sentido
dado que es la regiéon mas oscura de la imagen.

Al hacer el experimento con la imagen de la estrella, podemos ver en E.1 que los resultados del
tercer método son algo distintos al resto. Vemos que para p = 0, 2, la estrella oscurece pero para
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los valores mas altos, la imagen aparece completamente negra. Esto ocurre porque la mayoria de
los pixeles de la imagen pertenecen al fondo blanco, y solo una pequena parte corresponde a la
estrella. Al calcular el umbral con un cuantil sobre todos los pixeles, este resulta muy alto, por
lo que los tonos del fondo se eliminan de golpe.

Este experimento confirma que el método basado en DCT es especialmente eficaz cuando
la imagen tiene transiciones suaves, como sucede en fotografias reales. Sin embargo, cuando la
imagen contiene bordes nitidos, la pérdida de informacién en la frecuencia puede afectar de
forma significativa. En cambio, eliminar pixeles sin tener en cuenta la estructura (como en el
caso aleatorio) tiende a generar ruido, y eliminar segun la intensidad puede ser util solo si el
rango de valores esta bien distribuido.

4.2. Tomografias radiales

Las tomografias axiales computarizadas (TAC) permiten observar el interior de un cuerpo
mediante rayos X. La idea fundamental es que estos rayos se debilitan al atravesar distintos
materiales, y esa atenuacién depende de la densidad del objeto en cada punto. Mateméticamente,
se puede modelar esta densidad como una funcién p : R? — R, donde p(z,y) representa la
densidad en la posicion (x,y).

Cuando tomamos una radiografia desde una direccién concreta, como por ejemplo desde
arriba (en direccion vertical), lo que se recoge es, en cada posicion horizontal x, la integral de la
densidad a lo largo de la linea vertical que pasa por ese punto. Definimos asi la funcién:

o
ﬂ@Z/‘p@wM%
—00
que describe la proyeccién unidimensional de la densidad. A esta funcién la denominaremos
sombra de la densidad, ya que representa lo que un detector observaria como silueta del objeto.

En general, reconstruir la funcién p a partir de sus proyecciones en distintas direcciones es un
problema complejo que requiere tomar radiografias desde multiples angulos. Sin embargo, cuando
la funcion p es radial, es decir, solo depende de 22 + 32, el problema se simplifica notablemente:
todas las proyecciones (en cualquier direcciéon) son iguales. Por tanto, una tnica sombra S(x)
contiene toda la informacion necesaria para determinar p. Este caso especial es el que se abordara
en este apartado. Se podria resolver con la transformada de Abel o la transformada de Radon,
pero se utilizara un enfoque mas elemental que permite aplicar técnicas ya vistas anteriormente.

A continuacién, veremos varios ejemplos en los que se mostrara como es posible deducir la
estructura interna de un objeto simétrico con una sola proyeccién. Consideraremos las siguientes
densidades: p1(z,y), p2(z,y) v p3(z,y), dadas por

1—22—9? siz?+9y% <1,

1 osit<a?4+y? <,
4 Y 0 six? + 92 > 1,

0 siz?4+y?>1,

1 sia?+9?% <1,
0 siz?+y?>1,

s 2 2 _ 1
0 six®+y” <y, {

que corresponden a un disco unidad homogéneo, a otro en el que se le ha vaciado su parte central
v a otro que es més denso cuando mas cerca del centro estemos.
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Para empezar, vamos a calcular la sombra Si(z) de p1(z,y) que corresponde a la proyeccion

vertical de esta funcion: ~

&@%3/ pr(z.y) dy.

—00
Para un valor fijo de x, el valor de p;i(z,y) serd 1 solo en los puntos (z,y) que estén dentro del
disco, es decir, aquellos que cumplan 22 + y? < 1. Para un x tal que |z| < 1, esto equivale a:

y € (—\/1—1:2, \/1—302).

En ese intervalo, la funcion p;(z,y) vale 1, por lo que la integral se reduce a calcular la longitud
del intervalo:

V1—z2
Sl($):/ . 21dy:2\/17562.

En cambio, si |x| > 1, la recta vertical no corta al disco y pi(z,y) = 0 en toda la recta, por
lo que la integral es cero. Asi, la funcién sombra queda descrita por:

2v1—2a? siz| <1,
Si(x) =

0 si|z| > 1.

En el segundo caso, se desea calcular la sombra Sy(z) = ffooo p2(z,y) dy. Si fijamos un valor

de z, la funciéon ps(x,y) es igual a 1 cuando % < 22 + 9% < 1. Esto se puede reescribir como:
1, 2 1 _ .2
T <y <12t

Para que esta desigualdad tenga solucion, debe cumplirse |z| < % Por lo tanto, los valores de y
que cumplen la condicién son:

ye<¢Tﬁ,¢iﬁ>u< iﬁ,VTﬂ).

Por tanto, la integral se puede calcular directamente como la suma de las longitudes de estos dos

intervalos:
2(\/1—1‘2—\/%—%‘2) si |z] < 3,
Sa(x) = € 2¢/1 — 22 si 3 < Jaz] <1,

0 si|z| > 1.

En este dltimo caso, se calculara la sombra Ss(z) = ffooo p3(x,y) dy. Al fijar un valor de z,
se restringe la integracion a los valores de y que satisfacen:

y € (—\/1—3:2, \/1—x2).

En ese intervalo, se tiene p3(x,y) =1 — x? — 4%, y, por tanto, la integral se expresa como:

S3(z) = /m

(1-—a2?—y)dy=(1-2%-2v/1—22— 2(1 — )32 = é(1 — 2?)3/2.
—Vi—a? 3 3
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Por tanto, la funciéon sombra para esta densidad variable es:
4

21— 2232 1
sy — 430 F? sl <,

0 si |z > 1.

Como hemos dicho, vamos a estudiar el caso en que la densidad p(z,y) es una funcion radial.
Esto significa que existe una funcion f : [0,00) — R tal que

p(x,y) = f (\/:I:2 +y2> :

En particular, esto implica que si t = /a2 + y2, entonces p(z,y) = p(t,0), ya que cualquier punto
(z,y) puede sustituirse por otro con la misma distancia al origen sin que cambie el valor de p.
Esta simetria se utilizara para simplificar el analisis. Ademés, dado que la densidad es simétrica
respecto al eje x, la sombra que proyecta al integrarla en direccién vertical seré siempre una
funcion par. Al ser p(z,y) = p(—z,y), se deduce que S(—z) = S(z), por lo que S es par.

Por otro lado, como la funcién p es radial, también lo es su transformada de Fourier p. Esto
es un resultado conocido (véase |7]): es decir,

pen) =g (VE+r)
para cierta funcion g.

Queremos expresar el valor de la densidad en un punto (¢,0), con ¢t > 0, mediante su trans-
formada de Fourier. Para ello, se utiliza la férmula de inversion de Fourier en dos dimensiones:

p(t.0) = [ plen etee) den

donde se ha sustituido = t y y = 0. A continuacién, cambiamos a coordenadas polares, la
integral queda:

2w poo
p(t,0) :/ / r p(rcos @, rsin @) e(tr cos 0) dr db.
o Jo
Ahora, tendremos en cuenta que p es radial, es decir, p(r cos@,rsin@) = p(r,0).

Ademas, se puede reorganizar la integral sobre el circulo completo como una integral sobre
la media circunferencia [0, 7], permitiendo que r recorra todos los valores reales. Este cambio se
justifica porque el punto de coordenadas polares (—r,#) es el mismo que (1,0 + 7), y por tanto
se puede cubrir todo el dominio usando r € R, 6 € [0, 7].

Al hacer este cambio de variable, el factor r se convierte en |r| para mantener la orientacion
positiva del elemento de area, y se obtiene la siguiente expresiéon equivalente:

o(t,0) = / / 7] 5(r, 0) €27t <050 g g,
0 —00

Finalmente, observamos que

S(r) = /R S(z) 2" oy = 5(r, 0),
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500 = [[ ey asay = [ ([ plaay) e ao = 5.

Por tanto, la expresion final es:

ya que

o(t,0) = / / 17| §(r) e27itreost g g,
0 —00

Esta férmula permite recuperar la funcién de densidad p a partir de su proyecciéon unidimen-
sional S. Sin embargo, utilizarla directamente en célculos numéricos no es préctico, ya que exige
conocer la transformada de Fourier S(r) y realizar una integracion doble.

Para simplificar este proceso, vamos a utilizar herramientas vistas previamente, como el
desarrollo en serie de Fourier de funciones periédicas. Vamos a utilizar una representaciéon en
serie de Fourier de la funcién r — |r|, restringida al intervalo [—, Z]. Esta serie se obtiene a
partir del desarrollo clasico de la funcion G(z) = |z| en el intervalo [—1/2,1/2], cuya extension

periodica define una funcién continua y 1-periédica. La férmula es bien conocida:
oo
G(z) = g ay cos(2mkx),
k=0
donde los coeficientes son ag = %, ap = —Wg—ig para k impar y 0 en otro caso.

A partir de esta expresion, se puede obtener una formula anéloga para la funciéon r +— |r| en

el intervalo [— 4, &]. Basta observar que |r| = N - |%| = N-G (%) , ya que G(z) es precisamente

la funcién valor absoluto escalada y normalizada.

Sustituyendo en la serie de Fourier de GG, obtenemos:

G(%) :kzzoakcos <27]r\l;7“> = \r!zNZakcos <27]r$:r>.

k=0

Esto proporciona una forma alternativa de escribir |r| como combinacion lineal de funciones
coseno de frecuencia discreta.

Esta representacion es especialmente ttil porque permite sustituir el factor |r| que aparece
en la formula integral de p(t,0) por una suma finita de cosenos. De este modo, se evita calcular
explicitamente S(7) en muchos puntos y se reduce la resolucion del problema a una combinacion

de valores de S(r) en frecuencias concretas, que pueden calcularse de forma maés eficiente mediante
la DFT.

Ahora, podemos sustituir |r| por su serie de Fourier dentro de la integral:

/Oo 17| §(r) e(tr cos 0) dr:/oo (Niakcos<27]r\lfr>> S(r) e(tr cos 0) dr.

> > k=0
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Dado que la suma es finita (o se puede truncar en la practica), podemos intercambiar el orden
de la suma y la integral. Para continuar, vamos a utilizar la siguiente identidad:

n(5)-3((5) ()

Combinando esta expresion con el término e(¢r cos #), obtenemos:

cos (27;\§€r> e(trcosf) = % (6 (T(t cosf + %» te (T(t cos 6 — %)» '

Sustituimos esta expresiéon dentro de la integral y obtenemos:

% </Z S(rye (r(tcosf + %)) dr+/o; §(r)e(r(tcos€— £) dr) :

Ahora, si aplicamos la definicién de la transformada de Fourier obtenemos:
oo
/ S(r)e (r(tcost + %)) dr =S (—tcosf F %) .
— 0o

Ademaés, como ya se ha visto antes, la funciéon S es par, es decir, S(—z) = S(z). Por tanto:
S (—tcos€ F %) =5 (tcos@i %) .

Sustituyendo todo en la expresion inicial, llegamos a la aproximacion:

/ 7| §(r) e(trcos@)dr ~ gZak (S(tcosf + %) + S(—tcosf + %)) )
k=0

—00

Este resultado es muy 1til desde el punto de vista computacional, ya que convierte la integral
en una suma de valores de S, evaluados en puntos bien distribuidos. Cuando N es grande,
esta aproximacion se vuelve muy precisa, y nos permite calcular p(t,0) sin tener que trabajar
directamente con S. Ademas, gracias a la simetria par de la funcién S, podemos combinar ambos
términos y escribir:

/ |r\§(r)e(trcos€)dr%NZakS(%—FtcosH).
- k=0

Esta integral depende tunicamente de la variable 0, y su calculo directo implicaria realizar
muchas evaluaciones de la funcién S. Por tanto, para poder evaluarla numéricamente de manera
eficiente, vamos a aplicar la regla del trapecio, una técnica de integracién numérica que consiste
en aproximar la integral por una suma de valores de la funcion en puntos equiespaciados [25].

Dividimos el intervalo [0, 7] en unos wN subintervalos, de forma que los puntos de evaluacion
son 0y = %, esto equivale a tomar un paso de integracion h = 5 = % La regla del trapecio en

este caso nos dice que la integral se puede aproximar por:

[row~g > 1(5).

0<t<mN
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donde en nuestro caso la funcién f es:
2N k
0) = S| —=+tcosh|.
f(9) Zak <N+ cos )
k=0
Sustituyendo esta aproximacion en la expresion de p(t,0), obtenemos:

1 X k ¢
p(t,0) =~ N Z ZakS <N + tcos <N)> .
0<t<mN k=0
Esta formula aproxima la integral como una suma doble: la suma exterior recorre los distintos

valores de 6, y la interior corresponde al truncamiento de la serie de Fourier de |r|. Se trata de
una expresion completamente discreta, que puede evaluarse facilmente en un ordenador.

Finalmente, dado que la densidad p(z,y) es radial, basta sustituir ¢ = /22 + y? para obtener
una aproximacién general en cualquier punto del plano:

2N i 0
~ 2 2
plx,y) ~ E g akS<N+ x4+ y cos(N)>.

0<t<nN k=0

Este resultado concluye el desarrollo del método numérico para reconstruir la funcién de
densidad a partir de sus proyecciones unidimensionales.

Finalmente, para ilustrar el método desarrollado, se ha implementado un programa que cal-
cula la aproximacion de p(zx,0) utilizando esta dltima formula en el caso particular y = 0, es
decir t = x.

El codigo evaltia esta aproximacion en 50 puntos equiespaciados del intervalo = € [0,3/2],
para tres funciones distintas S(z) que corresponden a las sombras Si(x), Sa(z) y Ss3(z) vistas
al principio del capitulo. Para cada caso, se ha representado graficamente la funciéon aproximada
p(z,0), junto con la funcion exacta correspondiente p(z,0) = p;(x,0). Se ha utilizado un valor de
N = 100, suficientemente grande como para obtener una buena aproximacion sin que el tiempo
de ejecucion sea excesivo. Para cada valor de x, el algoritmo evalta el doble sumatorio sobre los
valores discretos de £ y k, tal y como se dedujo en el apartado anterior.

L . L 0
o 0s 1 15 o 0s 1 15 o 05 1 15

p1($,0) pQ(CC,O) p3($70)

La comparacion grafica entre la aproximacion numérica y las funciones exactas muestra que el
método implementado es efectivo, especialmente para las funciones suaves como ps. En los casos
con discontinuidades (como p; 0 p2), es natural que aparezcan oscilaciones en la aproximacion
debido al fenémeno de Gibbs.
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APENDICE A

Demostracion Lema

Esta es la demostracion del Lema 1.2 sobre la transformada de Fourier de una gaussiana.

Demostracion. Por definicién de la transformada de Fourier, se tiene

o0

f(6) = / 7 f@)e(—x) da = / o-oma? o -2rige g,

— 00

Derivamos con respecto a £ y nos queda

6 - . _ 2 —927i
— —_9 anw LU
f(€) Uy’ / e xe dz

Ahora integramos por partes tomando u = e~ 2747 y dy = ze~ "

2 . 4, .
%7 El primer término se cancela,

por lo tanto tenemos

R o) 9 . i2 oo 2 . — ~
0 &) = 27Ti/ _Lefam (—271'2'5)6727”&” dx = 27TZ£/ €O eI dy = 27#5]0(5)

875 oo 2am « oo «

A continuacion, resolvemos por el método de ecuaciones diferenciales de variables separables.

af@) = T feas = d(fféﬁ)))_—zws i = /dg(g))_ /—ng i
o 2

= log(f(©) =T+ C = @) = AT

Para terminar, calculamos f (0) para saber el valor de A.

f(0) = / T ome? gy

—00

Como conocemos el resultado de la integral Gaussiana, tomamos a = am y resolvemos de la

[oe)
—arz? - T 1
e de =/ — = —.
—0 T \/a

misma manera.

Finalmente nos queda

f&) = a7 2emme e,
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APENDICE B
Codigo MATLAB 1

Este es el codigo del programa que aplica la limpieza de frecuencias en el ejemplo que hay en
el primer capitulo.

% Parametros
N = 59; 7 Longitud de la se al

% Definimos las funciones f y g
Q(x) 4*x(x/117) .72 . (1 - x/117).72;
@(x) abs(2/9*xx - floor(2/9*x + 1/2)) - 1/4;

0Q +Hh
o

% Construimos la senal con ruido

= 0:N-1; % Indices

= f(n); % Senal original

s + 0.02 * g(n); % Senal con ruido

X oun B

% Aplicamos la DCT a la senal con ruido
Xc = det(x);

% Filtramos dejando solo los primeros 10 coeficientes
Xc_filtrada = zeros(size(Xc));
Xc_filtrada(1:10) = Xc(1:10);

% Reconstruimos la se al usando la IDCT
x_limpia = idct(Xc_filtrada);

% Graficamos los resultados
figure;

subplot (3,1,1);

plot(n, s, ’g’, ’LineWidth’, 1.3);
title(’Se al_ Originalys(n)’);
xlabel (’n’);

ylabel (’Amplitud’);

subplot (3,1,2);

plot(n, x, ’r’, ’LineWidth’, 1.3);
title(’Se al_ congRuidoyx(n)?);
xlabel (’n’);
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ylabel (’ Amplitud’);

subplot (3,1,3);

plot(n, x_limpia, ’b’, ’LineWidth’, 1.3);
title(’Se al Filtrada IDCT(H_{10}(x))’);
xlabel(’n’);

ylabel (’Amplitud’);

% Guardanos los resultados
print (gcf, ’resultados’, ’-dpng’, ’-r300°);
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APENDICE C
Codigo MATLAB 2

Este es el codigo del programa que genera un texto de 10 caracteres que se emplea en un
ejmplo del tercer capitulo.

N = 1e6; % Numero total de caracteres
carac = [’A’, ’B’]; % Posibles caractereres
probs = [0.8, 0.2]; % Probabilidades de los caracteres

% Ahora generamos la secuencia aleatoria de caracteres
texto = carac(randsrc(l, N, [1 2; probsl));

% Por ultimo, guardamos el texto en un archivo

fid = fopen(’textoAB.txt’, ’w’); 7 Abrimos un archivo en modo escritura
fprintf (fid, ’%s’, texto); J Se escribe el texto

fclose(fid); % Cerramos el archivo

disp(’Archivou"textoAB.txt"ugeneradouexitosamente.’);
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APENDICE D
Métodos de degradacion Templo

En estas imagenes podremos ver como afectan distintos métodos de degradacion a la imagen
de un templo.

“W

DCT,p=02 DCT,p=05 DCT,p=08

Azar, p=10,2 Azar, p=10,5

Oscuros, p = 0,2 Oscuros, p = 0,5 Oscuros, p = 0,8

Figura D.1: Degradacion Templo de Diana
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APENDICE E
Métodos de degradacion Estrella

En estas imagenes podremos ver como afectan distintos métodos de degradacion a la imagen
de una estrella sobre fondo blanco.

%k Xk

DCT, p=0,2 DCT, p = 0,5 DCT, p = 0,8

Azar, p =10,2 Azar, p=0,5 Azar, p=0,8

*

Oscuros, p = 0,2 Oscuros, p = 0,5 Oscuros, p = 0,8

Figura E.1: Degradacion Estrella
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APENDICE F

Sombras de las densidades

Esta es una representaciéon de las sombras que corresponden a las densidades vistas en el

cuarto capitulo.

1(2) 2vV1—x?2  six| < 1,
x) =
! 0 si |z] > 1,

401 —-22)3/2 silx
Sa(x) = 51 (x) — %51(2@ Sa(z) = {3(1 ) ol <1,

si |z| > 1.
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