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Resumen

Una imagen por resonancia magnética (IRM) es una técnica no invasiva que
utilizando el fenémeno de la resonancia magnética nuclear (RMN) puede formar una
imégen de los tejidos de una seccion del cuerpo humano. La IRM es muy ttil para
detectar y localizar por ejemplo algunos tipos de cancer. Mediante el uso de IRM,
los médicos a veces pueden saber si un tumor es o no cancerigeno, también pueden
ayudar a los médicos a planificar el tratamiento ya sea cirugia o radioterapia.

En primer lugar estudiaremos el fenémeno de la resonancia magnética nuclear,
estudiando el movimiento de precesion, discutiendo en qué condiciones se puede pro-
ducir y deduciendo las ecuaciones que lo rigen. Posteriormente veremos cémo funciona
en general el proceso de creacién de las imagenes por resonancia magnética, ademaés
de exponer algo de historia sobre los origenes de esta técnica.

La tercera parte consistird en entender las leyes clésicas electromagnéticas que
explican la interacciéon de cargas eléctricas con campos magnéticos y ondas electro-
magnéticas. A continuacién “traduciremos” estos resultados de fisica clésica a la fisica
cuéntica para el estudio de los protones, introduciendo el concepto de espin y estu-
diando su momento angular en un campo magnético.

Estudiaremos después las ecuaciones que describen este momento angular, intro-
duciendo el concepto de tiempo de relajaciéon para asi llegar a la ecuacidon de Bloch,
de la cual discutiremos sus resultados. Por altimo introduciremos la técnica de cons-
trucciéon tomografica mediante la transformada de Radon para formar finalmente las
imégenes deseadas.

Abstract

Magnetic resonance imaging (MRI) is a medical non-invasive technique that
using the phenomenon of nuclear magnetic resonance (NMR) can form an image of the
tissues of a section of the human body. MRI is very useful for detecting and locating,
for example, some types of cancer. Through the use of MRI, doctors can sometimes
tell whether or not a tumor is cancerous, they can also help doctors plan treatment
whether it be surgery or radiotherapy.

In the first place we will study the phenomenon of nuclear magnetic resonance,
studying the precession movement, discussing under what conditions it can be pro-
duced and deducing the equations that govern it. Later we will see how the process
of creating magnetic resonance images works in general, in addition we will expose
some history about the origins of this technique.

The third part will consist of understanding the classical electromagnetic laws that
explain the interaction of electric charges with magnetic fields and electromagnetic
waves. We will now "translate" these results from classical physics to quantum physics
for the study of protons, introducing the concept of spin and studying its angular
momentum in a magnetic field.
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We will then study the equations that describe this angular momentum, introduc-
ing the concept of relaxation time in order to arrive at the Bloch equation, from which
we will discuss its results. Finally, we will introduce the tomographic construction
technique using the Radon transform to finally form the desired images.
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CAPITULO 1

Oscilaciones armoénicas y
resonancia.

Para empezar a estudiar osciladores armoénicos primero hemos de empezar por un
ejemplo simple que todos conocemos, el péndulo. El movimiento que un péndulo de
oscilaciones pequenas realiza sobre un plano se puede expresar mediante la ecuaciéon
del movimiento armdnico simple 1] (para oscilaciones mas amplias el movimiento no
se puede aproximar de esta forma):

(1) x(t) = Asin (wt + ¢).

Donde A es la amplitud del péndulo, w la frecuencia angular del oscilador y ¢ el &ngulo
de fase inicial del péndulo. Esta frecuencia angular se refiere al nimero de radianes que
recorre el péndulo por unidad de tiempo, por lo que a partir de w podemos obtener
el periodo (T') del péndulo, que es el tiempo que tarda en realizar una oscilacion,
teniendo en cuenta que el movimiento se repite en intervalos de 2.
T— 2"
w

En el caso del péndulo simple, tratamos con una particula de masa m que se mueve
en un arco de longitud [ (la longitud de la cuerda) sobre la cual actian dos fuerzas: la
que se produce por el propio peso de la particula, F' = mg y la que genera la tension
de la cuerda.

Para empezar a calcular la ecuacién del movimiento del péndulo aplicamos la
Segunda Ley de Newton —mgsin () = ma; Esta a; o aceleracion tangencial, al estar
en un movimiento circular se obtendra como a; = l% donde 0 es el desplazamiento
angular del péndulo. Esto nos deja:

d?0 g

E%—?Sln(ﬁ)zo

Si observamos un péndulo con oscilaciones suficientemente pequenas (sin (6) ~ 6),

. 2 .
entonces la ecuacién queda como %—F 26 = 0. Con lo cual ahora tenemos una ecuacion
diferencial idéntica a la del movimiento arménico simple, cuya solucién ya hemos visto
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en la ecuacion (1), es decir:

!
0 = 0Opsin (wt +¢) donde w = ﬁ y por tanto T = 27r\/7.
g

Figura 1.1: Esquema de un péndulo simple

Esta ecuacién subestima el periodo exacto del péndulo, sin embargo esto es prac-
ticamente imperceptible para oscilaciones pequenas. En caso de que queramos saber
la amplitud de un péndulo de mayor oscilacién, los calculos son algo més pesados asi
que vamos a verlo por encima.

En el momento en el cual el péndulo estd parado en su posicion inicial (en un
angulo 6p), tnicamente posee energia potencial, es decir E' = mgl(1 —cos ). Una vez
soltamos el péndulo este poseera tanto energia potencial como energia cinética, por
lo cual E = mgl(1 — cosf) + $m(19)2. Utilizando el principio de conservacion de la
energia nos queda la ecuacion:

1 do
mgl(1 — cosby) = mgl(1l — cosf) + §m(la)2_

Despejando e invirtiendo esta ecuacién nos quedamos con la identidad:

w_ [0 [
d9 '\ 2g\| (cos® — cosby)’

Integramos ahora variando 6 entre 0 y 0y, es decir, una cuarta parte del periodo

del péndulo:
T 1 [ 1
Ky / )
4 29 Jo (cosf — cosby)

Esta identidad nos genera un pequeno problema, ya que en § = 6y tenemos una
singularidad integrable. Para resolver esto podemos expresar la integral como una




integral eliptica [2] (para lo cual hay que hacer ciertos cambios de variables):

19 sin 2
T=14 dcp donde k=sin— gy sinp= .
1 — k2 sin? sin 2

Volviendo al péndulo de oscilaciones pequenas, vamos a tomar un ejemplo de un
objeto colgado de un hilo de 1 metro. En este caso su periodo seria (g ~ 9,81m/s?) :

Es decir, que su semiperiodo (tiempo que tarda el péndulo de un extremo a otro)
sera aproximadamente de 1 segundo, gracias a esto tenemos un péndulo que “cuen-
ta” segundos. Al no depender el periodo de la elongacion apenas sufre el efecto del
rozamiento (siempre bajo la hipotesis de oscilaciones pequenas).

La ecuacion del oscilador armoénico simple amortiguado (con rozamiento) es [9] :

2" + 2ax’ + w?z = F, cos (wet + @e).

La solucién general para la ecuaciéon homogénea no tiene demasiada complicacién
utilizando las técnicas habituales para EDOs

x(t) = Ae” ™ cos (Wt) + Be “sin (0t) con @ = Vw? — a2.

Buscar la soluciéon particular es algo més complicado, en primer lugar transforma-
mos la ecuacién inicial en una compleja:

(2) y" 4 2ay + w?y = Fe™! donde F = F,e e,

Ahora probamos soluciones de la forma y = Ge™<! y calculamos sus derivadas 3 =
Giwee@el y —Gw?2e™et, Sustituimos en la ecuacion (2) y finalmente tenemos que

_ F . .
G = N P Como este GG es también un complejo, podemos expresarlo como

G = Ce'?. Para regresar ahora a la soluciéon particular real nos quedamos con la parte
real de y, es decir z = C cos (wet — ¢) donde:

— — Fe
B |G‘ o \/(w27w3)2+4a2w2-

= ¢ es el argumento de G. ¢ = arctan 2‘“"3 Teniendo en cuenta que para un
w

ntmero complejo z, arg(1) = —arg(z).

Por lo tanto la solucién general nos queda:

(3) x(t) = Ae” ™ cos (wt) + Be % sin (Wt) + C cos (wet — ).

El tercer término de la ecuacion (el que contiene C') es la solucion estacionaria
yva que cuando t — oo los términos que contienen A y B, es decir, los términos
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que dependen de las condiciones iniciales se anulan (estos dos términos forman la
soluciéon transitoria) y nos quedaremos tnicamente con el tultimo término, que es
independiente de las condiciones iniciales del oscilador. Este ultimo término es un
movimiento armoénico de amplitud C' y si nos fijamos en el denominador, entonces
la amplitud es maxima cuando w = we, este fenémeno es el que se conoce como
TEeSONancia.

A continuacion vamos a tratar de resolver esta misma ecuacién sin rozamiento
(a = 0) en el momento en el que se produce el fenomeno de resonancia, es decir,
cuando w = w,. Si observamos la definicion de C, en este caso el denominador tenderia
a 0, lo cual nos daria una onda de amplitud infinita (lo cual es imposible) por lo que
buscaremos de nuevo una solucién particular de:

2" + wlr = F, cos (wet + ©e).

Esta vez en lugar de hacer el “truco complejo” intentamos soluciones de la forma
Yp = A cos (wet + pe) + Bsin (wet + p¢). Derivando y sustituyendo en la ecuacién nos

queda que B=0y A = %, esto hace que la solucién general nos quede:

: Fe
z(t) = Acos (wt) + Bsin (wt) + pEp— cos (wet — ).
Ahora proponemos las condiciones iniciales z(0) = 0y 2/(0) = 0, ademés de tomar
F. =2y ¢ = 7. De nuevo sustituimos en la ecuacién para llegar a: A = —ﬁ y
B = 0. Juntando términos llegamos a la solucién:

z(t) = m(cos (wet — ) — cos (w — m)).

Por supuesto ahora queremos saber qué pasa en resonancia, pero nos encontramos
con el problema anterior, es decir, que tenemos una indeterminaciéon 0/0. Por tanto
para resolver la indeterminacién vamos a acercar la frecuencia de la fuerza exterior
a la frecuencia natural del oscilador (llamaremos x, a la solucién en resonancia y
resolvemos el limite por la regla de L’Hopital).
tsin (w — )

, 2
x(t) = wlelgw m(cos (wet — ) — cos (w—m)) = -

Tomamos por ejemplo w = w, = 100 y el resultado final nos queda:

t
xp(t) = 100 sin (100t — 7).

Como podemos observar en la Figura 2, x,(t) es una onda cuya amplitud crece
hasta el infinito.

Ahora queremos ver el caso con rozamiento (a # 0) tomando los valores: a = 10,
w=we = 100, F, =2, w ~ 99, ¢ = ¢ = 0. Sustituimos en la solucién general (3):

z(t) = Ae 1% cos (99t) + Be % sin (99t) + C cos (wet) donde C =5-107".



Imponiendo las condiciones iniciales 2:(0) = 0 y 2/(0) = 0 nos queda que A = —C
y B = %. Finalmente sustituyendo nos queda:

10
z(t) = C(—e % cos (99t) + ®6_10t sin (99¢) + cos (wet)).

Esta solucién se trata de una onda cuya amplitud crece, al igual que el

caso
anterior, pero se estabiliza (se acota) a partir de cierto punto.

-3
- 2><‘10
001 ||
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Figura 1.2: Oscilador en resonancia.






CAPITULO 2

Esquema basico de las imagenes
por resonancias magnéticas.

En este capitulo veremos cémo funcionan las imdgenes por resonancia magnética
(IRM o MRI), ademas de explicar qué componentes poseen las maquinas que se en-
cargan de realizar estas imagenes. Las MRI son imégenes que, utilizando el fenémeno
de la resonancia magnética nuclear (RMN 6 NMR), nos muestran la anatomia o la
composicion de una parte del cuerpo humano.

La RMN es un fenémeno fisico que se basa en las propiedades magnéticas de
los ntcleos atémicos, en este caso de los dtomos de hidrégeno. Nuestro cuerpo esté
compuesto aproximadamente por un 70 % de agua (H20), por lo que realizar un
“mapa” de los atomos de hidrégeno de nuestro cuerpo nos daria practicamente toda
la informacién sobre nuestro interior.

Una propiedad que poseen las particulas subatémicas es el espin, que describe el
momento angular intrinseco con el que “rotan” las particulas sobre un eje. La propiedad
del espin ademaés provoca que la particula posea un momento magnético, es decir,
que esta se comporta como un diminuto iman. Cuando sometemos un protén a un
campo magnético podriamos pensar que el vector del momento magnético de este
deberia alinearse con el campo magnético inducido, sin embargo, el protén realiza un
movimiento de precesion (similar al movimiento de una peonza) alrededor del eje del
campo magnético, tanto en el sentido del vector del campo como en el contrario a
este. La frecuencia con la que gira el protén se rige por la ecuaciéon de Larmor:

w=~B

Doénde v es una proporciéon giromagnética (constante) que depende del tipo de
nicleo o particula y B es la intensidad del campo magnético al que esta sometido la
particula. Esto es importante ya que podemos controlar la frecuencia de resonancia
del protoén si controlamos el campo magnético inducido.

Como hemos visto anteriormente, el protén se comporta como un iman que realiza
un movimiento de precesion, esto genera una variaciéon del flujo magnético que depen-
dera de la frecuencia de giro del protén. Si ponemos alrededor de este un conductor, la

7
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) 4
L

No field With field

Figura 2.1: Comportamiento de nicleos de hidrégeno sobre un campo magnético.

variacion del flujo produciré una corriente eléctrica que sera la senal de detectaremos
en la maquina de MRI.

Conociendo esto, vamos a describir las fases del experimento del MRI:

= En primer lugar, se somete al cuerpo a un campo magnético constante gg, que
segiin la maquina puede ser entre 1.5T ¢ 3T. Esto provoca que los protones
del hidrogeno se alineen con el campo magnético (tanto en el sentido del vector
director del campo como en el sentido contrario) mientras realizan el movimiento
de precesion.

= A continuaciéon se crea un gradiente magnético B tanto a lo largo del cuerpo
(que sera el eje Z) como perpendicular a este a este (que seran los ejes X e Y). Ya
que la frecuencia a la que giran los protones es proporcional al campo magnético
inducido sobre ellos, esto nos servira para diferenciar tanto la frecuencia como
la fase de la seccién del cuerpo de queremos analizar.

s Ahora se lanza un pulso magnético, en este caso un pulso de radiofrecuencia
(RF), esto provoca que los nicleos de la seccion que hemos elegido mediante los
gradientes absorban energia, cambiando la direccién de su momento magnético
y haciendo ademas que precesen en resonancia, lo cual es importante ya que en
caso contrario la senial emitida seria tan pequena que no podriamos detectarla.
Una vez termina el pulso, los nicleos regresan a su estado anterior expulsando
energia, empleando tiempo en desfasarse (al cual llamaremos relajacion T2) y
en realinearse con el campo magnético principal (al cual llamaremos relajacion
T1). Esta energia emitida sera la senal que finalmente detectaremos (a la que
llamaremos eco) para su posterior estudio [15].

Una vez realizado este proceso, habremos obtenido una secuencia de ecos cuya
intensidad es dependiente de la frecuencia de los nucleos que participasen en esta senal
gracias al conjunto de gradientes magnéticos. Por tanto para pasar de un dominio de
frecuencias a un dominio espacial, ya que lo que queremos finalmente es una imagen
espacial, utilizaremos una transformada inversa de Fourier para construirla.
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Figura 2.2: Partes de una maquina de MRI.

2.1. Historia del MRI.

La historia del MRI comienza con el fisico estadounidense Isaac Rabi, al que se le
atribuye el descubrimiento del NMR ademés de ser reconocido con el Premio Nobel
de Fisica en 1944 gracias a este hallazgo.

Rabi junto con su equipo trataron de investigar las propiedades magnéticas de
varios nucleos atémicos como el hidrogeno, el deuterio o el litio. El método que utiliz6
Rabi consistia en mantener un campo de radiofrecuencia constante y un campo mag-
nético variable sobre moléculas de cloruro de litio (LiCl), gracias a esto observaron
que los ntcleos de litio y de cloro absorbian energia al variar el campo magnético, a
este fenomeno le llamaron Resonancia Magnética Nuclear (NMR). Posteriormente el
fisico suizo Felix Bloch y el estadounidense Edward Mills Purcell ampliaron y perfec-
cionaron el experimento de Rabi observando el NMR en diferentes materiales, lo cual
les vali6 también para recibir el Premio Nobel de Fisica en 1952.

Sin embargo no fue hasta la década de 1970 cuando se utilizaron los estudios
previos sobre el NMR para crear imégenes del cuerpo humano. En marzo de 1973,
el quimico estadounidense Paul C. Lauterbur publicé en la revista Nature la primera
imagen por resonancia magnética. El experimento consistié en fotografiar dos tubos,
uno lleno de agua normal y otro lleno de agua pesada (D20) dentro de un campo
magnético de 1.4T, a continuacion aplicd un gradiente que giraba 45° hasta obtener 4
proyecciones unidimensionales, que mediante reconstrucciéon tomografica convirtié en
iméagenes en 2 dimensiones.

A la par con Lautenbur, en 1973 el fisico britdnico Peter Mansfield descubri6é como
se podia detectar el origen de las senales de respuesta del NMR [14]. Para ello coloco
varias capas muy delgadas de alcanfor sobre un campo magnético principal posterior-
mente aplicé un gradiente magnético lineal perpendicular a este. Después, aplicando
un pulso de radiofrecuencia, obtuvo la senal producida por el NMR, en esta observo
ciertos picos que correspondian a la respuesta de las laminas de alcanfor. En 1977
Mansfield y su equipo perfeccionaron este método para obtener por primera vez una
imagen de un 6rgano humano, en este caso un dedo. Tanto Lautenbur como Mansfield
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Figura 2.3: Experimento de Lautembur e imagen de dos tubos de agua.

fueron reconocidos con el Premio Nobel de Medicina en 2003 por sus descubrimientos
[17].

Figura 2.4: Fotografia de un dedo humano realizad por Mansfield y su equipo utili-
zando un campo magnético de 0.23T durante 23 minutos.

Cabe destacar también al médico estadounidense Raymond Damadian, que en
1971 publico en la revista Science [11] pruebas sobre las diferencias en los tiempos de
relajacion T1 y T2 de las células cancerigenas sobre el resto de células, gracias a lo cual
podria llegar a diferenciarlas. En 1977 ademas patento6 la primera maquina MRI de las
historia con el objetivo de diagnosticar el cancer en sus pacientes, que posteriormente
comercializé. Sin embargo finalmente el método que utilizaba esta maquina quedo
descartado ya que requeria mover al paciente escaneando punto por punto la zona a
investigar, llegando a tomar 5 horas en construir una imagen.



CAPITULO 3

Electrodinamica basica.

El objetivo es entender dos cosas que resultan cruciales para que sean posibles las
iméAgenes por resonancia magnética: la existencia de las ondas electromagnéticas y la
precesion de las particulas con momento magnético sometidas a un campo magnéti-
co constante [12]. A partir de esto podremos deducir de qué manera se produce la
precesiéon de los protones.

Las ondas electromagnéticas son la combinacién de ondas en campos eléctricos
y magnéticos producidas por la accién de cargas en movimiento. Una de las formas
en las que se crean las ondas electromagnéticas se inicia con una particula cargada,
esta particula crea un campo eléctrico que ejerce una fuerza sobre otras particulas.
Al acelerarse la particula, oscila en su campo eléctrico, lo que produce un campo
magnético. Una vez en movimiento, los campos eléctricos y magnéticos creados por la
particula cargada se auto perpettian, esto significa, que un campo eléctrico que oscila
en funcién del tiempo producird un campo magnético y viceversa.

La forma en la que una carga interactiia con un campo electromagnético esta
descrita mediante la combinaciéon de las ecuaciones de Maxwell y la fuerza de Lorentz.
Explicar estas leyes sera el objetivo principal de esta seccion.

Las ecuaciones de Maxwell [8] son un conjunto de 4 ecuaciones diferenciales
que regulan los fenémenos electromagnéticos para la intensidad de campo eléctrico E
y la induccién magnética B. Estas fueron publicadas por el propio Maxwell en 1873,
consiguiendo expresar de forma matematica los resultados de numerosos experimentos
que realizaron Coulomb, Gauss, Faraday y Ampére entre otros. Con las unidades
llamadas gaussianas, en el espacio libre, sin cargas ni corrientes, las ecuaciones de
Maxwell son:

v.B=0, v-B=0 vxB=-128 g.p_12

c Ot c Ot
doénde c es la velocidad de la luz y los operadores 2 y Vx son la divergencia y el
rotacional del campo respectivamente. Podemos ver cémo las dos primeras ecuaciones,
utilizando el teorema de la divergencia expresan | g E=0 y /. g B =0 donde S es una
superficie cerrada, frontera de una regiéon soélida. Entonces la primera ecuacién dice
que las lineas de campo eléctricas se compensan (las que entran por un lado de la
superficie salen por otro) y la segunda lo mismo para las lineas de campo magnéticas.

11
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Vamos a comenzar estudiando estas ecuaciones para campos eléctricos y magné-
ticos unidimensionales de la forma E = (0, E(z,t),0) y B = (0,0, B(x,t)). Las dos
primeras ecuaciones se cumplen idénticamente:

OE(x,t)
dy

dB(x,1)

0, \Y 9

V-E= =0.

Ahora desarrollamos las dos ecuaciones siguientes y sustituimos (cabe recordar
que el resultado del rotacional es un vector):

VxF o <8E(x,t) 0 8E(x,t)> _ <o,o,—i63(f”’t)>

0z 7 Ox ot
5z (0B(z,t) 0B(z,t) B 10E(z,t)
VXB_( oy o )= 0T 0

Comparamos por ultimo el tercer y segundo término respectivamente de las ecua-
ciones anteriores, tras lo cual podemos deducir que las cuatro ecuaciones de Maxwell
se pueden reducir a:

OE(z,t) _ 10B(z,t) 0B(z,t) _  10E(x,1)

Ox c Ot Ox c Ot

Ambas definen las ecuaciones de Maxwell para campos electromagnéticos unidi-
mensionales. Podemos comprobar ademas que estas ecuaciones satisfacen las ecuacio-
" = O2F (z,t

nes de ondas electromagnéticas V2F — C% ag(f )

magnético como eléctrico).

= 0 (donde F puede ser tanto campo

Un campo eléctrico es un campo de fuerza creado por la atracciéon y repulsion de
cargas eléctricas, de tal modo que cada una de estas cargas ejerce una fuerza sobre
el resto descrita por la Ley de Coulomb. Una carga estatica y puntual, o lo que es lo
mismo un monopolo eléctrico, genera un campo eléctrico (al usar unidades gaussianas
para simplificar no aparece la constante K de Coulomb)

E=27 con r=(z,y,2) y r=]||7
r3 e

Sin embargo en nuestro caso nos interesan los dipolos eléctricos, que son formados
por dos cargas opuestas a distancia pequenia (que tiende a 0). Podriamos pensar que
las cargas se atraerian con una fuerza muy grande, pero suponemos que se mantienen a
una distancia h muy pequena (en la realidad si existen estructuras que se comportan
como dipolos, como por ejemplo las moléculas de agua), es decir, que tenemos dos
cargas a distancia h, una en 7y otra en ¥ — (h,0,0). Suponemos que el valor de cada
carga es gh~! (una positiva y otra negativa), entonces en el limite cuando h — 0, el
campo generado sera —%—g (por la definicion de derivada). Esto se puede generalizar
al caso en que las dos cargas estén a distancia h — 0 en la direccién del vector § con
cargas ||p]|h ™!, entonces lo que obtendremos es que el campo serd menos la derivada
direccional en la direccién p), lo que da lugar al campo eléctrico de un dipolo eléctrico:

. L P ~
E:37“75r_7“73 con r:(x,y,z) ) ’I“:HFH
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Al vector p'se le conoce como momento dipolar.

Esta explicacién se puede utilizar de manera analoga para campos magnéticos
(teniendo en cuenta que en la naturaleza no existen monopolos magnéticos), por lo
tanto el campo magnético generado por un dipolo magnético sera

—»

31

rﬁ

B=3"

7-_7
r3°

donde m es el momento dipolar magnético.

Vistos estos dos conceptos, la pregunta que nos hacemos ahora es como acttian
dos conductores con cargas en movimiento (ya que los imanes no afectan a las cargas
estacionarias).

Los experimentos de Ampére indicaban una atraccién entre conductores paralelos
con corrientes en el mismo sentido, entonces es 16gico pensar que el campo eléctrico
generado por uno de los conductores atrae a cada carga del otro con una fuerza perpen-
dicular a su velocidad. También podriamos esperar que esta fuerza sea proporcional a
la carga y su Velomdad por la definicién de corrlente Es decir, que al igual que en un
campo eléctrico F = qE en un campo magnético F = q( ﬂ) x B. Estas deducciones
nos llevan a que la fuerza que recibe una carga en un campo electromagnético seréa

—

(1) F=q(E+

ol

x B).

donde ¥ es el vector velocidad (se divide por ¢ para que sea adimensional). Esta fuerza
es la que se conoce como la Fuerza de Lorentz.

Vamos a estudiar el caso de la fuerza de Lorentz en un conductor circular dado
por la parametrizacién z? + y> = 72 con z = 0, con una carga ¢ distribuida a lo
largo del conductor que se mueve con una velocidad ¥’ constante sometido a un campo
magnético B. Utlizando la ecuacion (1) tenemos que la fuerza de Lorentz en cada
tramo dr es:

_ v _, ) _
(2) dF:dq<><B>: Y 7% B
c 2mre
teniendo en cuenta para la segunda igualdad que dq es la carga en una porciéon di” del
conductor y que suponiendo que esta distribuida uniformemente dq = ¢|d7|/(27r).

Si recordamos los conceptos de densidad de corriente lineal (A = Z donde r es la
longitud del conductor) y de intensidad de corriente (I = | g AvdS), entonces también
podremos expresar (2) de la forma:

iF=1" 5
c
Si el conductor contiene una sola particula cargada, cuando v es grande o 7 es pe-
queno podemos considerar la formula anterior valida ya que nos parecerd un continuo
(de hecho en los conductores reales solo hay un namero finito de cargas). Entonces el
modelo es ahora con una sola particula que se mueve gobernada por una ecuacién de

movimiento

7(t) = (r cos(wt), rsin(wt), 0) donde ¢ es el tiempo.
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cuya velocidad es (basta derivar la ecuaciéon de movimiento)

U(t) = (—wrsin(wt), wr cos(wt), 0).

Ahora introducimos el concepto de momento angular mecanico, que es la cantidad
de movimiento de rotacion de un objeto (como es de esperar va a ser importante para
definir la precesion de los protones) y se define como L = mFx ¥ dénde m es la masa
del objeto. Vamos a demostrar una relacién que nos va a ser tutil:

2me

(3) /de}?: 7 T «B.
c

En el lado izquierdo, dentro de la integral tenemos 7 x dF = 7 x <2qv dr x é)
wre

recordemos que el producto vectorial no es asociativo). Tomamos B = B..B,, B,
Y
v
vy G = v que podemos sacar fuera. Siendo dF = (—rwsin(wt), rw cos(wt),0)dt

27re
resolvemos los productos vectoriales:

= (Byrw cos(wt) —B.rwsin(wt), —Byrw sin(wt) — Byrw cos(wt))dt.
= (—Byr?wsin®(wt) — Byr?w sin(wt) cos(wt), —Byr?w sin(wt) cos(wt) —
—er w cos? (wt), —2B,r%w sin(wt) cos(wt))dt.

Por tltimo hacemos la integral de cada uno de las componentes de V en un periodo
de tiempo (sin olvidarnos de la G).

(4) G/ Vdt = Byr*w, —Byr*w,0).

Ahora en el lado derecho resolvemos de igual manera los productos vectoriales con
H=-L.

2mece .
L =m7 x 7 =m(0,0,7w).

Y por tanto

(5) HL x B = i(—B 2w, —Byriw, 0)
= 2 Y s T yU).

Vemos que (4) y (5) coincide, por lo que queda demostrada la relacion (3).

Esta relacién nos va a servir para simplificar la ecuaciéon que estamos buscando,
que es el momento angular en cada “trozo” del conductor. Para ello nos vamos a
salir un momento del contexto electromagnético y pararnos en mecénica clasica, en

dv

concreto en la segunda ley de Newton F = ma = md. La derivada del momento
angular con respecto al tiempo seria
L — 2 i ) dF o _,Xd_{) e R
MrEXT)=m— XUT+mFX — =7FXmad=r .
At dt dt dt
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Volviendo a nuestro caso, la fuerza es la suma de las fuerzas sobre todos los trozos
de conductor por lo que 7 x F' se ve sustituido por [7x F. Utilizando la relacion (3)
llegamos a la ecuacion

(6) =~L x B donde =

dt
Esta es la ecuacion que describe el movimiento de precesion de los protones bajo
un campo magnético. Entender esta ecuacion es crucial para entender la base fisica,

en términos clasicos, de las MRI, por ello vamos ahora a analizar sus soluciones.

Resolver esta ecuacion directamente con las técnicas habituales puede ser bastante
complicado, por lo que en su lugar vamos a buscar otro método.

En primer lugar, una de las caracteristicas que podemos extraer de la ecuacion (6)

es que L y o son perpendiculares por las propiedades del producto vectorial. Esto

implica que su producto escalar es:

LI, Y )
dt
y por tanto podemos asumir que L/(t) = 0 doénde L(t) = ||L(¢t)||, es decir, que la

norma de L(t) no depende de .

Gracias a esto podemos concluir que las soluciones L estdn definidas dentro de
una esfera de radio L y por tanto se pueden parametrizar de la siguiente manera:

L(t) = (Lcos o(t) sin a(t), Lsin o(t) cos a(t), L cos a(t)).

Vamos ahora a observar las condiciones iniciales del a ecuacion. Fijamos los ejes
tal que B = (0,0, B), que sera el eje sobre el cual precese L(t), y fijamos también
L(0) que partira del plano Y = 0 formando un angulo « con B, es decir, que L(0) =
(L cos v, 0, Lsin o). Comparamos ahora con la expresion de L(t) anterior con t = 0 y
concluimos que las condiciones iniciales seran a(0) = a y ¢(0) = 0. Esto nos deja las
soluciones como

L(t) = (Lcos o(t) sin a(t), Lsin (t) cos a(t), Leosa(t)) con a(0)=a y ¢(0)=0.

Por altimo podemos ahora introducir esta expresion en (6) para hallar «(t) y o(t).
Desarrollando la derivada y el producto vectorial obtenemos en la tercera coordenada
que ¢/ (t) = 0 y aplicando las condiciones iniciales llegamos a que a(t) = «

Por otro lado, desarrollando la ecuaciéon en cualquiera de las otras coordenadas

llegamos a ¢'(t) = —yB. De nuevo aplicado las condiciones iniciales llegamos a que
p(t) = —yBt = —27vt donde v es la frecuencia de Larmor:
_1B

(7)

V= .
2

Es decir, se produce la precesién de Larmor que consiste en que L gira alrededor del
eje marcado por B con la frecuencia de Larmor, la cual no depende del 4ngulo inicial



16 Electrodindmica basica.

«a y es universal para todos los imanes pequeiios. Cabe destacar también que, como
he comentado anteriormente, hemos utilizado unidades gaussianas para simplificar las
ecuaciones, la formula (7) se cumple en ambos sistemas de unidades mientras que
(6) se cumple con unidades gaussianas|[16| y para que funcione con las del Sistema
Internacional solo hay que quitar la ¢ del denominador de ~.

Si una particula elemental cargada como un electrén o un protén se comporta
como un imén podemos pensar que esta tiene corrientes dentro, aunque si realmente
creemos que es elemental parece mas sensato creer que no hay nada dentro y lo que
pasa es que gira sobre si misma y este giro es el que causa el campo magnético. Este
es el origen del término spin (en espanol traducido a veces como espin), por la palabra
inglesa para indicar giros rapidos. Desde tiempos muy tempranos en el siglo XX se vio
que para electrones (6) funcionaba como si la féormula para v fuera g/(mc), es decir,
como si la fuerza del iméan del electrén fuera el doble de lo que corresponderia a lo que
giraba. Para otras particulas subatémicas o conjuntos de ellas también parecia que el
v estaba afectado por una constante inexplicable que actualmente se escribe

_ 49

= doénde g es conocido como g-factor.
2me

En nuestro caso, el de los protones, se sabe experimentalmente que g ~ 5, 5856.

Por ejemplo, vamos a tomar un campo magnético de 1,5T (las maquinas de reso-
nancia magnética para uso clinico utilizan por lo general campos magnéticos constan-
tes entre 1,5T y 3T, a més intensidad, mayor definicién pero también mayor tamaifio,
ruido o interaccion con otros objetos metalicos), sabemos también que la masa de
un protén es m ~ 1,673 x 10727 y que su carga es ¢ ~ 1,602 x 10719, por tanto
v~ 2,675 x 10% y v ~ 6,386 x 10"Hz = 63,86M Hz. En comparacion, las radios en
FM emiten entre 87,5M Hz y 108 M H z, mientras que los teléfonos méviles trabajan
en diferentes rangos de frecuencias, mas o menos comparables a 1GH z



CAPITULO 4

El estado de espin y su medicion.

El espin es un momento angular intrinseco que poseen tanto los electrones como
otras particulas. En fisica clasica el espin corresponde a un momento angular intrin-
seco, es decir, un giro sobre si mismo, y como el electrén tiene carga, lo convierte en
un pequenio iman como ya habfamos descrito ya anteriormente.

El origen del concepto de espin se remonta experimentalmente a 1922, con el
famoso experimento de Stern y Gerlach. El experimento consistia en lanzar un haz
muy fino de atomos de plata a través de un campo magnético no homogéneo, en el
que las lineas de fuerza estaban maéas concentradas en uno de los polos. En un primer
momento cabria esperar que las particulas serian desviadas de forma aleatoria, sin
embargo el resultado fue que los 4tomos, después de atravesar el campo se desviaban
a dos posiciones bien determinadas, “arriba” y “abajo”. En 1925, Samuel A. Goudsmit y
George E. Uhlenbeck postularon que el electréon tenia un momento angular intrinseco,
independiente de sus caracteristicas orbitales. En términos clasicos, una esfera de carga
podria tener un momento magnético si estuviera girando de tal manera, que la carga
en los bordes produjera un bucle de corriente efectiva. Este tipo de razonamientos
llevaron a la utilizacion del “espin” para describir el momento angular intrinseco [7].

El estado del espin se representa mediante una combinacién lineal compleja no
nula de dos posibles estados conocidos como espin arriba (spin up) y espin abajo
(spin down), indicados en fisica con |+) y |—) o con | 1) v | |). Mateméaticamente
estos estados se representan como los vectores de la base canonica de C2:

Las combinaciones lineales que difieren en multiplicar por una constante no nula
representan el mismo estado de espin y por tanto podemos normalizarlos siempre
para que sean vectores unitarios de C2. Dado un vector 7 € R? con angulos 6 y ¢
(correspondientes a las coordenadas esféricas del vector), se le asocia el estado de espin
[18]:

(1) 17) = cos (Z) I4) + ¢ sin <g> -,

17
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El momento angular indica clasicamente un giro por un eje 7i y |7) es su represen-
tacion cuantica. Por ejemplo |+) representa un giro en sentido positivo sobre el eje Z
mientras que |—) representa un giro en el sentido contrario.

La notacion mas comun para representar un estado normalizado es |[¥) ya que es
el nombre usual para las funciones de onda que representan los estados cuanticos. Ya
que |¥) es un vector en C2, representaremos el producto escalar de dos estados |¥y)
y |Ws2) con la notacion (¥1|W¥s), por ejemplo:
1+74 1—2 5—1

5 |+>+T—>, entonces (¥|Wsy) = 9

241
3

=220 2 (e =

En fisica cuantica, las mediciones del estado del espin tinicamente pueden dar dos
resultados de forma probabilistica a diferencia del momento angular clasico, que puede
tomar cualquier valor. Mas concretamente, si medimos un estado de espin normalizado
|¥) en la direccién del vector 7 obtendremos |7) con probabilidad p = |(7|¥)|? y | —1)
con probabilidad 1 — p.

Por ejemplo vamos a tomar dos vectores (en coordenadas esféricas) unitarios muy
proximos 1] = (sin 6 cos g, sin @ sin p, cos @) y ns = (sin(f) cos(¢ + €),sin(f) sin(p +
€),cos(f)) donde € — 0 es el angulo que forman. La probabilidad de que al medir |n7)
en la direccion de n obtengamos [n3) es :

() ()

que tiende a 1 cuando € tiende a 0.

2
p = [(ilnz)]* =

Es decir, que es casi seguro obtener |n]) y extremadamente improbable obtener
| —n1). Como observacion extra, podemos obtener una relacion entre esta probabilidad
y el angulo entre los vectores. Para dos vectores 7] y 15 separados por un angulo «
y dentro del plano YZ (es decir, ¢ = 0), la probabilidad de que al medir |n}) en la
direccion de 75 lleguemos a |n3) es :

0 0+« o0 . 0+«
COS — COS | ——— | + sin = sin
2 2 2 2

Esta formula en términos del dngulo es vélida en general, no solo en el plano YZ,
pero es més dificil de probar.

2 «
— 2=
= cos (2)

p:

4.1. El espin bajo el campo magnético.

La evolucién de los sistemas cuénticos viene dada por la ecuacién de Schrédin-
ger [6]. En el caso de estados de espin sometidos a un campo magnético dado por
B = (By, By, B3) la ecuacion queda de la forma:

d|v)

. Y5 =
2 e A s Xk
) it =155
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donde & es el vector (01, 09,03) formado por las matrices de Pauli:

o= 0 1 oo — 0 —¢ o 1 0
Yo >\ o 7 \o —1)°
Las matrices de Pauli permiten invertir la correspondencia entre vectores unitarios
de R? y estados de espin de la siguiente manera, la cual vamos a demostrar:

(3) = (7| W), (7i[ V), (7| W3)) donde W; = o;|iT).

[4
Tomamos 77 = (sin # cos ¢, sin 0 sin ¢, cos #) cuyo estado de espin es |i7) = <efpossi(nQ()9 )) :
2

Calculamos primero las componentes 1;:
, 0 0 - 0 0
= 1P a3 — — . = —7e'¥ si —_ ) — .
Uy (e 8111(2), cos(2)> ;o Wo < ie 51n(2),zcos(2)> ;

0 , 6
Uy = (cos(z), —e'? sin(2)> .
Por ltimo, utilizando la formula de Euler calculamos las componentes del vector:
. . 0 0., — 0 0 )
(M|Wy) = sm(§) cos(i) (e +e7*%) = 2sen(5) cos(i) cos(p) = sin 6 cos ¢;
0

(1i|Wq) = sin(g) cos(i)i (e —e7?) =2 sen(g) cos(g) sin(p) = sin @ sin p;

9 9
(1| Ws) = COS2(§) - sin2(§) = cos .

Podemos observar que los valores coinciden con las coordenadas del vector 7.

Ahora vamos al objetivo de este capitulo, que es ver en qué sentido hay precesion
cuando se usan las ecuaciones cuanticas. Consideremos, como en la hoja anterior, el
caso B = (0,0, B) con un 7 inicial que forma un angulo « con el eje Z y angulo
azimutal (el ¢ de las esféricas) nulo. Vamos a resolver la ecuacion de Schrédinger
(2) imponiendo como condicién inicial |¥);—g = |np) = |(sin @, 0, cos «v)). Teniendo en
cuenta que la solucién |¥) es un vector de C? resolvemos el sistema:

(i) =327 G0) Gin) == (@ ) G

Esto nos deja el siguiente sistema:

{ 7' (t) = iax

y'(t) = —iay

Doénde a = % y cuya solucion es (teniendo ya en cuenta las condiciones iniciales):

a iat
’\If>: COSze.
i —tat |
Sln2€
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El vector unitario que gira con frecuencia v en sentido antihorario alrededor del
eje Z formando un angulo « con él es:

7i(t) = (cos(2mvt) sin o, — sin(27wvt) sin , cos ).

Sea |U) la solucion de la ecuacion de Schrodinger que hemos calculado anterior-
mente y sea v = % la frecuencia de Larmor que calculamos en el capitulo anterior,
vamos a calcular la probabilidad de que al medir |¥) en la direccion 7i(t) obtengamos
|7i(t)) de la siguiente manera:

- cos § cos Zetat
|n> = <e—27riyt :111;) ) ’\Il> = <sin g2€—iat> :
Teniendo en cuenta que a = ? = v obtenemos:
p= (AN = [cos(5)e™ +sin?(5)e™™[* = [e* = 1.

Este resultado muestra finalmente que el estado de espin sufre una precesiéon con
frecuencia igual a la frecuencia de Larmor del caso clasico.

Todas estas demostraciones han sido probadas considerando el caso B = (0,0, B),
esto vale para cualquier otro caso siempre y cuando las soluciones de la ecuaciéon de
Schrodinger (2) sean invariantes por giros. En el capitulo anterior, mientras tratéaba-
mos el caso clasico también utilizdbamos esta simplificacién, la cual es correcta y para
comprobarlo vamos a demostrar que:

-

L - o dGL L
o L x B equivale a WZWGLXGB

donde G es la matriz de un giro, es decir, una matriz ortogonal de determinante 1.
Para simplificar los calculos, basta justificar que para dos vectores o y :

G(ii x ¥) = Gii x G.

Utilizando la propiedad @' (¥ x @) = @ - (¥ x W) = det[i, ¥, ] (conocido como
“producto mixto”), para cada componente j del vector G(4 x U) tenemos:
(G(uxv)); =€ -Gux7v)= eE-G(z‘[ x ) = (G'e;)! (i@ x )
= det[G"e}, 4, v] = det G det[G'é;, i, v] = det|GG'e;, Gii, G
= detle}, Gu, GU] = €j - (GU x GU) = (Gu x GV);.

<

Geométricamente también tiene sentido, ya que el resultado del producto vectorial
es un vector perpendicular a ambos operandos, y en caso de realizar el mismo giro en
los dos vectores, el resultado también serd un vector afectado con el mismo giro.

La justificacion de que en el caso cuantico no es trampa tomar B = (0,0, B)
es mucho mas complicada y por ello no lo vamos a demostrar por completo. Esta
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explicacién consiste en que si G es el giro de angulo § alrededor de un vector unitario
b, entonces tenemos:

G7i) = Ap(8)|7i) donde Ay(B) = cos <§> I —isin (g) b-G.

En este caso I es la matriz identidad 2 x 2 y Ay(53) es una matriz compleja 2 x 2.
Dando esta igualdad por supuesta, vamos a comprobar que para cualquier vector
B € R3 con norma B # 0 la solucion de la ecuacion de Schrodinger (2) con condiciones
|W)i—o = |np) se puede expresar como:

m_\ ool

(3) W) = Ay(—yBb)lria) con =

Como observacion previa a la demostracion, es facil comprobar que para @ € R3
la matriz
oL cos 6 sin @ cos ¢ — isin @ sin ¢
n-d=/| . .. .
sin @ cos ¢ + i sin @ sin —cos @

tiene autovalores +1, por tanto (b- )% = 1. Utilizando esto vamos a demostrar (3),
teniendo en cuenta que |ng) no depende de ¢, basta comprobar que:

.d VB |

Al desarrollar el primer término de la igualdad obtenemos:

VB s (2B 5. 5 1B g (2B
2 2 7Ty 2 )

Y el segundo nos queda:

—vB - —~vBt —~Bt\ -
Lb-&’ cos ot — 7sin tedd b-d|.
2 2 2

Es facil comprobar que ambos términos son iguales teniendo en cuenta la obser-
vacion anterior.

Con esto hemos demostrado que el estado de espin |¥) se puede expresar como
un giro de angulo —vBt partiendo de un estado inicial |np). Este angulo es el mismo

—

que calculamos en el capitulo anterior para el momento angular L(t), que era ¢(t) =
—2mvt = 27 (%) t = —vBt. Por tanto hemos demostrado finalmente que el estado

de espin precesa con una frecuencia igual a la frecuencia de Larmor v de la misma
forma que en el caso clasico.






CAPITULO 5
Resonancia y la ecuacion de Bloch.

En este capitulo vamos a estudiar la ecuacién que controla la resonancia de los pro-
tones teniendo en cuenta también los tiempos de relajacion. La ecuacién de Bloch
[3], introducida por el fisico Felix Bloch en 1946, es un modelo matematico que des-
cribe la interaccién entre un campo magnético oscilante con un material en presencia
de un campo magnético externo.

En capitulos anteriores vimos que la ecuaciéon fundamental que regulaba el mo-
mento angular del protéon desde el punto de vista clasico (lo que corresponde al espin
con la perspectiva cuéntica) era

—

(1) % =~L x B.

Si B era un campo magnético constante (originariamente en la direccion del eje
Z), ya habiamos visto que se producia la precesion. Ahora lo que vamos a estudiar es
qué ocurre si este campo es variable con la frecuencia de resonancia. Antes de nada,
comprobemos que, sea cual sea B" la ecuacion (1) implica una ley de conservacion:
el momento angular puede cambiar de direccién pero no de tamaio, para ello basta
demostrar que ||L(¢)|| = || L(0)||. Teniendo en cuenta que ||L(t)||? = L - L:

LW dL-L) . dl . - .
= =2L-— =2vL-(L x B) =0.
dt dt dt 7L - (L x B)
Esto implica que ||f/(t)H =k = ”E(O)H con k constante. Con la interpretacion

clésica del espin como giro, esto significa que no es posible hacer que el proton gire
mas deprisa.

Consideramos un campo magnético variable con oscilaciones arménicas en las dos
primeras coordenadas:

B = (B cos(wt), By sen(wt), By).
La idea es que By sea pequeno en comparacion con By. Es decir, fundamentalmente
seguimos teniendo un campo magnético en la direcciéon del eje Z pero ahora hay unas

ligeras oscilaciones peridédicas en el plano XY. En la maquina de resonancias, By viene
producido por el imén principal y los términos oscilatorios, por radiofrecuencia.

23
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Para simplificar los célculos vamos a expresar la ecuacion (1) con este B como
% = A(t)L. Calculamos entonces:
L

x B = (LyBy — L3By sin(wt), L3 By cos(wt) — L1 By, L By sin(wt) — Ly By cos(wt)).

Por tanto:
di 0 By — By sen(wt)
v A(t)L con A(t) =~ —By 0 B cos(wt)

Bjsen(wt) —Bj cos(wt) 0

Para resolver la ecuacion con las técnicas habituales para EDOs necesitamos que
la matriz A sea independiente de ¢ (constante). Para solventar este problema vamos
a hacer un cambio de variable:

cos(wt) —sen(wt) 0
L=Ct)V con C(t)= [sen(wt) cos(wt) O
0 0 1
Es facil comprobar que
cos(wt) sen(wt) 0
C7Ht) = | —sen(wt) cos(wt) 0| =C(-t)
0 0 1

es decir, que al ser C(t) un giro de dngulo wt su inversa sera un giro en el sentido
contrario C'(—t). Derivando el cambio anterior obtenemos
dL

— = C'(t)V + C(t)

av -
—r =COADV ().

Tomando D = C~(t)A(t)C(t) — C~1(t)C'(t) y despejando % obtenemos final-
mente la ecuaciéon

av B 0 w+vBy 0
i DV dénde D= |-—-w—~vBy 0 vB;
0 —vB; 0

cuya solucién de esta ecuacion sera V(t) = exp(Dt)V(O). Para el resto de los célculos
vamos a tratar el caso de la resonancia w = —wqg con wq la frecuencia de Larmor,
wop = vBy, también tomaremos wy; = vB1, lo que simplifica D. El signo negativo en w
indica el sentido de giro.

En este caso el tnico calculo no trivial es la exponencial de la matriz al no ser
esta una matriz diagonal. Por tanto calculando los autovalores, que son A\; = 1,
g = cos(wit) —isin(wit) y Ag = cos(wit) + isin(wit), ademas de los vectores propios
v1 = (1,0,0), va = (0,4,1) y v3 = (0,—4,1) obtenemos la exponencial mediante la
formula exp(Dt) = S exp(Jt)S~! con

1 0 0 1 0 O
J =10 cos(wit)—isin(w;t) 0 y S=10 i —i
0 0 cos(wit) + isin(wit) 01 1
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Para resolver la ecuacién simplemente debemos deshacer el cambio de variable,
teniendo en cuenta que L(O) V(O) nos queda que la solucion general de (1) es

. cos(wot)  sen(wot) O 1 0 0
L(t) = | —sen(wopt) cos(wot) 0] |0 cos(wit) sen(wit) | L(0).
0 0 1/ \0 —sen(wit) cos(wit)

De acuerdo con nuestra hipoétesis, w; es mucho menor que wgy. Asi tenemos en
general un giro rapido alrededor de un eje (inicialmente, el eje Z) que a su vez se va
moviendo, en comparacion, lentamente. Solo hay una solucién en la que ese giro lento
del eje no se manifiesta, que es precisamente el caso L(t) = (cos(wot), — sen(wot), 0)

(teniendo en cuenta que L(O) = (1,0,0) es facil comprobar que es solucion de (1)).

Por lo que hemos visto en capitulos anteriores, sabemos que esta solucién corres-
ponde al caso en que se hace resonar al protén, pero la teoria anterior muestra que es
solo un caso particular. Con una condicién inicial I_;(O) que no estuviera en el plano
XY siempre apareceria el giro lento del eje.

Para apreciar mejor este fendmeno vamos a tomar L(0) = (1,1,0) y L(0) = (1,0,0)
con wg = 1y wy = 1/20 y dibujar la curva que describe (L1(t), L2(t)) cuando
t € [0,2kn] (k = 1,7) con L = (L1, Ly, L3) la solucién de (¥). Con k = 1 tene-

mos

T

T T T T T
—0.20 -0.15 -0.10 —0.05 0.05

—0.1

-

(b) L(O) = (070, 1)

Figura 5.1: (L1 (t), Lo(t)) con k = 1.

Podemos apreciar que en la figura de la derecha, cuando cambiamos L(0) aparece
el giro lento que hemos mencionado anteriormente. Esto se aprecia mejor al completar
mas vueltas, en este caso con k =T7.

En diversos modelos mateméaticos se establece que la variaciéon de cierta cantidad
(en nuestro caso el momento angular) es proporcional a la diferencia con cierta valor
de equilibrio. Si la constante de proporcionalidad es negativa, el modelo mostrara una
resistencia a separarse del valor de equilibrio y, en ausencia de otras acciones, tendera
a la larga a él. Consideramos la ecuacion y' = —k(y — ¢) déonde x corresponde a la
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(a) L(0) = (1,1,0) (b) L(0) = (0,0,1)

Figura 5.2: (L1(t), La(t)) con k =T.

constante de proporcionalidad y £ el valor de equilibrio. Las soluciones de este modelo
seran
y(t) = £+ ce ™.

Es importante darse cuenta de que sea cual sea el valor inicial y(0), se tiene que

1
y(t) — £ cuando t — +oo. Ademas y(k tlog2) = £ + 56 por lo que x !log?2 es

el tiempo que debe transcurrir para que y adquiera un valor a medio camino entre
y(0) =L+ cy ¥, que en el contexto de las desintegraciones radiactivas se conoce como
la vida media.

En el caso de las resonancias magnéticas, hay una interacciéon entre un protén y
los niicleos del resto de los 4tomos que provoca cierta resistencia a que el espin de
una zona localizada de los nucleos atémicos de hidrogeno deje de estar alineado con el
campo magnético principal (0,0, Bp). Con esta idea en mente, Bloch [3] consider6 que
la ecuacion (1) debia anadir un término en cada componente similar a este —x(y — £),
donde ¢ = 0 para las dos primeras coordenadas. De esta forma se llega a la ecuacion
de Bloch:

-

al . -
(2) i YL x B+ (— BL1,—BLa, —a(Ls — Lyp)).

En este caso Lj3g es el valor de la tercera coordenada del momento angular inicial
(en teoria, para Bloch, incluso antes de conectar el campo variable). La constantes
a 'y (B estan relacionadas con dos tipos de interacciones [4| (espin-reticulo y espin-
espin, respectivamente). El primer término tiene unidades de momento angular entre
tiempo, por tanto a y 8 tienen unidades de inversos de tiempo, lo que motiva definir
los tiempos de relajacion

T =a! y TQZBil-

La ecuacion original (1) corresponde a T} = T = oo. Fuera de este caso, deja de
ser cierto que el momento angular ||L|| se conserve.
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Para analizar la evolucién a la larga de las soluciones. Vamos a simplificar la
ecuacion considerando por ahora el caso 71 < oo, T = oo (que no es muy realista
porque en la practica a es menor que ). Aplicamos ahora el cambio de variable
L = C(t)V que habiamos hecho antes con 5 = 0 en el caso de resonancia w = —wy,
teniendo en cuenta que ahora

dL L. .
i At)L+ h con h=(0,0,—a(Ls— Lsp))
derivando podemos concluir que la ecuaciéon queda de la forma

‘g/ = (CT'HA®C(H) - T OBV () + ]

y utilizando los célculos realizados anteriormente con estas matrices concluimos que

dv
(3) e (0,vB1V3, —yB1Va — a(V3 — Lsg)).

Podemos observar que Vj es constante, por tanto nos planteamos la siguiente
aplicacion lineal aplicando el cambio de variable (Va, V3) = (Wa + aLso/(vB1), Ws)

(4) (W, W3) > (yB1W3, —yB1Wa — aWs).

Miés concretamente queremos analizar las soluciones de la ecuacion

d(Wa, W3)

(5) 7 = (vB1W3, —yB1Ws — aWs).

Para ello podemos expresar esta ecuacién de otra manera utilizando la matriz de
la aplicacion (3), en este caso

d(W27W3) o W2 _ 0 ’YBl
T—A Ws con A= B, —a )

Los autovalores ); de esta matriz corresponden a las soluciones de A% + o\ +~2B?

-«
cuya parte real es 5 < 0.

Ya que la solucion general de este tipo de sistemas es z; = k;eit entonces podemos
concluir que todas las soluciones de la ecuacion (5) cumplen Wa(t), W3(t) — 0 cuando
t — o0.

Volviendo ahora al caso de la ecuacion (3), deshaciendo el cambio de variable

0
cuando t — oo.
1
Si aplicamos las conclusiones a la ecuacién de Bloch, recordando el cambio de

variable L = C (t)V podemos concluir a la larga que:

anterior las soluciones cumplen V3(t) = 0y Va(t) — a

» L;(t) es constante.
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L
» Ly(t) a la larga sera de la forma C(¢) - (0, LB%’ 0) dénde recordamos que C(t)
b1
es una matriz de giro con respecto al eje X de velocidad w = —wy.

» L3(t) tiende a 0.

Es decir, que la solucién de la ecuacién de Bloch bajo las hipétesis anteriores
(8 =0, w= —uwp) tiende a ser un vector L que gira con velocidad angular wy en el
plano XY.

En el anexo I (A) al final del documento se incluye un programa sage que genera
las soluciones de la ecuacién de Bloch, ademés hay varios experimentos numéricos con
los resultados de este programa en el anexo II (B).

El caso 8 > 0 se trata de forma parecida y aunque en este caso no se cumple
que L tienda a estar constreiido al plano XY, si es cierto que, bajo las condiciones
numéricas practicas, su tercera coordenada es mucho méas pequenia que su la norma
limite de ||L]|.



CAPITULO 6

Tomografia y la transformada de
Radon.

Hasta ahora sabemos de las oscilaciones colectivas de los protones con una frecuen-
cia caracteristica que depende del campo magnético principal pero nosotros queremos
distinguir densidades, zonas con huecos de otras que no los tienen. Centrémonos en un
plano XY e imaginemos que anadimos un campo magnético secundario (un gradiente
de campo [13]) que crece a lo largo del eje OX, lo cual se consigue en la practica con
electroimanes moviles. Entonces los protones que estan méas a la derecha (x mayor)
oscilaran mas rapido y los de la izquierda maés lentos.

il

U R

Figura 6.1: Sefial que emiten los protones en funcion del gradiente

i

En el caso de la figura 1 los protones A, B y C resonaran a la misma frecuencia
mientras que D, E y F resonarédn también resonaran a la misma frecuencia mayor
que las anteriores. Desde fuera detectaremos una superposiciéon de estas oscilaciones
en forma de radiofrecuencia, ya que no tenemos manera de medir estas sefiales por
separado.

29
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El analisis de Fourier, concretamente la transformada de Fourier, da el contenido
que tiene una senal de cada frecuencia por tanto podemos distinguir cuéntos protones
hay en cada vertical. Si p(z,y) es la densidad de protones en la “rodaja” que estamos
examinando, sabremos [ p(x,y) dy para cada x [10].

Si la variacion del campo magnético se produce en otras direcciones, tendremos
informacién sobre otras integrales de la densidad. El modelo mateméatico es que los
datos obtenidos (tratados con la transformada de Fourier) nos dan la funcién

Pg(t):/ P con 719 =xcosb+ysend =t.
To,t

Esto es lo que se llama, a veces con una normalizacion diferente, transformada
de Radon [5]. En este caso g, es la recta a distancia ¢t del origen con vector normal
(cos 8, sin f) formando un angulo 6 con el eje OX. También se conoce a este modelo
como transformada de rayos X, ya que podemos considerar la familia rg; como un
fino haz de rayos que atraviesan la muestra.

Por ejemplo, la TAC (tomografia axial computarizada) es una técnica donde se
toman muchas radiografias unidimensionales en muchas direcciones contenidas en el
plano que quiere examinarse. Lo que se hace es reconstruir la seccion a partir de sus
“sombras”, teniendo en cuenta que el tejido es semitranslicido a los rayos X.

El problema que se plantea es como recuperar p a partir de Py(t), que idealmente
se conoceria posicionando los campos magnéticos secundarios en infinitas direcciones.
Usando la definicion de integral de linea de una funcién escalar con la parametrizacion
de 79, dada por & =tcosf —usinf), y = tsinf + ucos, se tiene:

Py(t) = / p(tcost —usiné, tsinf + ucosf)du.

—00

Ahora tomamos un p fijo y utilizamos la transformada de Fourier.
]/3;(7’) = / p(tcos — usind, tsin @ + ucos 0)e™ 2™ dudt
R2
lo cual siguiendo la parametrizacién anterior nos deja

]/3;(7,) _ /RQ p(l‘,y)e_ZWi(TxCOS0+Ty51n9)dﬂ?dy.

Para el dltimo paso, tenemos que introducir la transformada de Fourier en va-
rias variables aplicando la propia transformada en cada variable. Por tanto para dos
dimensiones

fa) = [ Feme e magan con flem = [ fa.a)e e mdady,

Utilizando esto podemos concluir que

Py(r) = p(rcos b, rsin )
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y por tanto utilizando la primera ecuacién de la transformada de Fourier utilizando
coordenadas polares ({ = rcosf, n = rsinf) llegamos a la féormula de reconstruccion
buscada

27 poo
,0(.212‘, y) = / / rg(r)€2ﬂi(xrcos O0+yr sin9)'
0 0

Como conclusion, este modelo nos dice que si tenemos un ntmero infinito de
proyecciones unidimensionales de un objeto obtenido desde un ntmero infinito de
angulos, podemos reconstruir perfectamente el objeto original.

La notacion p(x,y) que hemos utilizado para referirnos a la densidad de protones
es més utilizada en TAC, sin embargo este modelo es igualmente valido para la senal,
llamémosla s(z,y), que emiten los protones en el punto (z,y). Por tanto conociendo
esta senal basta codificarla para obtener una imagen completa de la regién deseada.






CAPITULO 7

Conclusiones.

En este estudio hemos podido comprobar las leyes fisicas y modelos matematicos
que regulan la técnica del MRI dentro del campo de la medicina. Gracias a ello dispo-
nemos de una técnica no invasiva, a diferencia de por ejemplo los rayos X, para poder
obtener imagenes del interior del cuerpo humano.

Hemos estudiado el fenémeno de la resonancia magnética, que es muy importante
a la hora de obtener una senal de respuesta que podamos capturar. Ademaés de las MRI
este fenémeno es importante en otros Ambitos como por ejemplo la audicion, las cavi-
dades resonantes en algunos instrumentos musicales o los microondas convencionales,
en general esté estrechamente relacionado con la vibracion.

También hemos visto la relacion entre resultados de fisica clasica que tienen que
ver con el momento angular con conceptos de fisica cuantica, en este caso los estados
de espin, a pesar de que los fenébmenos que se estudian en ambos campos no suelen
ser compatibles.

En la Gltima parte hemos estudiado también el proceso de obtencién de imégenes y
las bases matemaéticas de la reconstruccion tomogréfica. Estas imégenes nos muestran
detalles de numerosos tipos de tejidos asi como también de los pulmones, huesos y vasos
sanguineos. Ademés es posible ampliar estas técnicas para realizar reconstrucciones
tridimensionales para por ejemplo localizar lesiones en el crdneo que no se pueden
visualizar con imagenes 2D.
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APENDICE A

Anexo I: Programa Sage para las
soluciones de la ecuacion de Bloch

El programa Sage usado para computar las soluciones de la ecuacién de Bloch es:

WOO~NOOU & WN —

# Ajuste alfa, beta, la frecuencia y el L inicial

alp = 0.07

bet = 0.0

ome — —1

Linic = [0.0,0.0,1.0]

Bl = 0.05

# Se entiende que frecuencia cero, significa
# que hemos desconectado el campo externo
if ome —— : Bl =0

L30 = 1

# Cuanto mayor sea N, mas es la precision y mas lento es el programa
N = 100

tn = srange (0.0,200.0,1.0/N)
L1,L2,L3,t=var(’L1,L2,L3,t”)
# Este es el segundo miembro de la ecuacion
f = [L2-Blxsin (omex*t)*L3—bet*xL1l, —L1+Blkcos (omext)*L3—bet*L2
,Bl#sin (omext)*Ll1-Blxcos (ome*t)*L2 —alp*(L3—-L30), 1.0+0.0x%t]
sol = desolve odeint (f, Linic+[0.0],tn ,[L1,L2,L3,t])
Lln, L2n, L3n = list(sol[:,0]), list(sol[:,1]), list(sol[:,2])
v = list(zip(Lln,L2n,L3n))
w = [vector(v[i]) for i in range(len(Lln))]|
wl = [w|[i].normalized () for i in range(len(Lln))]|
def axes(xmin=—1,xmax=1,ymin=—1,ymax=1,zmin=—1,zmax=1,*xkwds) :
ex = vector ((1,0,0))
ey = vector ((0,1,0))
ez = vector ((0,0,1))
G = line3d ([xminxex ,xmax*ex | ,**kwds)
G += line3d ([yminxey ,ymax*ey]|,**kwds)
G += line3d ([zminx*ez ,zmax*ez | ,**kwds)
return G
show (line3d (wl, thickness = 2)+
sphere (opacity =0.5,color="#EAEEC6°)+circle ((0,0) ,1,color =
’red’ ,thickness = 6),frame=False ,axes=True)
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APENDICE B

Anexo II: Ejemplos de soluciones
de la ecuaciéon de Bloch

Vamos a hacer a continuacién algunos experimentos numeéricos con la ecuacién de
Bloch. Para ello vamos a utilizar el programa sage que ya utilizamos para generar las
graficas anteriores (incluido en el anexo I) que genera las soluciones Ly, Ly y Lg donde
L= (L1, La, L3) tomando un rango amplio de valores de t.

Para ilustrar mejor los resultados representaremos la aproximacién numérica de
L(t)/||L(¢)|), de esta forma representaremos las soluciones en la superficie de la esfera
unidad con el ecuador destacado en rojo, donde ademés €; son los vectores de la base
canodnica. Vamos a ver entonces unos ejemplos:

= =007 6=0,0,w=—1, E(O) = €3. La solucién tiende a un plano cercano al
ecuador, como vimos en el capitulo anterior.

s o =0,05 8=0,015 w= -1, E(O) = é3. Ejemplo con 8 # 0 de que todavia se
produce la localizacién a la larga cercana a un plano.
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» o =0,05,8=0,015 w=—1, I_;(O) = é5. El mismo caso que el ejemplo anterior
pero ahora partiendo del ecuador.

s a =008 =00 w= -1, L(0) = é3. El caso de resonancia pura sin el
“rozamiento”’ representado por a y . Como vimos en el capitulo anterior, se
combinan dos rotaciones.

s o =105,8=001w=0, I—:(O) = &. Si desconectamos el campo variable, o
atrae a L a la vertical pero si 8 es muy pequena, la rotacion se mantiene.
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-

» a=0,01, =05 w=0, L(0) = &. La situacion reciproca a la anterior: cuando
desconectamos el campo variable con 3 significativo, solo se aprecian unos pocos
giros.

s a=00,06=00w= -2, I_;(O) = é3. En el caso en que no hay resonancia
w # —wg, la amplitud es pequena.

s 0=00,6=00,w=-1

, L(0) = €. Para el caso de resonancia pura con a = 0
y 8 =0 se tiene la soluciéon

1
L(t) = (cos(wt), sen(wt),0) que parte de €.
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