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Resumen

En el siguiente trabajo se tratara una introduccién a las llamadas formas modulares, que son
funciones definidas en el semiplano de los nimeros complejos con parte imaginaria positiva y que
cumplen una serie de propiedades que seran estudiadas en este proyecto. Se trabajara también
sobre algunos ejemplos importantes de las formas modulares, como la funcion discriminante o las
series de Eisenstein, asi como la llamada funcién theta, que nos servird como herramienta para
demostrar muchos de los objetivos de este proyecto. Se indagaré en sus respectivos desarrollos de
Fourier y se comprobara como se comportan en las caspides, un concepto que seré introducido
también, entre otras cosas. Con todo ello el objetivo serd obtener féormulas compactas para
calcular el nimero de representaciones de un niimero entero positivo como suma de cuadrados.
Nos centraremos fundamentalmente en los casos de dos, cuatro y ocho cuadrados, pero veremos
que se pueden obtener féormulas aproximadas para el caso de un niimero par de cuadrados, en
general. Para finalizar, sera estudiado un resultado de Ramanujan, que dio con una férmula
para el caso de 24 cuadrados.

Abstract

In the following work, an introduction to the so-called modular forms will be presented.
These are functions defined on the upper half-plane of complex numbers with a positive imag-
inary part, and they satisfy a series of properties that will be studied in this project. We will
also work on some important examples of modular forms, such as the discriminant function
or the Eisenstein series, as well as the so-called theta function, which will serve as a tool to
demonstrate many of the goals of this project. Their respective Fourier expansions will be
explored, and we will examine how they behave at the cusps, a concept that will also be in-
troduced, among other things. With all this, the objective will be to obtain compact formulas
for calculating the number of representations of a positive integer as a sum of squares. We will
focus primarily on the cases of two, four, and eight squares, but we will see that approximate
formulas can be obtained for the case of an even number of squares in general. Finally, a result
of Ramanujan will be studied, who provided a formula for the case of 24 squares.
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CAPITULO 1

El grupo modular y algunos de sus
subgrupos

1.1. Introducciéon

En este primer capitulo trabajaremos sobre dos conjuntos importantes:
SLa(Z) = {v € M2(Z) : det(y) =1} y H={zeC : ¥z) >0},

siendo M3(Z) las matrices 2 x 2 con coeficientes enteros. SLa(R) v SLa(Z/NZ) se definen de
manera equivalente, salvo que en el primer caso los elementos de la matriz serdn ntimeros reales
y en el segundo enteros moédulo N. Es facil ver que SLy(Z) es un subgrupo de SLa(R), de forma
que hereda sus propiedades. A lo largo del capitulo trabajaremos con la siguiente accién de
SLa(R) sobre H:

az+b

v(z) = p—— para cada -~y = (Z Z) € SLy(R).

El denominador de v(z) suele llamarse j(z) y aparece con frecuencia en la teorfa de formas
modulares.

Es facil comprobar que si z € Hy v € SLo(R), entonces

- RE

5

Con lo que queda claro que la accién anterior esta bien definida sobre H.

En este trabajo nos interesara también estudiar la accion de SLg(R) sobre las semicircun-
ferencias en H centradas en el eje real y las semirrectas verticales (que las podemos interpretar
como semicircunferencias de radio infinito), y este conjunto lo denotaremos por G.

G={z+iyeH: (z—z0)’+y*=R?* 20 €R, RERT}U{zo+iyeH : z9 € R}.
Cada 7 € SLa(R) envia elementos de G a G y podemos determinar los elementos de G a partir

de sus extremos. De esta forma, para hallar su imagen nos basta estudiar la imagen de estos
extremos (en el caso de las semirrectas, tomaremos co como uno de ellos).

Otra propiedad interesante es la invariancia de la medida du(z) = y~2 dzdy por SLa(R),
donde x e y son la parte real e imaginaria de z.

Proposicién 1.1. du(z) = y~2 dady es invariante por SLa(R), es decir, si x1+iy; = y(wa+iys)
con v € SLo(R) entonces para cada region compacta R C H,

/ dxy dy _/ dxa dys
Y(R) Z/f R y% .

1




2 El grupo modular y algunos de sus subgrupos

Demostracion. Tenemos que z1 = 7(z2) = u(z2) + iv(22). Por las ecuaciones de Cauchy-

Riemann observamos que
du du 2 2
W@ =(d“) +(d”) =P’
U U °
das % d$2 dLUQ

azo+b a

Por tanto si z1 = y(z2) = czatd SO

7N
9)

b
d) € SLa(R) = 7'(22) = g = W ()l =

Asi nos queda, utilizando (1.1

/ dCEl dyl / |022 + d|4 1 daod / diL’Q dy2
Ry Ui R S(2)? fez+d* T 2 43

~—

1
[czo+d]*"

1.2. El grupo modular y sus subgrupos

Ahora trabajaremos sobre SLy(Z) y algunos de sus subgrupos. Lo primero que resaltamos
es que SLy(Z) esté generado por

1 1 0 -1
(1) o500
siendo la primera una traslacion (en una unidad) y la segunda una inversion, cuando actian

sobre H. Para mas profundidad, ver el apéndice A.1

FEmpezaremos ahora introduciendo algunos subgrupos interesantes. Dos generalizaciones de
SLa(Z) son:

T'o(N) = { (Z Z) €SLy(Z) : c=0 (méd N)}

(V) = { (‘CL Z) €SLa(Z) i a=d=1, b=c=0 (médN)},
con N € Z*. Se puede ver que I'(N) C I'g(N) C SLa(Z), donde para N = 1 se tiene la igualdad
y para N > 1, las inclusiones son estrictas. Ambos son subgrupos de indice finito de SLy(Z).
Observacion 1.1. Si N > 1 entonces I'o(N) no es normal y I'(N) si lo es.
Un concepto importante asociado a SLy(Z) y sus subgrupos finitos es el dominio fundamen-
tal.
Definicion 1.1. Dado un grupo I' que acttia sobre H, un dominio fundamental para I' es un

subconjunto cerrado F' C H tal que:

1. El conjunto F’ es la clausura de su interior.
2. Cada punto de H es I'-equivalente a algin punto de F'.

3. Ningtn par de puntos distintos del interior de F' son equivalentes bajo la accion de I, es
decir, si z, 2’ € F son dos puntos distintos y son I'-equivalentes, entonces z, 2’ € OF.

Es decir, las imagenes de un tnico punto de H bajo la accién del grupo I' forman una 6rbita
de la accién y el dominio fundamental es un subconjunto de H que contiene exactamente un
punto de cada una de esas orbitas (excepto en la frontera). Este concepto serd muy util més
adelante, pues cuando queramos estudiar determinadas propiedades de un grupo, podremos
limitarnos a estudiarlas solo en su dominio fundamental.
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Proposicion 1.2. D= {z € H : [z| > 1, [R(z)| < 1/2} es dominio fundamental para SLy(Z).

Demostracion. Tomamos un z € H y vemos que M = {mz +n : m,n € Z} es un reticulo
de C. Por tanto, Jw € M con w # 0 tal que |w| es minimo. Sea w = ¢z +d € M un punto
tal que |w| es minimo, entonces (¢,d) = 1 (Si no, podriamos dividir ¢z + d por un entero y
obtendriamos un nuevo punto en M de modulo mas pequenio). Ademas, por la identidad de

2) € SLa(Z). Usando (1.1), obtenemos

que I(71(2)) es un maximo de {S(vy(2)) : v € SL2(Z)}, pues |4, (2)|? era minimo. Definimos
ahora z* = T"y1(z) = 71(2) + n donde n es tal que |R(z*)| < 1/2. No podemos tener |z*| < 1
porque entonces tendriamos S(Z2) = Tz(f ‘2) > 3(2*) y eso contradice la maximalidad de (z*).

Bezout, sabemos que existen a,b € Z tal que y; =

Asi vemos que z* € D, y z es equivalente a z* bajo la accion de SLy(Z).

Ahora supongamos que tenemos dos puntos equivalentes bajo la accion de SLo(Z), 21 y
z9 = 7(21), en el interior de D con 7y # 1. v no puede ser de la forma T" porque esto contradice

|R(z1)], [R(22)] < 1/2. Asi que v = (Z Z) con ¢ # 0. Notamos que (z) > v/3/2 Vz en el
interior de D y otra vez por (1.1) tenemos que

V3 S(2z2) = S(y(21)) = S(21) S(z) 1 2
5 < Q(z2) = S(y(=1)) = lcz1 + d)2 < 3(z1)2 23(z1) < 23

y esto se da si y solo si ¢ = +1. Sin pérdida de generalidad, asumimos (z1) < $(z2), pero

| £ 21 +d| > |z1] > 1y esto nos da una contradiccion en (y(z1)) = Uis((%))IQ Concluimos que

no hay dos puntos SLy(Z)-equivalentes en el interior de D. O

Observacion 1.2.
SLy(Z) = To(2) UTo(2)S UT(2)ST,

stendo esta union disjunta.

Proposicion 1.3. DU SD U STD es dominio fundamental de T'o(2).

Demostracion. Como hemos visto que D es dominio fundamental de SLg(Z), podemos escri-
bir H = U,esr,2)YP = Uyery2)Y(PUSDUSTD). Por eso, cada punto de H serd I'g(2)-
equivalente a algin punto de D U SD U STD, y como los interiores son disjuntos, ningin par
de puntos distintos seran equivalentes bajo la acciéon de I'g(2). Asi concluimos que se trata de
un dominio fundamental de I'y(2). O

Otro subgrupo de SL2(Z) importante es el 6-grupo:

Ty :{(i Z) € SLy(Z ):cona+dyb+cpares}:

( >€SL2 Z):a=d=1-b=1-c (médQ)}.
)

Observacion 1.3. I'y(2) y I'y son subgrupos conjugados. Concretamente,
_ 0 —1
Ts =75 'To(2)0 con Yo = (1 1 ) :

Para encontrar ahora un dominio fundamental para I'y, empezamos notando la siguiente
descomposiciéon en cogrupos del grupo modular.
SLo (Z) =Ty Ul T UT,TS.

Con esta observacion podemos demostrar la siguiente proposicion.
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Proposicion 1.4. DUTDUTSD es dominio fundamental de 'y con D el habitual de SLa(Z).
Demostracion. H = Uyegr,z)7D = Uyer,7(DUTDUTSD). O

Para ver su forma, se estudia la imagen de las semirrectas y las circunferencias que con-
forman la frontera de D. Con ello se obtiene que este dominio es justamente H N { —-1/2 <
R(z) <3/2} n{|z| = 1} N {|]z — 2| > 1}. Si ahora aplicamos T2 € Ty a la zona en R(z) > 1
de este conjunto, obtenemos: T72(1) = —1,T72(3/2 + iv/3/2) = —1/2+iv/3/2,T72(3) =1y

lim, oo T7%(2) = oc0. De forma que nos queda:

Conjunto: {z: <(2)>0, [R(2)|< 1, |z]= 1}

Parte Imaginaria

2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
Parte Real

Figura 1.1: Dy.

Asf concluimos que Dy = {z € H : |R(2)| <1, |z| > 1} es dominio fundamental de I'y.



CAPITULO 2

Formas modulares: definicién, ejemplos
y dimensiéon

2.1. Definicién y ejemplos

Una vez introducido el grupo modular, ahora hablaremos propiamente de las formas modu-
lares: su definicion, algunos ejemplos interesantes y terminaremos estudiando la dimensién del
espacio vectorial que conforman.

Definicién 2.1. Una funcién holomorfa f : H — C se dice que es una forma modular de peso
k > 0, con respecto al grupo SLy(Z) si se cumple:

(2.1) f(v2) = i5(2)f(z)  paratodo 7 €SLa(2)

y ademaés existe un a > 0 tal que limy_, o y~|f(z+iy)| = 0. En el caso de que solo se cumpla
la primera condicion, se las llama funciones modulares o formas débilmente modulares.

Podemos observar que en la primera condicion de la definicion, k es un entero par (no
negativo) puesto que las matrices +v acttan de la misma manera en H, es decir, v(z) =

(—=7)(2)¥z € H. De esta forma, f(y2) = f((—7)2) = i5(2)f(2) = (=1)* () f(z) = (=1)F =
1. Por lo que k es par.

Podemos encontrar funciones f holomorfas en H, que no satisfacen exactamente esta primera
condicién pero para las que se tiene la siguiente relacién

Fvz) = wyiE(2) f(2),
donde w, es un factor constante de moédulo 1. En ese caso a los wy se los llama sistema de
multiplicadores.

Ademas, si consideramos las matrices T y S, que generan SL(Z), podemos ver que (2.1)
es equivalente a

fe+)=fz) v [(=1/2)=2"f(2).
Ahora hablaremos de un ejemplo muy importante de formas modulares.

Definicién 2.2. Se llaman series de Eisenstein a las funciones

Gr(z) = Z Z (mz 4 n)~" con k > 2 par.

(m,n)€z2—{0}
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Para ver que G (z) es una forma modular empezamos notando que es una funcién holomorfa
. b
en H, puesto que (mz + n)¥ # 0 Vz € H. Por otro lado, si tomamos vy = <CCL d> € SLy(Z),

entonces

az + b az + _
G cz+d ZZ cz+d +n) _]’y ZZ ma+ncz+(bm+nd))
(m,n)€Z2—{0} (m,n)€z2—{0}

Como ad — be = 1, podemos obtener cualquier par (m/,n’) € Z% — {0} como m’ = ma + ncy
n' = bm + nd. Por tanto, la ultima suma doble coincide con G/(z).

Con esto solo nos falta comprobar la condicién de crecimiento, y para ello tomamos o = 1.

1 k
Jim g Gr(eiy)l =t oy Y Y ((madn) 4 imy) 7 <
(m,n)€z2—{0}

< i k
< TX et bimi
(m,n)€Z2—{0}

1

y este limite es 0 porque al ser k > 2, la serie converge y ¥y~ se va rapidamente a 0.

Las formas modulares son 1-periédicas y tienen un desarrollo de Fourier convergente. Debido
a la condicién de crecimiento, se pueden escribir de la siguiente forma

(2.2) flz) = Z ane(nz)
n=0

donde e(t) denota €2,

Definicion 2.3. Las formas modulares con ag = 0 en su desarrollo de Fourier se llaman formas
cuspidales o parabélicas.

Volviendo a las series de Eisenstein, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.

(23) Gil) =260 + 2 2 > oa(melnz)

n=1
siendo ((s) = Zzozl n~% yos(n) = Zd|n d

Demostracion. Empezaremos estudiando el coeficiente n-ésimo de la serie de Fourier de la
funcion me(—rz) en [-1/2,1/2] para un r € R — Z dado.

1/2 1/2 ; ‘
ap = /1/2 me(—rz)e(—nx) dx = /1/2 me(—(r +n)x)der = m(fm(sen(w(r +n)))) =

= _’1_ " (sen(7r) cos(mn) + sen(mn) cos(nr)) = (—1)"(r +n) ' sen(7r).

Con ello tenemos me(—rz) = Y00 (=1)"(r + n)"!sen(nr)e(nz), y utilizando la identidad
Parseval, llegamos a que

oo 1
2 _ 2
= E T sen(mr).

n=-—
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Ahora, notando que sen(z) = (—senh(iz)/i) obtenemos

2 & 1

e ~ sen?(mr) Z (r+n)?

2
senh”(mir) e

Usando la definicion de senh(z), desarrollando el cuadrado y multiplicando y dividiendo por
e(r), se llega a que

2 —472e(r) —4re(r) _ —arPe(r)

senh?(rir)  e(r)(e(r) +e(—r) —2)  e(2r) —2e(r) +1 (1 —e(r)?’

Ahora, utilizando que (1 —2)~! = >"°2 /2" para |z| < 1, al derivar se observa que (1 —z)~2 =

> o(n 4+ 1)z" para |z| < 1. De esta forma, tomando z = e(r) se tiene que (1 —e(r))™2 =

> oneo(n + De(rn), y por tanto, e(r)(1 —e(r)™? = 372 4(n + De(r(n + 1)) = 3272 ne(rn).

Con esto,

—4
ﬁ = —4r? Z ne(rn)
En resumen, tenemos
Z S = 7; = We(r)2:—47r22ne(nr) para 1T €R—Z.
S (rtn) senh” (7ir) (1—e(r)

Sin embargo, sabemos que R — Z tiene puntos de acumulaciéon, y todas las funciones que
aparecen son holomorfas en H C (C —Z), luego por el principio de extension analitica, tenemos
esas mismas igualdades cambiando r por z € H.

Ahora nos quedamos con y 2 (z+1n) = —47r2 3" | ne(nz) para z € H y observa-
mos que derivando k veces se tiene que

oo

1 47 27m
2 (z+n)k+2:( Do k+1 anH e(nz)

n=-—oo

Sustituimos z por mz, hacemos el cambio de variable que envia k a k—2 y aniadimos el sumatorio
sobre m para obtener

Z Z (mz 1) = 'Zn z:lenmz).
1= m

m=1n=—o0 n=1

Notamos que k es par y que Y oo n*F =13 e(nmz) = 500, > djn d*~'e(nz). Por ello, po-
demos concluir

—_— Ok
Z Z : = (2mi) I Zak_1(n)e(nz) para k > 2 par.

Con todo esto,

-1

o X 1
Gk(Z)ZZZW Z Z +Z Z (mz+n)k

m=1n=—o0 n=—oo m=—0o0 N=—0o0

> i)k =
22_:171 +2Z Z TP 2<(k)+2(§3_)1)!Zlgk_l(n)e(nz

mln—oo

La segunda igualdad se sigue de que k es par. O
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De este desarrollo se deduce la identidad
o
(2.4) (2k =)D (w+n) "2 = 2mi)* > mPle(mw).
nez m=1
Ahora pasaremos a otro ejemplo importante dentro de la teoria de formas modulares.

Definicién 2.4. Se define la funcién discriminante como

A(z) = e(2) H (1- e(nz))24.
n=1

Observamos que en el desarrollo de Fourier de la funciéon discriminante, ag = 0, y utilizando
que (2.1) es equivalente a f(—1/z) = 2 f(z), para ver que A es una forma cuspidal nos basta
con demostrar

(2.5) A(—1/z) = 22 A(z) para z € H.

A su vez, para demostrar (2.5), nos es suficiente demostrarlo para z = it con ¢ un nimero
real positivo, como consecuencia del principio de unicidad. Empezaremos transformando un
poco A(—1/it) = (it)*2A(it) (donde t es real positivo) para trabajar con una expresién méas
sencilla.

Lo A(=1/it) = Ai/t) = e(i/t) T[;Zy (1 — e(ni/1)* = e 27/ T2, (1 — e 2m/0)2,
2. (it) 2 A(it) = t1%e(it) [Tn; (1 — e(int))** = t12e 2T ]2, (1 — e~ 2™) 24,

Igualando ambas expresiones llegamos a que

24

12 — 27(t=1/1) Hzo:1(1 - 6_2””/7‘/)
H;L.Ozl(]. — 6*27Tnt) )

y si aplicamos logaritmos a ambos lados

12log(t) = 2m(t — 1) + 24 ( Z log(1 — e~ 2™/t) — Z log(1 — 62’”“5)> .
n=1

n=—1

Ahora utilizamos la siguiente propiedad que se sigue por Taylor: — >">° | log(1—2") = >">° | n(%"xn)

y obtenemos 12log(t) = 2w (t—t1)+> o (1/n) (12%‘;__227;22 — 2/ ) . Por tanto, obtenemos

l—e—27n/t

que demostrar (2.5) es equivalente a demostrar

24 24 )

oo
1
_ -1 §
(26) 12 logt = 27T(t —1 ) + ﬁ <627T7‘Lt 1 - e27m/t -1
n=1

Para demostrar (2.6) empezaremos considerando la funciéon impar

3 elz)+1 e(iz/t)+1
M=) = Z e(z)—1 eiz/t) -1

Observamos que e(z)—1 = 0siysolosiz € Zye(iz/t)—1 = 0siysolosi z =itn,n € Z. Por
tanto, solo en esos puntos h no es holomorfa. Asi que, por el teorema de los residuos y utilizando
que h es impar (Res(h,n)=Res(h,—n)), tenemos la siguiente equivalencia para N € Z*

N
/(N+1)7> h(z)dz = 2miRes(h, 0) + 4mi Z (Res(h, n) + Res(h, itn)),

n=1
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donde P es el paralelogramo de vértices 1,t, —1 y —it.

Con un calculo obtenemos que 27i Res(h,0) = 27 (t — t_l) yparal <n <N

_9; ,—2mn/t 1 i e—2mnt 41
Res(h,n) = e AL Res(h,itn) = sic i

nm e—2m/t _ 1’ nmwe-2mmt _ 1’
Por ello, obtenemos que el segundo miembro coincide con el de (2.6) si hacemos N tender a co.

Proposicion 2.2.
it -1 —it 1
lim h(z)dz:/ %—/ %—F/ %—/ %zlﬂogt.
N=oo J(N41)P 1 7 itz -1 7 —it %

Demostracion. Empezaremos viendo que para todo z = z+iy € P tal que zy # 0, limy o0 (N—I—
$)h((N + 3)z) = 327 sgn(zy), donde sgn(z) es la funcién signo de z.

, 1 1
L= lim (N+ 5)h((N+ i)z) =

) 3 627ri(N+1/2)a:6727T(N+1/2)y +1 6727r/t(N+1/2)16727T/t(N+1/2)y7L +1
- ngnoo 2 e2mi(N+1/2)zg—2n(N+1/2)y _ | g—2n/t(N+1/2)zg—2n/t(N+1/2)yi _ 1"

Ahora, al considerar el limite cuando IV tiende a infinito, en el segundo factor solo nos interesa
el término de la y y en el tercero, el de la z. Notamos que cuando x,y > 0, ambos términos
tienden a 0 al tomar dicho limite. Por tanto, en este caso L = 3271(—1)? = 32 L sgn(zy). En el
caso en el que, x > 0,y < 0, el término de la x sigue tendiendo a 0, pero ahora el término de la
y tiende a infinito, asi que ahora tendriamos L = —3z~! = 327! sgn(ay). Se razona de manera
anéloga para los dos casos restantes y vemos que siempre obtenemos L = 3z~ ! sgn(zy).

De esta forma tendremos que L = % para z en el primer y en el tercer cuadrante y L = —%
para z en el segundo y cuarto cuadrante. Asi,
it —1 —it 1
d d d d
lim h(z)dz:/ 3727/ 37Z+/ 37’Zf/ 372:
N=oo J(N+1)P 1 2 it 2 -1 % —it %
= —3(log(1) — log(it)) + 3(log(it) — log(—1)) — 3(log(—1) + log(—it)) 4+ 3(log(—it) — log(1)) =
= 6(In(|t|) + arg(st) + In(|t]) + arg(—it)) = 12log t.

O
Como sabiamos f(NJr%)P h(z)dz = Zgzl %(82733_1 — e%fjlt_1>, tomando limites, obtene-

mos justo (2.6), y asi concluimos que la funcion discriminante es una forma cuspidal de peso 12.

2.2. La dimensiéon del espacio vectorial de las formas modulares

Nuestro siguiente punto de interés es la dimensiéon de los espacios vectoriales que conforman
las formas modulares y las formas cuspidales de peso k. A partir de ahora los denotaremos por
M, vy S, respectivamente.

Empezaremos introduciendo la llamada formula de valencia.
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Teorema 2.5. Dada una forma débilmente modular f no nula de peso k en SLa(Z), entonces

S0 + g (F) 4 neel(f) + Y el = o2

Aqui, noo(f) indica el menor n en (2.2) con a, # 0, n, es el orden de anulacion de f en z
(cero si f(z) # 0 ym si z es un cero de orden m) y el sumatorio es sobre un conjunto mazximal
de elementos de H que no estin relacionados por SLa(Z) ni tampoco estin en SLa(Z)i ni en

1+iv/3
SLa(Z) 5=,
Observacion 2.1. Sabemos que el dominio fundamental nos garantiza la primera restriccion,
ast que podemos hacer la suma sobre

1+iv3
2

D={zeH: [z|>1, [R(z)| <1/2}.

B=D-dDn{R(z) < 0} - {i,

} donde 0D indica la frontera y

Demostracion. Sea f una forma débilmente modular. Consideramos el siguiente contorno.

Figura 2.1: Contorno C. Imagen obtenida de [13].

f'(z)

Para demostrar la féormula, se integra §io) sobre el contorno C' de dos maneras distintas.

En primer lugar, tomamos R suficientemente grande para que el contorno contenga todos los
ceros y los polos de B y aplicamos el teorema de los residuos.

'(2) = 27 es f—l = 27 n

pEintC z€EB

La segunda manera consistira en hacer la suma de las integrales sobre (1, ..., Cg (ver apén-
dice B.1). Se observa finalmente que al igualar las dos cantidades se obtiene la igualdad desea-
da. O

Teorema 2.6. Para k par se tiene que

|k/12] sik=2 méd 12,
1k/12] +1 sik#2 méd 12

0 stk <12,

dim My, =
A { dimMy, —1 sik>12.

Yy dim S = {
donde || denota la parte entera de x. Mientras que si k es impar, la dimension es nula.

Para demostrarlo, veremos primero la siguiente proposicién.
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Proposicion 2.3. 1. My = {0} si k = 2.
2. S, = {0} sik < 12.
3. Mo =C.

Demostracion. 1. Si k =2, fijAndonos en el teorema 2.5 tenemos que 1/6 = suma de multi-
plos no negativos de 1,1/2 y 1/3. Lo cual es imposible.

2. Sifesnonula, f € Sp = neo(f) > 1= k/12>1= k > 12.

3. Sea f € My, es decir, f(vz) = f(2)), yseag = f(0) € My = f—g e Sy ={0} =
f = g es constante. My = C es el espacio de las funciones constantes en H.

L]
Corolario 2.1. Vk Spi110 = AM.

Demostracion. Sea f € Sgy12,9 = % es holomorfa en H porque A no se anula en H. Ademas,
Noo(g) = Moo (f)—Noo(A) = neo(f)—1 > 0, esto nos dice que se tiene la condicion de crecimiento,
pues todos los términos con n negativo del desarrollo de Fourier no aparecen. Por ello, g € M.

Asi, f = Ag con g € M. O
Con todo esto ya tenemos lo necesario para ofrecer una demostracion del Teorema 2.6.

Demostracion. El resultado de la dimensiéon de Sy se sigue de que S, = {0} si k < 12 y para
k > 12, tenemos que dim Sy, = dim My_12 por el corolario 2.1. Como | 5532 | = |k/12| — 1, se
llega a dim S = dim My — 1 como queriamos.

Ahora veremos por induccion la dimension de My. Sabemos My = Cy My = {0} y
observamos que se cumple dimMy = |0/12] +1 =1 = dimC y dim My = |2/12] =0 =
dim{0}. Por otro lado, para los casos k =4,6,8 y 10: dim M =1+ dimS, =1 =1+ |k/12]
(puesto que S = {0} por ser k < 12).

Ahora si k > 12 : dimM; = 1+ dim S, = 1 + dim My_15 y tenemos dos posibilidades. En
primer lugar, si k = 2 (m6d 12), entonces k — 12 = 2 (méd 12) y aplicando la hipotesis de
induccion, 1+ dim My_12 =1+ L%J = |k/12]. Para el caso k # 2 (méd 12), razonando de
forma similar obtenemos 1+ dim My_1o =1+ 1+ |552| =1 + |k/12]. O

Terminaremos estudiando algunas relaciones bastante interesantes que podemos obtener a
partir de las formas modulares con todo lo que hemos demostrado hasta ahora.

Proposicion 2.4.

Demostracion. Empezamos viendo que 3G3 — 7Gs € Mg porque tanto G2 como Gg pertenecen
a Mg y se trata de un espacio vectorial. Ademas, por (2.3), sabemos que Gg y G4 tienen los
siguientes desarrollos de Fourier.

8 )8 &
Gs(z) +2 (2 ') Z or(n)e(nz),
' n=1

T 4725 7
4 21)t &
Ga(z) = = + 2( 3!) oz(n)e(nz).

n=1



12 Formas modulares: definicién, ejemplos y dimensién

Por tanto,
8 oo n—1
9 o 327r 2567T _
Ga(2) = 505 + 135 2 nzlmzl% Jos(n —mje(nz).

De forma que, 3G% — 7Gg = % 4725 +> 0 L age(nz) =Y 07 | ape(nz). Por lo tanto, para la
serie de Fourier de 3G% —7Gg tenemos que |ag| = 0, y con todo ello concluimos que es una forma

cuspidal de peso 8. Como hemos visto que dim Sg = 0, obtenemos que Gg(z) = 2G3(z).

Corolario 2.2.

() +12020’3 0'3717 )
m=1
Demostracion. Tenemos que Gg(z) = %Gi(z).
Por tanto,
327T
PR 2
- 327T 3 e(nz) + 12032—7r i "221 n—me(nz) =
T a7 315 A 315 £ £« 73(m)aa( N
8 3278 &
= 12 - .
1705 + 315 nZ::l )+ 120 Z oz(m)os(n —m) | e(nz)

De forma que comparando coeficientes n-ésimos, obtenemos la igualdad que queriamos.



CAPITULO 3
La funciéon theta

3.1. Definicion de la funcién theta

Empezaremos a hablar ahora de la llamada funcidn theta, que aunque no satisface exacta-
mente las condiciones de lo que es una forma modular, tiene importancia en este trabajo por
su relacion con el ntmero de representaciones de un entero como suma de cuadrados. Se define
como sigue.

(3.1) 0(z) =Y e(n’z/2)

nez

y se observa que es holomorfa y 2-peridédica en H.

Como hemos comentado, guarda relacién con el nimero de representaciones de un entero
como suma de cuadrados, pues se tiene la siguiente relaciéon para k € ZT.

(3.2) 08(z) =1+ Z rr(n)e(nz/2),
n=1
donde
re(n) = #{(n1,ng,...,np) € 78 ni4nd4 40k =n}.

Como ya vimos en el capitulo 1, los elementos S y T son muy relevantes en la teoria de
formas modulares, y ahora volveremos a trabajar con ellos. Se observa que 6 es invariante por
T2, mientras que para S tenemos el siguiente resultado.

(3.3) 0(Sz) =+/2/i6(z) para z € H,
que nos recuerda a una forma modular de peso 1/2 exceptuando una constante multiplicativa.

Nos basta demostrar (3.3) para z = it con t € RT gracias al principio de unicidad. Pa-

. . . ., _ 2 s e
ra ello consideraremos la siguiente funcion: F'(z) = > e mt(n+2)" que es 1-periddica, y
empezaremos analizando sus coeficientes de Fourier.
2
Llamaremos g(z) = e ™", de manera que F(z) = Y 7 g(x + m). Sabemos que los

coeficientes de Fourier de F satisfacen

/2 e
an:/ Z g(x + m)e(—nx) dz,

—1/2 jp=—oo

por lo que con un cambio de variable (cambiando x por z —m), y el teorema de la convergencia
dominada llegamos a que

an:i/

me——oo” —1/2—m

1/2—m 400 ) 400 )
e~ ™ cos(2mnx) dr — z/ e~ ™ sin(2mnx) d

—0o0

gla)e(-n(a ~m)do = [

— 00

13
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v la segunda integral se anula por simetria.
Ahora, utilizando que f_oooo e~ cos(2mxy) dx = e*”yz, se obtiene

_ 2
ap =t 1/26‘ ™ /t’

y con esto tenemos todo lo necesario para justificar (3.3).

Evaluando nuestra funcién F' en 0, obtenemos por un lado: F(0) = > e~ — (it)

00 25—1/26—7rn/t2 —

y por otra parte, si utilizamos el desarrollo de Fourier tenemos: F(0) =Y >

= 20(i/t). Igualando ambas expresiones se obtiene justo lo que querfamos.

3.2. La relacion de la funcion theta con las formas modulares

Proposicién 3.1. Para k € Z*, 0%%(yz) = j2¥(2) 6%(2) para v € (S,T?).

En otras palabras, #%%(z) se comporta en cierto modo como una forma modular de peso 4k
con respecto al grupo (S, T?).

Demostracion. Puesto que queremos demostrarlo para y € (S, T?), estudiaremos primero cémo
actiia 6 sobre Sz y T?z.

Utilizando (3.3), tenemos que 6%%(S2) = 208 (2) = ji¥(2) 6%%(2), como querfamos. Por
otra parte, %% (T2z) = 6%%(z), que también es lo que buscamos porque j;lfg (z) = 1. Ahora para
las combinaciones de T2 y S, se comprueba que j, (722)jv,(2) = jy1ve (2) (ver apéndice C.1),
por lo tanto, jreg(2) = 2z vy jgr2(2) = z + 2. De modo que como 6%F(T2Sz) = 2468k (2) y
O3 (ST?2) = (2 + 2)*0%%(2), tenemos justo la igualdad que queriamos. Para combinaciones
mas largas se razona de la misma manera. O

Es habitual que a las funciones modulares que actian sobre grupos de indice finito de
SLo(Z) se les llame también funciones modulares. Como consecuencia del siguiente teorema,
0% se considera una funciéon modular de peso 4k con respecto a I'y.

Teorema 3.1. Ty = (S, T?).

Demostracion. Lo primero que notamos es que para todo vy € I'y, se tiene que y = T4 ST*S ... ST S
para ciertos a; € Z. Esto es una consecuencia de la secciéon 1.2. Puesto que I'g es un subgrupo

de SLy(Z) y ademas, S* = Id, es facil ver que podemos representar v de la manera descri-

ta. Ahora intentaremos transformarlo para que todos los a; sean pares, utilizando la relacion

STt =T718.

En el caso de que exista algtin a; impar, llamando m al menor entero tal que a,, es impar se tiene

que y =T4S ... Tm-18T¢m STm+1§ ... TG = TUG ... Tn-1 G IHem gPlTant1§. .. Tong

y asi se consigue 1 + a,, par.

Veremos ahora que para todo v € Tg, o bien v € (S,72), o bien v € (S,T?)TS, o bien
v € (S, T?)T. Para comprobarlo utilizaremos las relaciones: UT*! = (T29)F1U y US = ST,
siendo U = T*. De aqui se deduce también que UT% S = (T2S5)~%* ST~L. Lo demostraremos
por induccién sobre n con v = T STS ... ST S para ciertos a; € Z.

. -1
Sin=1~=T4S8 = <a1 ), por lo tanto, aj es par y v € (S,T?). Ahora nuestra

1 0
hipodtesis de induccion serd que v = T* ST S - .- ST S pertenece a uno de los tres conjuntos
descritos previamente y lo comprobaremos para 7/ = 79 579§ ... ST ST"+1 S,
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1. Siy € (S,T?): Si a1 es par, v € (S,T?). Sino, v =T ST®2S .. ST STn+1-1TG ¢
(S, T*)TS.

2. Siy € (S, THTS: v = MTST*+1S, donde M € (S, T?). Por tanto, v/ = MT?*T~15Tn+1§ =
MT?S(T?S)= 4+ T=2T € (S, T*)T

3. Siy € (S, THT: v/ = MTT*+'S. De forma que si a1 es impar, v € (S,T?); y si es
par: o/ = MT+1TS € (S, T*)TS.

Sin embargo, sabemos que SLo(Z) = Ty UTyT UT TS, y esta unién es disjunta. Por ello,
como v € I'y, las dos tltimas posibilidades no pueden ocurrir y se concluye que I'g = (S, T?). O

Introduciremos ahora una variante de las series de Eisenstein. Definimos la siguiente funcion.

Go,21( Z Z (ot d o donde ¢ y d recorren los enteros, para k € ZT.
Ac+d

Sumar primero en ¢ y después en d o viceversa nos da el mismo resultado, y a pesar de que
para k = 1 la serie no converge absolutamente, se sigue obteniendo el mismo resultado gracias
a la cancelacion inducida por (—1)¢. Veremos ademas que es interesante como esta funcion
comparte ciertas propiedades con 64

Proposicién 3.2. Gyor(T?%2) = Goor(z) y Goax(Sz) = (—1)F22 Gy ax(2).

Demostracion.

Goorn(T?2) = Goor(z +2) ZZ cz—|— d—|—26
2ctd

Ahora, con el cambio de variable d = [ — 2c, tenemos que 21 + ¢ y nos queda: Gg o (T?2) =
Goar(2).

) (e-d)k
2k
Go,21(S2) = Go 21 ( Z Z dz ~o?
2fc+d
Notando que ¢ —d es impar y con el cambio [ = —c, obtenemos: G 2;(52) = (—1)k22kG972k(z).

O

Con esto probamos que Gy 2(2) es una funcion modular de peso 2k sobre I'g, con un sistema
de multiplicadores inducido por un signo.

Estudiaremos ahora su desarrollo de Fourier, que guarda cierto parecido con el de Gog(z).

Proposiciéon 3.3.

2%_1((;0,21@(2') —ag) = (-1)* dzg:Q Ee: dz/2+n Z Z dz/2+1/2+n)

d=1,2|d n€Z

donde ag = Y, c7(2m + 1) = 2((2k) (1 — 27%¥).

Demostracion. Agrupando los términos con ¢ positivo y negativo, respectivamente, se tiene

Go.21 (2 ZZ cz+d =2 Z Z Cz+d2k+2 Z Z Cz+d2k+a0’

2fc+d c=1,2tc deZ 2|d c=1,2|c d€Z Q{d

donde ag = > _4ez 91a A= =3 ,2m41)7%*
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Por tanto,
Goar(z) —ag = (—1)k21 =2k Z Z 4 )2k 4912k Z ZCZ+ e
c=1,2fc n€Z c=1,2|c nez
donde n = d/2 en el primer sumatorio y d/2 =n + 1/2 en el segundo (por ser d par o impar).

Asi que cambiando ¢ por d y multiplicando por 22~ se obtiene lo que queriamos.

Finalmente, se comprueba

1 (oo} (oo}
=) oo =2 7—22 -2 - =2¢(2 2k)27%F =
ao %(MH)% 2 1y = 26 mZ C(2k) - 2((2k)
= 2¢(2k)(1—272%).
O
Con esto podemos demostrar la siguiente proposicion.
Proposicion 3.4. El desarrollo de Fourier de Ggar(z) es
(3.4) Gook(z Z ane(nz/2)
donde ag es como antes y
. o2k 2k—1 Z di- 2%k + Z k+n/dd172k para n >0
Tk -1) '
n, 2fd dn, 2|d
Demostracion. Utilizando la proposiciéon 3.3 y la identidad (2.4) llegamos a
_ 2= c- 21, ok 1, dz+1
Goar(2) = a0 = —gp=3y—~ 2k—1 Z Zm ) 2k—1 Z > m 7 )
d=1, 2td m=1 d=1,2|d m=1
Por tanto,
Gran) = a0t rn S [ X mEem )+ 3 m ayem E)
’ )! 2 2
m=1 \d=1, 2{d d=1,2|d
Por ultimo, aplicando el cambio m = n/d, llegamos al resultado. ]

Definiciéon 3.2. Dado un dominio fundamental (cerrado) F de un subgrupo de indice finito de
SLo(Z), llamamos cuspides a los puntos situados en el “borde” de H. Es decir, son cuspides los
elementos de F N R y también ico (en caso de estar en F).

Para funciones modulares de peso k, en cada cuspide a consideramos la condicion: ‘ ‘77 (x+
i) f (a(z+iy)) !y — 0 cuando y — 400 para algin a > 0y v, € SLa(Z) tal que v4(ic0) = a.
Las funciones modulares que satisfacen esta condicién de crecimiento se llaman también formas
modulares. Teniendo esto en cuenta, para estudiar nuestras funciones f cerca de a, estudiamos
f 0 cerca de i00.

En el caso del dominio fundamental estudiado en la primera secciéon, Dy, tendriamos que las

ciispides son i00,1 y —1. Para comprobar el comportamiento de nuestras funciones 6, y Gg o,
nos basamos en que si uno tiene un desarrollo de Fourier convergente de la forma

(o)
= Z ane(nz),
n=0
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entonces 1imy,_, 4~ | f(z 4+ iy)| = |ag| . Por lo tanto, como consecuencia de (3.1) y (3.4) se tiene
lim 6(z)=1 y im  Goor(2) = ap = 2¢(2k) (1 — 272F).
S(z)—=>+oo S(z)—>+o0

Ahora, sea v = (% 51) € SLs(Z), se cumple v;(ico) = 1. Por lo mencionado anteriormente, si
queremos estudiar nuestras funciones cerca de 1, las estudiaremos en 71 (z) cuando (z) — +o0.
Los resultados estan recogidos en las dos proposiciones siguientes, cuyas pruebas, incluidas en
el apéndice C.1.1 y C.1.2, apelan a ciertas simetrias y a

(3.5) lfm  e(—w) Y (w+n)"* = (2mi)**/(2k — 1),

S(w)—+o0 et

que es consecuencia directa de (2.4).

Proposicién 3.5.
e(=2/8)0(mz) _

lim = 2.
S(2)—+o0 z/i
Proposicién 3.6.
—2)G 2(27)2k
hfm e( Z) 9,2k(’Y1Z’) — ( ﬂ-) S'L 2 | k7
S(z)—+o0 22k (2]43 — 1)'
—2/2 4 2k
i (EH2Geanz) | Ar si 21k

S(2)—+oo Z2k (2k —1)!






CAPITULO 4

Representaciones como suma de 2, 4 y
8 cuadrados

En este nuevo capitulo empezaremos a utilizar todo lo estudiado en capitulos anteriores
para obtener formulas explicitas para el calculo del niimero de representaciones de enteros como
suma de 2, 4 y 8 cuadrados. Esto es muy interesante, puesto que hacerlo a mano resultaria muy
laborioso o incluso imposible en algunos casos.

Empezaremos introduciendo una variante de la féormula de valencia, vista en el capitulo 2,
pero ahora para el subgrupo I'y.

Proposicion 4.1. Sea f una forma modular no nula de peso k con respecto a T'y sin sistema
de multiplicadores. Entonces

(4.1) 1nz‘(f)4‘n<>o(f)—i-7”b1(f)—i— Zlnz(f): K

2 4

z
Demostracion. (Esquema). La demostracion es casi idéntica a la del caso SLa(Z), solo que ahora
cambiaremos un poco el dominio de integraciéon. Evitamos las ctspides equivalentes 1 y —1 e

integramos sobre

Do =DpN{S(2) < e '}N{lz+1—1ie/2| > e/2} N {|z — 1 —ie/2| > ¢/2}.

Igual que hicimos en el caso de SLy(Z) integramos de dos maneras diferentes: utilizando el
principio del argumento directamente e integrando “a trozos”. Para integrar en la frontera recta
superior utilizamos el desarrollo en el infinito f(z) = ZZo:nw(f) ape(nz/2). Para el arco de

circunferencia cerca de 1 hacemos el cambio de variable que envia 2z a 7, 1(z), que transforma

este arco en el segmento que une 1/2 + ie~! con ie~!; y cerca de —1, hacemos el cambio de

variable correspondiente para transformar el arco en el segmento que une ie ! con —1/2+ie 1.
. ) _k ., . . o0

Después, se usa que j,"f(712) es 1-periodica y tiene un desarrollo > 7 ) ane(nz/2), luego

podemos integrar como antes. ]

Otra diferencia con respecto al caso SLa(Z) es la definicion de noo(f) y de ni(f), el orden
de anulacién en las ciispides. Estos son los enteros no negativos que satisfacen que los siguientes
limites existen y son no nulos

in e T5) v rerma () o= (1)

S(z)—>+o0 S (z)—=+o0

Sabemos que las formas modulares con respecto a I'y son 2—periddicas y por ello, su desarrollo
de Fourier es de la forma )7 ; ane(nz/2). Igual que antes, tendremos que nq(f) sera el menor

19
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n con a, no nulo. Para ny(f), utilizamos y; € SLy(Z) y vemos su comportamiento en el infinito.
Se comprueba que ]7_116('2) f(mz) es una funcion 1-periddica, por lo que tiene un desarrollo de
Fourier del tipo Y 2, ane(nz) y ni(f) vuelve a ser el menor n tal que a, # 0.

Por ejemplo, tomamos f = Gg4 y observando su desarrollo de Fourier, obtenido en el
capitulo 3, vemos que el minimo n tal que a, es no nulo es n = 0, pues para Gy 4 tenfamos que
ap = 2¢(4)(1 — 274) = 71/48. De forma que n.(f) = 0.

Ademés, también en el capitulo 3 vimos que

1674
lim 2_409’4(71;2) e(—z) = il

S(z)—=>+oo 37

es decir, es finito y no nulo.

Por ello, se deduce que n;(f) = 1. Ademas, si tuviéramos n;(f) > 1 o n,(f) > 1 para algin
z del sumatorio en la férmula de valencia, esta ya no se cumpliria, por lo que se deduce que
f(z) # 0 para z € H.

4.1. El caso de 8 cuadrados

Pasaremos ahora a obtener las formulas para las representaciones de enteros como suma de
cuadrados. Nuestro primer objetivo seré la férmula de la suma de 8 cuadrados.

Proposicién 4.2. 6%(2)/Gg4(z) es forma modular de peso cero con respecto al grupo Ty.

Demostracion. Lo primero que observamos es que como Gg4(z) # 0 Vz € H, tenemos que
0%(2)/Go4(z) es holomorfa en H.
Lo siguiente que necesitamos es que 0%(yz)/Gg4(vz) = 6°(2)/Go4(z) para todo v € T'y. Por
la proposicion 3.2, 08(2)/Gg 4(z) es invariante por T2 y S, y de aqui se deduce que lo es por I'y.
Para la condiciéon de crecimiento, como sabemos que #® es forma modular, existe un « tal

8
que 'g(gl' tiende a 0. Tomamos ese a y entonces tenemos que

UG IS SN S
S(x) =+ [Goa(2) S(2)* laol 7
donde ag se refiere al término del desarrollo de Fourier de G 4. ]

Corolario 4.1. 0%(2)/Gp4(z) es constante.

8 8 (s
Demostracion. Como es una forma modular de peso 0, °(z) 90 también lo es. Sin
Go,a(2) Go,a(i)

embargo, para esta forma modular no se satisface (4.1) porque al anularse en 14, el lado izquierdo

es mayor que 0, luego es distinto del lado derecho por ser & = 0. Por tanto, tiene que ser

i 05(2) _ 0%%) .
idénticamente nula. Por ello, = ~, es decir, es constante. ]
Goa(z) — Gouli)

Utilizaremos esta forma modular para obtener la férmula que buscamos.

Teorema 4.1.
rs(n) =16y (—1)"+d?.
d|n

Demostracion. Utilizando lo que sabemos del capitulo 3, llegamos a que

8(__ 8 98
lim w - 287 lim -
S(2)—+o0 z4 F(2)—+o0 z4 3
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Como €®(—2/8) = e(—2) y 28 = (#) %, se deduce, por el Corolario 4.1, que

(4.2) 0(2) = 3 Goal2).

También en el capitulo 3 vimos sus respectivos desarrollos de Fourier.

03(2) =1+ Z rs(n)e(nz/2), Goa(z2) = Z ane(nz/2),

n=0

donde ag = 7*/48 y a, = ”43”3(Zd|n7 24d d=3 + > din, 2|d(—1)”/dd_3>, para n > 0. Por tanto,

multiplicando el segundo por 48 /7% e igualando coeficientes obtenemos que

rg(n) = 16n3 Z d=3 4 16n® Z (—=1)"/dq=3 para n € Z".
d|n, 2td d|n, 2|d

Con argumentos elementales de teoria de nimeros incluidos en el apéndice D.1, esta expresion
se simplifica a la del enunciado. ]

Utilizando tnicamente lo que hemos estudiado hasta ahora acerca de las formas modulares
hemos obtenido una forma muy compacta. Por ejemplo si quisiéramos obtener el nimero de
representaciones de 1111 como suma de 8 cuadrados, nos resultaria imposible hacerlo a mano,
pero ahora sabemos que esto es

rg(1111) = 16((—1) 213 + (= 1)'2211% + (—1)'212101% + (—1)**221111°%) = 2,19 - 10'°.

4.2. El caso de 4 cuadrados

Queremos ahora deducir una férmula para el caso de 4 cuadrados, y para ello seguiremos el
mismo procedimiento que antes.

Proposicién 4.3. Gy(2)/0%(2) es forma modular de peso cero con respecto al grupo Ty y es
constante.

Demostracion. La relacion (4.2) nos garantiza que 0%(z) # 0 Vz € H, pues sabiamos que Gg 4(z)
no se anula en H. De forma que Gy 2(2)/0%(2) es holomorfa en H. Por otro lado, ya vimos en

el capitulo 3 que tanto 6* como Gy,2 eran funciones modulares de peso 2 con respecto a I'y con
un sistema de multiplicadores dado por un signo. Asi que al dividirlas, se cancelara el factor
j%(z), y el signo quedara positivo. De manera que para todo v € T'g

Go2(v2) _ Goal(2)
04(v2) 04(2)

La condicién de crecimiento se demuestra exactamente igual que en la proposicion 4.2,
utilizando ahora que Gy es forma modular. Ademas, razonando igual que antes obtenemos
que es constante. O

Teorema 4.2.

re(n) =8 Z d.

d|n, 4d
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Demostracion. Otra vez aplicamos los resultados ya conocidos del capitulo 3.

e 4(—z/8)0*
lim 6( Z/ ) 2072(,}/1’2) — _4:71_27 lim € ( Z/ ) (’712) _
S(z)—+o0 z S(z)—+o0 z

—16.
Vemos que e*(—2/8) = e(—2z/2) y —16 = —47%(4/72). De aqui se deduce finalmente 0%(z) =
47T72G9,2<2).

Nos fijaremos de nuevo en sus desarrollos de Fourier para igualar sus coeficientes y obtener
una relacion.

0*(2) =1+ Zm(n)e(nz/Q) G2 Zan (nz/2),

donde ag = 72/4 y a, = 27T2”<Zd|n, o1d d-! — > din, 2|d(—1)”/dd1), para n > 0. Por tanto,

multiplicamos el segundo por 4/7% e igualamos los coeficientes obteniendo

) =8n Z d~!' —8n Z ”/dd1 para n > 0.
d|n, 2td d|n, 2|d

De nuevo, un argumento elemental incluido en el apéndice D.1 reduce esta expresion a la del
enunciado. O

4.3. FEl caso de 2 cuadrados

Nos gustaria ahora seguir el mismo procedimiento para obtener la formula para 2 cuadrados.
Sin embargo, 2 es de peso 1, y no hay ninguna Gy.or, de peso 1 para k € Z™. Por esta razon,
introduciremos una funcién suplente que definimos como sigue.

(4.3) G(z) = Z sec(nmz).

Sorprendentemente, su desarrollo de Fourier es el formalmente obtenido sustituyendo k =
1/2 en el desarrollo de Fourier de Gy o.

Proposicion 4.4.
—1+4Z nz?) —1+4Z ST (= 1)e(nz/2).
1+e(n n=12d+1|

En particular, G(iocc) = 1.

e(nz/2)

Demostracion. Empezamos viendo que si multiplicamos y dividimos la expresion 7 te(n2)

por

—minz

e nos queda

1 1 1
effrinz + efrinz = 2COS(’/TTLZ) == 5560(7171’2).

Por lo tanto

2
=1+2 Z sec(nmz) =144 Z nz/ , como queriamos.

Para la segunda igualdad lo primero que observamos es que 1 / (14+e(nz)) es una serie geométrica,
y por tanto

(e ]
(nmz)
1—|—e (nz) X:O
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Con esto tenemos
e(nz/2)

T+ e(nz) =e(1nz/2) — e(3nz/2) + e(5nz/2) —

y asi se tiene
Z1—&—enz g; <2d+1) 2)'

Aplicamos el cambio m = (2d 4+ 1)n y nos queda

ST (—1)de(mz/2).

Por tltimo, como limg(;) 4 G(2) = |ao| = 1, se concluye que G(ico) = 1. O

Nos ocuparemos ahora de demostrar que G(z) satisface una relacion modular, y para ello
seguiremos un procedimiento parecido al que utilizamos en el capitulo 3 para el caso de la
funcion 6.

Proposicién 4.5. G(=}) = —izG(z).

Demostracion. Nos damos cuenta primero de que, una vez mas, nos basta demostrar el resultado
para z = it con t € RT. Ahora definimos la funcion F(z) = 3, . sech(rt(n + x)), que es 1-
periodica, y estudiamos sus coeficientes de Fourier.
Llamamos g(z) = sech(rntz), de forma que F(z) = )
serie de Fourier satisfacen

o0

oo 9(x +m). Los coeficientes de su

/2 o
an:/ Z g(x +m)e(—nz) dz,
—1/2

m=—0o0

por lo que con el cambio de variable que envia x a x —m y usando el teorema de la convergencia
dominada, obtenemos que

S /”2’" n(x_mmx_/*“(m@m@dx_i/*msewmdx
) —-1/2-m ~ J_o cosh(rtx) —w cosh(mtz)

donde la segunda integral se anula por simetria.

Ahora, utilizando que [ sech(mz) cos(2méx) dz = sech(m) y con el cambio de variable
que envia x a z/t se concluye que

an =t 'sech(mn/t).

Por tanto, si evaluamos F'(0) de dos maneras distintas.

L FO)=20_ glm)=>20  sec(mmit) = —i(it)t1G(it).

2. F(0) =20 an,= 2%t lsec(min/t) =t 1G(-1/it).

n=—oo n=—oo

Igualando ambas expresiones, obtenemos la igualdad para z = it y por el principio de unicidad,
lo tenemos para todo z € H. ]

Proposicion 4.6. G(v1z) = —iz Y, o4 sec (7(n +1/2)z)
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Demostracion. Empezamos viendo que para z = it tenfamos F'(1/2) = Y, ., t"'sech(mn/t)e™".
Por lo tanto, para z € H resulta

F(1/2) =iz sec(n;)(—l)”.

nez
Por otro lado mr
G(mz) = Zsec nw— — Zsec )t = —izF(1/2).
neZ neZ

Ahora calcularemos F(1/2) de otra forma. Sabiamos que para z = it teniamos F(1/2) =
> nez sech(mt(n 4 1/2)). Asi que para z € H

F(1/2) = Z sec(m )z).
nez

Juntandolo todo se obtiene la igualdad deseada. O

Corolario 4.2. e(—z/4)G(112)/z = —4i para I(z) — +00.

Demostracion. Por la proposicién 4.6, tenemos que hallar

%% —27i(x+iy)/4

, . 1
%(zl)lin—&-oo —2(6(—2/4) T;ZSGC(TF (TL + 2> Z)) =i Z etm(n+1/2)(z+iy) 4 e—im(n+1/2)(z+iy)

Ahora nos fijamos en que si la parte oscilatoria de alguno de los dos sumandos del denominador
es mucho mayor que e~ "#/2 entonces el limite tiende a 0. Por lo tanto, los tnicos valores de n
para los que el limite no es 0 son n = 0 y n = —1, y para cada uno de ellos, el limite cuando
J(z) — +oo es 2. Concluimos entonces que el limite es —2i — 2i = —4i. O

Con todo esto, tenemos todos los ingredientes necesarios para obtener una férmula explicita
para el caso de 2 cuadrados, igual que hemos hecho con 8 y con 4.

n)=4 Y (-

2d+1|n

Teorema 4.3.

Demostracion. Sabemos del capitulo 3
e*(—2/8)0%(112)
I(2)—>+00 2/

. 2
Notamos que esta fraccion es igual a iw

=4.

, asf que utilizando el corolario 4.2, deducimos
que 6?(z) = G(z). Nos fijamos a continuacion en el desarrollo de Fourier de la primera

—1+Z7“2 e(nz/2).

Con esto y la proposicion 4.4, igualamos coeficientes y obtenemos el resultado. O
Veremos ahora un ejemplo de que este resultado es coherente calculando el ndamero de
representaciones de 90 como suma de dos cuadrados.
90=32+9%=(-3)24+92=32+(-9)2 = (=32 + (-9%) =92 + 32 = 9 + (-3)? = (—9)* + 32
= (=9)" +(-3)%,

con lo cual 79(90) = 8. Ahora para aplicar la formula del Teorema 3, tomamos los divisores
impares de 90 y obtenemos

r2(90) = 4((—=1)° 4+ (=)  + (=12 + (-D* + (=) + (-1)?}) = 8.



CAPITULO 5
Acerca del caso general

Para terminar el trabajo, en esta tltima seccién trataremos el caso general de la represen-
tacion de un entero como suma de cuadrados. Solo abordaremos el caso de un niimero par de
sumandos, pues el caso impar es muy distinto.

5.1. Series de Eisenstein generalizadas

Empezaremos introduciendo una generalizacion de la funcién Gg o, definida en el tercer

capitulo.
etk Ld-1)k

Gor(z kzz cz+d ZZ cz+d ’

c 2|d 2d 2|c
donde ¢ y d recorren los enteros.

Lo primero que notamos es que si cambiamos k por 2k, obtenemos la definicién que dimos
en el tercer capitulo y que, efectivamente, es una generalizaci()n de esta.

Gon(z ZZ (cz+d ZZ cz+d
2\d 2A4d 2|c

Nos damos cuenta de que si 2 | ¢y 2 )( d, o viceversa, entonces 2 { (¢ + d). Ademas, si 2 1 ¢,
entonces tanto si 2 | k como si no, se tiene que (—1)* = (—1)’“, y si 2 | ¢ entonces 1 = (—1)ke,

Por lo tanto, nos queda
Go.2n( Z Z (cz + d

Proposicion 5.1. Gy es una funcion modular con respecto a I'yg con el mismo sistema de
|Y , ’4
multiplicadores que 6%F.

Demostracion. La prueba es similar a la de la proposicion 3.2. (Véase el apéndice E.1). O

Ademas, procediendo de igual manera que hicimos en el tercer capitulo, podemos encontrar
su desarrollo de Fourier.

l)rk

GQk —ao+2an TLZ/2 donde aOZQZm

n=1

27Tknk_1 1 (—l)k 1
Yo =5y (Z(—1)2(d_l)kdl_k + T > (—1)2("/d+k)dl_k> para n > 1.

d|n d|n
2td n/d+k par

25
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5.2. Una férmula aproximada

Definicién 5.1. Llamaremos My, al espacio vectorial que conforman las formas modulares
de peso k con respecto a Iy y con el mismo sistema de multiplicadores que 62%.

Con todo lo visto hasta ahora, sabemos que 2% y Gy i, pertenecen a este espacio vectorial.

Ademas, a pesar de que para k = 1, la segunda de estas no converge, si que tiene un desarrollo
de Fourier que, si redefinimos ag como ag + 7/2, coincide con el de 71G — /2, donde G es la
definida en (4.3).

Observacion 5.1. Supondremos dim Mg =1 para 1 < k < 4.

Proposicion 5.2. ro,(n) = Z—g para 1 < k <4, donde los a,, son los coeficientes de Fourier de
Gy que acabamos de definir.

Demostracion. Para demostrarlo utilizaremos la observacion 5.1. Por lo tanto, como 6%k Gy €
M i, tendremos que 6%k — MGy para algin A € C. Utilizaremos ahora sus desarrollos de
Fourier.

1. Empezamos con 1 < k < 4.

1+ Z rop(n)e(nz/2) = hap + Z Aape(nz/2).

n=1
Comparando los coeficientes de Fourier se deduce A = 1/ag y, por lo tanto, ror(n) = a,/ao.

2. Para k =1 se tiene que

G — g = g + Z47r Z (—1)%e(nz/2).

n=1  2d+1|n

Con la redefinicion de ag indicada anteriormente, tendremos ag = 7y an/ag =4 o, +1|n(—1)d =
r2(n), como vimos en el capitulo 4.

O

Definicion 5.2. )
f(2) =67"(z) - ;OGe,k(Z)

Esta funcion esta también en My . Ademas, si su desarrollo de Fourier es
f(z) = Z cne(nz/2),
n=1
1ati . ; . + cariog 2k 1 o fi — an
sustituyendo los coeficientes de las series de 8% y aT)GWf se tiene que roi(n) = o T cn

Se conoce que la igualdad rox(n) = a,/ap no se cumple para valores de k mayores que 4.
Por tanto, empezaremos a trabajar ahora en férmulas aproximadas en lugar de en férmulas
exactas. Nuestro objetivo es ver que para k > 4, a pesar de que no se tenga la igualdad, a,/ag
sigue siendo una buena aproximacion de 7o (n).

Por ejemplo,

ro4(101) = 258331 314292899 028896y % =2,58331310. .. - 10%.
0
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Para demostrarlo, es suficiente ver
(5.1) | < KnP/?

para cierta constante K, pues si encontramos dicha cota tendremos el siguiente teorema.

Teorema 5.3.

rok(n
lim M =1 y, de hecho, lim sup
n—00 an/ao n—00 nk/2

Demostracion. Sabemos que Tax(n) = 42 + ¢, luego im0 Zi’f/(gg = im0 (1 + aﬁ%), y
k)2

si tenemos que ¢,, < Kn"/“ para K constante, como los sumatorios que aparecen en la férmula
de los a,, estan acotados, se deduce que a,/n*~! esta entre dos constantes positivas, es decir,
an/ag > CnF~' donde C es otra constante. Asi se concluye que ese limite es 1. El segundo
limite superior es inmediato porque |rag(n) — an/ag| = |c,| < Knk/2. O

Por lo tanto, encontrando esa cota, vemos que ¢, es despreciable en comparacion con ay, /ay,
concluyendo por eso que a,/ag es una buena aproximacion para rog(n).

Empezaremos definiendo una funcién g : H — R.
Definicion 5.4. g(z) = |3(2)|*/?|f(2)|.
Proposicion 5.3. g(z) = g(vz) para todo vy € T'y.

Demostracion. Basta ver g(Sz) = g(2) y g(T?2) = g(2).

[S(2)[*2
z

k
asazg«4w>=|ve(”0 )] = g(2).

d

9(T%2) = g(2 +2) = [S(z + 22| f (= +2)| = [3(2)|**|f (2)] = g(2).

Proposicién 5.4. g estd acotada en H.

Demostracion. Como consecuencia de la proposicion 5.3, es suficiente ver que g esta acotada
en el dominio fundamental Dy = {z € H : |R(z)| < 1,|z| > 1}. Para ello, basta ver lo que
ocurre en los “extremos” (cuando (z) tiende a oo, y cuando z — £1), pues si estd acotada ahi,
estara acotada en todo el dominio fundamental. Recordamos que f(z) = 0% (z) — %Gg,k (2) =

> onet Cne(5).-

Observamos que cuando J(z) — 0o, digamos z = a+i), entonces J(2)*/%e(%2) = \/2e
que tiende a 0 cuando A — co. Por lo tanto, g(z) — 0 cuando ¥(z) — oo de modo que g esta
acotada.

—TTNA ,Tina
e )

De forma que nos preocupa lo que ocurre cuando z — +1, y por simetria basta ver si g esta
acotada cuando z — 1. Para ello, recordamos que para estudiar nuestras funciones cerca de 1,

las podemos evaluar en ~;(z) con J(z) — oo. Asi que nos preocupamos de si g estd acotada

e(=2/2)f(n12)
oz

cuando ¥(z) — oco. Veamos primero que esté acotada para J(z) grande.

e(—2/2f(n2) _

e(=2/2)0%*(n(z) 1 e(=2/2)Gok(11(2))
- .

lim
k ag I(z)—oo zk

lim
F(z)—o0 4

F(z)—o0 z
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Estudiaremos cada uno de estos dos limites por separado.

e () o (e=2/900m0)\ T (=2 (k2

Este resultado se obtiene porque en el capitulo 3 vimos que el primer factor tiende a 2%
mientras que el producto de los otros dos tiende a 0 al ser k > 4.

Para el segundo limite, en el caso en el que k sea par, podemos hacer el cambio k — 2k, y
como ya vimos en el capitulo 3, este limite es igual a —472¥ /(2k —1)! si k es impar. En cambio,
si k es par tenemos

L e=/2Gea () | e(=2)Gaan(ma) 2(2m)?*

—_— 2 S0 =0
F(z)—o0 22k F(z) =00 22k ( / ) (2]{7 — 1)

Cuando k es impar, se hace un calculo similar al que hicimos en el capitulo 3 y también
obtendremos algo acotado.

Por lo tanto,
lm g(m(2) = _lim [S(12)]*?|f(m2)]

S(z)—o0 S(z)— o0

= lim S(n2)*?zFe(2/2) =0.

S(2)—

e(=2/2)f(n=2)
ok

El resultado del limite se obtiene porque el ultimo factor esté acotado y el producto de los otros
tres tiende a 0. Con esto se concluye que g(7y12) esta acotada cuando J(z) — oo. O

Corolario 5.1. Sea c el segmento en H que va de i/n a 2+ i/n. Entonces

jen| = %\ / F(z) e(=nz/2) dz| < Tn*sup [g(2)].
c zeH

Demostracion. Para la primera igualdad observamos que como f es una forma modular con res-
pecto a I'g, f es 2—peri(’)dica y por ello admite un desarrollo de Fourier del tipo >~ 7 che(nz/2)

donde ¢, = 5 fo (—nz/2)dz.
Ahora, sea v : [0, 2] — ¢ definida por z = 7(t) = % + ¢, tendremos que

len| = 2‘/]” (—nz/2) dz‘

Por otra parte, esta cantidad es menor o igual que
1 1 |2
5 [ [f@)lle(=nz/2)|dz = 5 [ 1g(2)I|S(2)| 7" |e(—nz/2)| dz.

Ahora sustituimos z por 7(t), notando que dz = 7/(t)dt = dt y utilizamos que g esta
actotada en H. Asi obtenemos que esta ultima cantidad es menor o igual que

fsup|g |/ k/2 om g *e“nk/qup|g(z)|.
ZEH z€H

O

De esta forma hemos encontrado la cota que queriamos para ¢, en (5.1) con K = €™ sup,cp ‘ g(z

)|
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5.3. La férmula de Ramanujan

Para concluir el trabajo, nuestro dltimo objetivo es demostrar la formula de Ramanujan
para ro4, que es la siguiente.

Teorema 5.5.

roa(n 691(Zd11 2Zd11+2122d11) 691 (277(n/2) + (=1)"2597(n)),

2d|n 4d|n

donde 7 : ZT — Z es la funcién aritmética definida mediante

2) H (1- e(nz))24 = Z 7(n)e(nz

Por lo tanto, 7(n/2) = 0 cuando n es impar.
Para demostrar dicha féormula empezaremos con la siguiente proposicion.

Proposicion 5.5. La férmula de Ramanujan se deduce de la siguiente igualdad.

F(2) = 6% () — %Gm( )+ % (QQA(Z) +259A (2 ;L 1)) —0.

Demostracion. Observamos que los dos primeros sumandos que aparecen en F son lo que
habiamos definido como f(z) para k = 12, del que sabiamos que su desarrollo de Fourier era

oo
= Z cne(nz/2).
n=1
Por otro lado, utilizando el desarrollo de Fourier de la funcién discriminante tenemos que
72—7(29A(z)+259A(Z+1)) = 292 e(nz +2592 3)
691 2 691 = '

Hacemos el cambio de variable que envia n a n/2 para el primer sumando del paréntesis y

observamos que e(% + §) = (—1)"e(nz/2). Por lo tanto, se obtiene

7 z 3 ’ n nz
o7 (280) + 20 (75) = 3G () + (1) 207 e )
n=1

De modo que si asumimos F(z) = 0, podemos igualar los coeficientes de Fourier y obtenemos

7 n
e, = —6% (297(5) + (—1)"2597'(n)> ,

y puesto que sabiamos que ro4(n) = ‘;—g + ¢, nos queda que

i =gr | 2 (1) +2 2 con ()" ) v

d|n,2td d|n,2|%

utilizando que ag = 2¢(12)(1 — 2712) = 62.11731!2, como se demuestra en [21], y la definicion de
a, indicada previamente para k = 12.

Por lo tanto, lo tinico que nos queda por ver para tener la férmula de Ramanujan es
ny11 —11 oo (! 11 11 12 11
> (G e X cr(p) e e e
d|n,2{d d|n,2| % 2d|n 4d|n

Esto se sigue con un argumento elemental (véase el apéndice E.3) O
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El objetivo, por lo tanto, es ver que efectivamente se tiene F'(z) = 0. Lo demostraremos
mediante una serie de proposiciones.

Proposicion 5.6. F' es una forma modular de peso 12 con respecto al grupo Ty.

Demostracion. Con todo lo demostrado hasta ahora, solo necesitamos ver que A(Z'gl) es mo-

dular. Denotaremos h(z) = A(ZH).

1. Tanto A(z), como 25! son holomorfas en H. Luego h(z) también lo es.

2. Queremos ver ahora h(Sz) = z12h(2) y h(T?2) = h(z). Lo primero de lo que nos damos

1 -1
cuenta es que % = ,y(z;1)7 con vy = (2 _1) € SLy(Z). De esta forma

s -3(25) a1 (:39).

Ahora utilizamos que A(z) es una forma modular respecto a SLa(Z), con lo que se obtiene

h(S(z)) = <2Z;1 - 1)12A (Zy) _ 212p(2).

Por otro lado,

WT2(2) = A <T2(22)+1> A(Z;?’) N <T (Zgl» N (Z;1> — ().

Con esto se concluye que h(yz) = j;z(z)h(z) para todo 7y € T'y.

3. La condicion de crecimiento se tiene porque A(z) la cumple, por ser una forma cuspidal
como dijimos en el capitulo 2.

Proposicion 5.7. no(F) >3 yni(F) > 1.

Demostracion. Empezaremos con ne(F'). Sabemos que si el desarrollo de Fourier de F' es de
la forma F(z) = > bpe(nz/2), entonces noo(F) sera el menor n tal que b, # 0.

Utilizando los desarollos de Fourier de 624, Go,12 vy A se tiene que

n o, 27
by =0, by = rog(n) — Z—O + 691 (297 (g) + (—1)"259 T(n)) paran > 1.
Ahora utilizamos que rg4(1) = 48, puesto que la tnica manera de obtener 1 como suma de 24
cuadrados es tener todo ceros y un 1 0 —1; r94(2) = (224)4 = 1104, porque para expresar 2 como
suma de 24 cuadrados, tendremos que tener 22 ceros y en las dos posiciones restantes, 1 o —1;
7(1) =1y 7(2) = —24. Con todo esto, al sustituir estas cantidades en la formula de b,, para
n =1y n =2, se obtiene by = 0y by = 0. De forma que se concluye que n(F) > 3.

Por otro lado, para ver que n(F) > 1, lo inico que tenemos que ver es que z 2 F(vy12) — 0
cuando (z) — oo, pues en ese caso, n1(F') # 0, y, por tanto, es mayor o igual que 1.

1
lim 2 2F(y2) = lim 2720**(y12) — — lim 2 '2Gp12(m12)+

F(z)—o00 S (z)—o0 ag S(z)—o0

916 27 m(z)+1
Z_ I —1ZA 259— 1i A2 )
Foo1 a(im 7 A + 25955 lim 2 2
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De nuevo estudiaremos estos limites por separado.

24
lm 2712024 (y2) = lim (MW> e(32)i12 = 0.

, _ , e(—2)Go12(112
Rl S e CRL

Para el tercero, usaremos que A es forma modular y por ello A(y12) = 2'2A(z). Por lo tanto,
limg ()00 2712A(y12) = limg ()00 A(2) = 0, por ser A una forma cuspidal. Por tltimo,

1 2: — 1
lim z—12A(%('2+)= lim 2—1%( : ): lim  z712A(71(22))

S (z)—o0 S(z)—o00 2z F(z)—o00

=22 Jim A(z)=0.

F(z)—o0

Corolario 5.2. F es idénticamente nula.

Demostracion. Utilizamos (4.1) para k = 12.
1 /
S+ n0o() () + Y na(f) =3.

Utilizando la proposicion 5.7 tenemos que el lado izquierdo es mayor o igual que 4. Por lo tanto,
no se cumple la férmula de valencia y esto implica que F' es idénticamente 0. O

Con todo esto, podemos demostrar el Teorema 5.5.

Demostracion. (del Teorema 5.5) Como F' es idénticamente nula, podemos usar la proposicion
5.6. O






Bibliografia

[1]
2]

13]

14]

[5]

[6]

7]
18]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

C. L. Siegel. A simple proof of n(—1/7) = n(7)\/7/i. Mathematika, 1:4, 1954.

D. Zagier. Elliptic modular forms and their applications. In The 1-2-8 of modular forms,
Universitext, pages 1-103. Springer, Berlin, 2008.

E. Grosswald. Representations of integers as sums of squares. Springer-Verlag, New York,
1985.

E. M. Stein and R. Shakarchi. Complex analysis, volume 2 of Princeton Lectures in Analy-
sts. Princeton University Press, Princeton, NJ, 2003.

F. Chamizo and D. Raboso. La férmula de sumaciéon de Poisson y parientes cercanos.
Materials Matematics, pages 1-27, 2017. https://mat.uab.cat/web/matmat/v2017n02/.

F. Diamond and J. Shurman. A first course in modular forms, volume 228 of Graduate
Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 2005.

H. Cohen. An introduction to modular forms. arXiv:1809.10907 [math.NT], 2018.

H. Cohen and F. Strémberg. Modular forms, volume 179 of Graduate Studies in Mathe-
matics. American Mathematical Society, Providence, RI, 2017. A classical approach.

H. Dym and H. P. McKean. Fourier series and integrals. Academic Press, New York, 1972.
Probability and Mathematical Statistics, No. 14.

H. Iwaniec. Topics in classical automorphic forms, volume 17 of Graduate Studies in
Mathematics. American Mathematical Society, Providence, RI, 1997.

I. Stewart and D. Tall. Algebraic number theory and Fermat’s last theorem. CRC Press,
Boca Raton, FL, fourth edition, 2016.

K. Ono. Representations of integers as sums of squares. J. Number Theory, 95(2):253-258,
2002.

M. Masdeu. Modular forms. https://mat.uab.cat/ masdeu/teaching/, 2015.

P. Garrett. Fourier transform of sech. https://www-users.cse.umn.edu/~garrett/m/real/
notes_2019-20/08e_Fourier_transform_sech.pdf, 2022.

ProofWiki contributors. Fourier Transform of Gaussian Function — ProofWiki. https://

proofwiki.org/w/index.php?title=Fourier_Transform_of_Gaussian_Function&oldid=668452, 2023.
[Online; accessed 26-December-2023|.

33


https://mat.uab.cat/web/matmat/v2017n02/
https://mat.uab.cat/~masdeu/teaching/
https://www-users.cse.umn.edu/~garrett/m/real/notes_2019-20/08e_Fourier_transform_sech.pdf
https://www-users.cse.umn.edu/~garrett/m/real/notes_2019-20/08e_Fourier_transform_sech.pdf
https://proofwiki.org/w/index.php?title=Fourier_Transform_of_Gaussian_Function&oldid=668452
https://proofwiki.org/w/index.php?title=Fourier_Transform_of_Gaussian_Function&oldid=668452

34

BIBLIOGRAFIA

[16]

[17]
[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

R. A. Rankin. Modular forms and functions. Cambridge University Press, Cambridge-New
York-Melbourne, 1977.

R. A. Rankin. Sums of squares and cusp forms. Amer. J. Math., 87:857-860, 1965.

S. C. Milne. Infinite families of exact sums of squares formulas, Jacobi elliptic functions,
continued fractions, and Schur functions. Ramanugjan J., 6(1):7-149, 2002.

S. Ramanujan. On certain arithmetical functions |[Trans. Cambridge Philos. Soc. 22 (1916),
no. 9, 159-184|. In Collected papers of Srinivasa Ramanujan, pages 136-162. AMS Chelsea
Publ., Providence, RI, 2000.

Wikipedia contributors. Identity theorem — Wikipedia, the free encyclopedia. https://en
.wikipedia.org/w/index.php?title=Identity_theorem&oldid=1168073046, 2023. [Online;
accessed 9-October-2023|.

Wikipedia contributors. Particular values of the Riemann zeta function — Wikipedia,
the free encyclopedia. https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Particular_va
lues_of_the_Riemann_zeta_function&oldid=1185241818, 2023. [Online; accessed 13-
February-2024].

Wikipedia contributors. Poincaré half-plane model — Wikipedia, the free encyclope-
dia. https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Poincar%C3%A9_half-plane_mod
el&01did=1155587333, 2023. [Online; accessed 14-September-2023|.

Wikipedia contributors. Ramanujan tau function — Wikipedia, the free encyclope-
dia. https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Ramanujan_tau_function&oldi
d=1165535000, 2023. |Online; accessed 9-October-2023|.


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Identity_theorem&oldid=1168073046
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Identity_theorem&oldid=1168073046
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Particular_values_of_the_Riemann_zeta_function&oldid=1185241818
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Particular_values_of_the_Riemann_zeta_function&oldid=1185241818
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Poincar%C3%A9_half-plane_model&oldid=1155587333
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Poincar%C3%A9_half-plane_model&oldid=1155587333
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Ramanujan_tau_function&oldid=1165535000
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Ramanujan_tau_function&oldid=1165535000

APENDICE A
Apéndices del capitulo 1

A.1. Sobre los subgrupos del grupo modular

Vamos a demostrar la identidad (1.1). Si z € H y v € SLa(R),

_S()
(P

S(v(2))

Demostracion. Sea z €e Hy v = <CCL Z) € SLy(R).

Lo primero que notamos es que j,(z) # 0 puesto que ¥(z) > 0. Ahora, si z = a + i, donde
a,B€R, f>0:

ala+ pi) +b _ ((ac + b)(ca + d) + acB?) + i(aB(ca + d) — cf(aa + b))
cla+ pi)+d 17 (2)?

V(z) =

Por tanto, notando que ad — bec = 1:

%(7(2)) _ Blad —bc)  I(z)

@R )P

Con esto vemos que la accién anterior esté bien definida sobre H.

Veamos ahora dos ejemplos de como hallar la imagen a través de un v € SLy(R) de la
semicircunferencia unidad centrada en el origen.

1. Para hallar su imagen por la transformacion z — (3z+5)/(2+2), simplemente estudiamos
la imagen de sus extremos, que en este caso son z = 1 y z = —1. Para ello, definimos

i) 2) € SLy(R). Ahora, como

S CGycomovy(l) =25, v(-1) =2y n(S) C G, laimagen de S sera la circunferencia
de centro I y radio 1. Es decir: 11(S) = {z € H: |z — £| = 1.

S ={z € H: |z| =1} y consideramos la matriz v = <

. . . 2 1
2. Si queremos hallar su imagen por z — (2z 4+ 1)/(z + 1), consideramos vy, = <1 1) €

SLy(R). Como o(1) = 3, lim.,_172(2) = —oo y 72(S) € G, podemos concluir que
v2(S) = {% +iy :y > 0}.
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36 Apéndices del capitulo 1

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que SLy(Z) esta generado por S y por T. Para
verlo, primero haremos algunas observaciones.

Observaciéon A.l.
a b\ [(—c —d nfa b\ [(a+cn b+dn
S(c d>_<a b) y T(c d>_( c d )’

Asi, podemos ver que para cualquier v € SLo(Z) con y11y21 # 0, el valor de min (\fyn], ]721|)
se puede reducir premultiplicando por T™S o por T", eligiendo un n € Z adecuado. Notamos

primero que:
™8 Yir Mz _ (T2t By —22 £ Y12n
Vo1 Y22 711 Y12 '

721
En el caso en el que min (|’y11 l, \721|) = |y11| , premultiplicamos por Thilg y obtendremos

que min (\—’7214-’711 L%J B \711|) = |=Y1+711 L%H < |711]. Mientras que si min ("711’, ’721\) =

—711
TR —a

|v21], premultiplicamos por T' y obtenemos que min (]y11 + 721 ot 1l 1h21l) = [+

Y25 < il

Observacion A.2. Para cualquier v € SLa(Z), si y117v21 = 0, entonces v € (T, S).

Primero observamos que

52 = (01 _01> T" = ((1) ’f) Vn € Z.

Si 721 = 0, tendremos que 11 = Y22 = 1 0 y11 = 722 = —1. En el primer caso, vy = 1772,
mientras que en el segundo tendremos que v = S2T~7"12. Por otro lado, si 11 = 0, tenemos
de nuevo dos opciones: la primera seria que y12 = —1y 721 = 1, y en ese caso vy = ST7?2.
Mientras que si y12 = 1 ¥ 721 = —1, tendremos que v = S37~722. Por tanto, podemos concluir
v e (T,S).

Lema A.1. SLy(Z) = (T, S).

Demostracion. Sea v € SLy(Z). De las observaciones anteriores obtenemos que premultiplican-
do v por T™ o T™S iterativamente un nimero finito de veces (eligiendo n como antes) obten-
dremos 711721 = 0 y, por tanto, podremos escribir cualquier v € SLy(Z) como un elemento de
(T, S). Por tanto, SLa(Z) C (T, S). Ahora como T', S € SLa(Z) entonces, (T,S) C SLa(Z). O

Daremos ahora una demostracion de que I'g(N) y I'y son subgrupos de SLa(Z), y que el
primero no es normal pero el segundo si lo es.

/ /
Demostracion. 1. T'o(N) < SLa(Z): Sean A = (Z 2) A= (i, Z,) € Ip(N).

A e /
AANTL = <(clc6ii’ _Zz, _ZZ,iZZ,) = M. Notamos que det(M) = 1y cd —dd =0

(méd N) porque ¢ = ¢ =0 (méd N). Por tanto, M € T'o(N).

d d
Igual que antes, det(M) = 1, y ahora teniendo en cuenta que a = d = o = d =
mM6d N) y b =c =V = = 0 (méd N) deducimos que ad’ — b = 1 (méd N),

/ /
2. T(N) < SL2(Z): Ahora sean A = <Z b) , Al = <CCL, b) €T(N) ysea M = A(A")~L,
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—ab +ba’ =0 (méd N), ed —dd =0 (méd N) y —cb' +da’ =1 (méd N) y por tanto,
M € T(N).

Para ver que I'g(N) no es normal, tomamos

= e v e (7 eran

2
2N -1 N
para N > 1, de forma que v~ M~ ¢ T'g(IN). Asi concluimos que I'g(IN) no es normal. Por otro
lado, para ver que I'(N) si lo es, definimos el homomorfismo ¢ : SLa(Z) — SLo(Z/N7Z)
consistente en tomar modulo N en cada entrada de la matriz. Notamos que Ker(¢) =T'(N) y
sabemos que Ker(¢) < SLa(Z), por lo que I'(N) < SLa(Z). O

Por tanto, v~ ! M~y = ( ) y observamos que 2N — 1 no es congruente con 0 (méd N)

Nuestro siguiente objetivo sera ofrecer una demostracion de que

SLy(Z) = To(2) UTo(2)S U Ty (2)ST.

Demostracion. Basta ver que SLy(Z) C T'g(2) UT(2)S UT4(2)ST porque la otra inclusion es

trivial. Para ello, tomamos M = <Z Z) € SLy(Z):

2. Sic=1 (méd 2):
a) Sid=0 (méd 2) tomamos <:Z Z) € I'p(2) y tenemos:
a b b a
(c d) - (d c) 5.

Por lo que M € T9(2)S C T'g(2) UTo(2)S UTy(2)ST.

a—b a
o d c) € I'p(2) y tenemos:

a b a—b a
(c d><c—d C)ST'

Por lo que M € T'g(2)ST CT'x(2) UT(2)S UTy(2)ST.

b) Sid# 0 (méd 2) tomamos <

/ /
Ademaés, podemos ver que esta unién es disjunta. Sean v = <CCL Z) Y = <CCL, Z,) € T'o(2).
v —d

Es decir, ¢, = 0 (mdd 2). Entonces, v'S = <d' o

). Por tanto, 7'S = ~ si y solo si
, -b a . —— , .
v=_y o) aue pertenece a I'g(2) si y solo si d =0 (mdd 2). Pero en ese caso tendriamos

que v = (262: 2bl> para ciertos k,l € Z, por lo que det(v) = 2al — 2bk, que es imposible que sea
igual a 1 para a,b,l, k € Z. Luego v'S & T'x(2). Razonamos de manera similar con I'0ST. [
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Queremos describir la forma del dominio fundamental de I'g(2).Para describir su forma,
estudiaremos la imagen a través de S'y ST de los extremos de las circunferencias o semirrectas
que constituyen la frontera de D. Es decir, para |z| > 1, estudiamos S(1) = —1,5(-1) =
1,8T(1) = —1/2y lim,,_; ST(z) = —oo. Mientras que para |R(z)| < 1/2, estudiamos S(1/2+
iV3/2) = —1/2+iv/3/2,S(—1/2+iv/3/2) = 1/2+iv/3/2,lim, o, S(2) = 0, ST(1/2+i\/3/2) =
—1/2 +iV3/6,ST(—1/2 4+ iV/3/2) = —1/2 +iv/3/2 y lim, o, ST(2) = 0. Con todo esto, se
puede ver que la forma de DU SD U STD es de la siguiente manera.

-1 -2/3  -1/)2 1/2 1

Figura A.1: Dominio fundamental para I'g(2). Imagen obtenida de [13].

Proposicion A.1.
a b g _ ‘
Fa—{(c d>€SL2(Z)a_d_1b_lc (m0d2)}

Demostracion. Observamos que a + d y b+ ¢ pares implica que a =d (méd 2) y 1 —-b=1—c¢
(méd 2). Ademaés, si suponemos que a = d = b = ¢ (méd 2) tendriamos que ad — be = 0
(méd 2), pero ad — be = 1, luego tendriamos una contradiccion. Asi que deducimos que a y
b tienen distinta paridad y, por tanto, a +b = 1 (méd 2) = a = 1 — b (méd 2). De aqui
obtenemos que la condicion a+d y b+ ¢ pares, es equivalenteaa =d=1—b=1—c¢ (méd 2),
por lo que ambos conjuntos son iguales. O

Corolario A.1. Iy es un subgrupo de SLa(Z).

. b Ty . .
Demostracion. Sean <CCL > , <CCL, > eElTy= ayd,byc,d yd, by tienen la misma

d d

paridad, mientras que a y b, @’ y b’ tienen distinta paridad.
a b\ (d V _1_ ad —bd  —ab' + ba’ _ M
c dj\d d T \ed —dd b +da’)
1. a,d =0 (méd 2) = ad —bc es impar, —cb’ + da’ es impar, —ab’ + ba’ es par y ed' — dc
es par = M € T'y.

2.a=0 (méd 2) y d =1 (méd 2) = ad — bc es par, —cb' + da’ es par, —ab’ + ba’ es
impar y cd’ — dc es impar = M € Ty.

O

A continuacién, veremos la prueba de que I'g(2) y 'y son subgrupos conjugados, y la des-
composicion de SLo(Z) a partir de este tltimo en cogrupos.
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d
k€eZ= ad—2kb=1= ad=1+2kb= ad es impar = a y d son impares.

_1fa b _(b+d b—a—c+b+d\ [(d V
Yo \e g)0=\ p a—b “\¢ &)

Observamos que a’+d’ = a-+d es par porque a, d son impares. Mientras que b/ +c = —a—c+d
/ /

es par porque c es par y a,d son impares = <C, J

Demostracion. Sea (Z b) €Tlv(2)= ad—bc=1,c=0 (méd 2) = ad — bec = ad — 2kb con

> € I'y. Asi concluimos 7()_1F0(2)70 CTy.

a v d—c —c
Ahora sea, (c’ d') €Iy = a'+d,b'+c son pares. Tomamos <a’ Wad—d o+ c’) €

I'y(2) porque @’ — b + ¢ —d =0 (mdd 2) por ser a’ + d’, b/ + ¢ pares; y tenemos

1 d—¢ —c _(d ¥
Yo o —-V+d—-d o+ Yo = d dl-
Por tanto, I'g C 70_11“0(2)70.

.. . b
Para ver la descomposicion de SLy(Z) a partir de I'y en cogrupos, tomamos M = <a > €

c d
SLo(Z). Para esta M se tiene:
—b a+bd _fa b
(o ern)rs=(0 a)

a b—a a b
<c d— c> T= (c d)
Ahora analizaremos los diferentes casos posibles:

1. Se descartan los casos en los que a,b,c o d es impar y el resto son pares; a,b son pares y
¢, d son impares o viceversa; y a, b, c y d son todos pares o impares, pues en todos estos
casos el determinante de la matriz M es par, por lo que det(M) # 1.

2. Si a,d son pares y b, c son impares o viceversa, entonces M € I'y.

3. Si a,c son impares y b, d son pares; si a, b, d son impares y ¢ es par; o si b, ¢, d son impares
y a es par, entonces a +d — c es pary c+ b — a es par, por lo que M € I'yT.

4. Si b, d son impares y a, ¢ son pares; si b, ¢, a son impares y d es par; o si ¢, d, a son impares
y b es par, entonces —b+ c+ d es par y —d + a + b es par, por tanto, M € I'yTS.

Estudiaremos en profundidad cémo hallar la forma del dominio fundamental de I'y. Para
ello, analizaremos la imagen de las semirrectas y las circunferencias que conforman la frontera
de D: T(1) = 2,T(—1) = 0,T(1/2 +iv/3/2) = 3/2 +iv/3/2,T(—~1/2 + i\/3/2) = 1/2 + i\/3/2,
y lim,_,o, T'(2) = 0o. Con esto obtenemos 7'D. Mientras que para T'SD: T'S(1) = 0,7S(-1) =
2,TS(1/2+iv3/2) = 1/2 +iV/3/2,TS(—1/2 +iv/3/2) = 3/2 +i\/3/2, y lim, o, T'S(2) = 1.
Asi se obtiene:
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3 Conjunto: {z: ¥(2)>0, -1/2 < R(2) < 312, [2]= 1, [2-2|= 1}

2571

Parte Imaginaria
o
o

Parte Real

Figura A.2: Dominio fundamental de I'y.

Se aprecia por tanto, que este dominio es justamente: HN { —1/2 < R(z) < 3/2} N {|z] >
1yn{lz—2/>1}.



APENDICE B
Apéndices del capitulo 2

B.1. Sobre la formula de valencia

Veremos con mas detalle como integrar el contorno C descrito en la demostraciéon de la
formula de valencia, haciendo la suma de las integrales sobre C1, ..., Cs.

1. Para integrar sobre C1, hacemos el cambio de variable g(z) = €27%*, de modo que ¢(C}) es
una circunferencia centrada en 0 y de radio e 2™ (en sentido horario). También tenemos
que dz = (2miq) " tdq y %f(q) = 2miqf'(¢). Juntandolo todo,

OP 0 P
qﬂaﬁﬁwﬂ@WQ (-

Esta tltima igualdad viene dada porque si f(z) = Zflo:noo( ) ane(nz), al integrar sobre
q(C1), solamente “sobrevive” ns(f).

2. Las contribuciones sobre Cy y Cg se anulan.

3. Para las integrales sobre Cy y Cg consideramos el cambio de variable que envia z a
S(z) y transforma Cj; en —Cg. Sabemos por (2.1) que f(z) = 27*f(S(2)), y por tanto,
f1(2) = —kz"F1f(S(2)) + 27 f'(S(2))S'(2). Con todo esto,

PGy, [ kg [ TEOSE kS,
Cy

e, 1) . o 16 Tt L e
Por lo tanto,

!
/ F'z) dz — 27ri£ cuando r — 0.
catce f(2) 12

4. Para las integrales sobre C5, C3 y C7 aplicamos el principio del argumento.

f’(z) 1 fI(Z) 1
o, f(Z) dz — —5271'”%(](.)7 o f(z) dz — _627-””9(]0)’

ambos limites cuando r — 0 y
. J;((ZZ)) dz — —%27rin,,+1(f) = f%%rmp(f) cuando 7 —s 0.

Juntandolo todo, nos queda la igualdad que queriamos demostrar.

41



42 Apéndices del capitulo 2

B.2. Sobre la dimensién del espacio vectorial de las formas mo-
dulares

Antes de ver la dimension de My, se puede dar una cota de esta.

dim A, < 4 /12 sik=2 mod 12,
1m
PEYR/12) 41 sik#2 méd 12

Demostracion. Sea m = |k/12] 4+ 1, elegimos m puntos distintos de ¢, 1%‘/3 y oo, p; € B.

Dadas fi, .., fim+1 € My podemos encontrar una combinacién lineal f = oy f1+ ... + mt1 fmt1
que se anula en todos los p;. Pero entonces tendriamos m > k/12 y por la formula de va-
lencia, f debe ser idénticamente cero. Por ello, fi,.., frmr1 son linealmente dependientes y
dim My, < |k/12] + 1. Ahora si, K = 2 (mdd 12) podemos mejorar un poco esta cota. Para
cada f € Mj,—{0} se tiene, por la formula de valencia: $1;(f)+ 31145 (f)+N = %* donde N

2
es un entero positivo. Multiplicando esta ecuacion por 6 obtenemos que 3n;(f) +2n,,,5(f) =
2

% = 1 (mdd 6). Por tanto, si reducimos modulo 2 y 3 llegamos a que n;(f) = 1 (méd 2) y

Ni,,v3(f) =2 (méd 3). De forma que los dos primeros términos de la ecuacion * contribuyen
2

por lo menos % + % = %. Con todo esto, si llamamos d a la dimensién, tendremos infinitas
f € My —{0} que sean combinacion lineal de los d elementos de la base, y se anularan en d — 1
puntos del interior del dominio fundamental prefijados. Por tanto, N > d—1 = %—l—d—l < % =
d< k2 =|k/12].



APENDICE C
Apéndices del capitulo 3

C.1. Sobre la funciéon theta

Lema C.1. jqq (72Z)j72 (z) = j"ﬂw(z)'

Demostracion. Sean
_fa b _fd _ f(ad' +bd  ab +bd
"= c d T2 = J d Y17Y2 = ca +dd b +dd )"

, . o a2z 4V az+V
I (VQZ)jﬁz (Z) = Jm (M) Iz (Z) = <C (C/Z + d/) + d) (C/Z + dl) =
d2?(ca +dc') + z(cc'V + cd'a’ + dd' + dd'c’) + d' (b + dd')

dz+d

Jyie (2) = (cd' +dcd)z + (b +dd") =
d2?(ca +dc) + z(cc't + cd'a’ + dd' + dd'c’) + d' (b + dd')

dz+d

C.1.1. Demostraciéon de la proposicion 3.5

Demostracion. Empezamos notando que 8(y12) = (6(z/4) —6(z))/z/i. Esto se puede ver facil-
mente gracias a (3.3), pues nos dice que (6(z/4)—6(z)) V21 =20(S(2/4))—0(S2) = 20(—4/2)—
6(—1/z). Ahora utilizando la definicién de 6, vemos que esto es igual a 2y, ., e(—(2n)?/2z) —
Y onez e(—n?/2z), y notando que el primer sumatorio solo incluye a los enteros pares, mien-
tras que el segundo incluye a todos, al hacer la resta nos queda: Y, ., (—1)"(—n?/2z), que es
justamente 6(~;2).

Utilizando esta igualdad se tiene que,

el=z/0nz) _ o /8)(0(2/4) — 6(2)) = Ye (%(n2 - 1)) +3 e (%(4712 - 1)) :

z/i nez nez

Por tanto, utilizando lim,_,{ « | f(z +iy)| = |ao|, se tiene que el limite de la proposicion tiende
a 2. O
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C.1.2. Demostracion de la proposiciéon 3.6

Empezaremos con algunas observaciones.

(C.1) Gy ar(n2) Z Z Z Z

Setd c+d m—omez ( 2m+1 z+n)

nk

Estas igualdades se deducen directamente de la definicion de Gy ai. Con esto y con (3.5),
tenemos lo necesario para demostrar la proposicion.

Demostracion. Empezamos con el caso en el que k es par. Utilizando (C.1), tenemos que:

6(—Z)G972k(’)/12 B B
2k 7;)7% 2m+1z+n) B
= 1
QZesz 2m+1))z((2m+1)z+n)%
m=0 nez

Ahora, utilizando (3.5) y notando que e(2mz) tiende rapidamente a 0, salvo para m = 0,
que toma el valor uno', llegamos finalmente a que

lim e(—2)Goak(112) _ 2(2m)2k
F(z) =400 22k (2k - 1)! .

Para el caso en el que k es impar, necesitamos hacer una observaciéon mas.

S (=1)™Mw+n)” _2—%2

ne”z nEZ

ok 1 1 1
- (S e S zm)
9 w4 n\ 2 w Ly
(S 2 () TG

nez

— 2172k Z(w/Q + n)72k _ Z(w + n)f2k.

nez nez

De nuevo por (C.1) tenemos

e(—2/2)Gy 21(712) >
2 = 2 2
Z2k 6 Z/ mz:ze: 2m+1 Z+n)2k’

y con la dltima observacion, esto nos da lugar a

2e(—2/2) i (21% > (@2m+ 1)% +n) =N (@m+ 1)z + n)2k> .

m=0 nez neZ

Notamos que

e 747.[.2]()

2¢(—2/2) 3 _ 27N "((2m + 1)% +n)~?" tiende a ko1

m=0 nez

'El teorema de la convergencia dominada nos permite intercambiar una suma infinita y un limite.
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por el mismo argumento que en el caso en el que k era par. Solo resta comprobar que

e(z/2)2e(—2) > Y ((2m+1)z+n)~*
m=0n€cZ
no contribuye al limite. Otra vez con el mismo argumento que antes tenemos que lo que aparece
a la derecha de e(z/2) converge a una constante, y debido a que §(z) tiende a co, se tiene que
e(z/2) converge a 0. O






APENDICE D
Apéndices del capitulo 4

D.1. Sumas de 8, 4 y 2 cuadrados

Veamos la justificacion del final de la demostracion de los teorema 4.1 y 4.2..
Para el teorema 4.1 basta demostrar

S (7)o (q) = e

d|n, 2td dln, 2|d d|n

1. Si n es impar, entonces 2 1 d para todo d divisor de n y n + d es par. De forma que en el
lado de la izquierda de la igualdad nos quedamos solo con el primer sumando (que incluye
a todos los divisores) y notamos que si d | n entonces (n/d) | n. Asi nos queda que la
parte izquierda es igual a la suma de los divisores al cubo de n. Como n + d es par, esto
es exactamente el lado de la derecha de la igualdad.

2. Paran par empezaremos con el lado derecho. Zd|n(—1)”+dd3 =2 din, 2%d —d3+2d|n’ 2ld d3.

Para el lado izquierdo nos fijamos en que al cambiar n/d por d obtenemos » d|n,2/(n/d) d3+
de,z\(n/d)(_l)ddg- Como n es par, en el primer sumatorio, necesariamente 2 | d, por lo
que obtenemos que el lado izquierdo es equivalente a Zd‘n’%(n/dm‘d d3+Zd|n,2|(n/d),2|d d3+
2 din,2|(n/d),2fd —d® = > din, 24d —d3 + 2 din, Q‘dd‘g, es decir, es igual al lado derecho.

Para el teorema 4.2, nos basta demostrar

)REID SR SRS

d|n,44d d|n, 2td d|n, 2|d

Empezamos viendo que ZdIWHd d= de d— Zd|n,4\d d. Ahora, para este segundo suman-
do sustituimos n por 2n anadiendo la condicién de que 2 | (2n/d), y nos queda 3, d —
Zd|2n 414,2(2n/d) d. Hacemos el cambio de variable que envia d a 2d para obtener

dod-2 > d=>d- >  (1+(-DHd= > d- D (-1
d|n

2|d,d|n,2|(n/d) d|n d|n,2|(n/d) d|n,2t(n/d) d|n,2|(n/d)

Por ultimo, hacemos el cambio d por n/d y obtenemos lo que queriamos.
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APENDICE E
Apéndices del capitulo 5

E.1. Sobre las series de Eisenstein generalizadas

Vamos a ofrecer una prueba detallada de la Proposicion 5.1.

Demostracion. Basta ver que Ggx(T%2) = Gor(2) vy Gor(Sz) = (2/i)*Gp k().

% c+1)k % (d—1)k

Gor(T?2) = Gok(z +2) =i kZZT—i—CZ+ZZTcl))

2tc 2|d 2td 2|c

Hacemos el cambio de variable d = [ — 2¢ y cuando 2 | ¢, se tiene que (—1)%(1_25_1”€ =

(—1)%“_1)]“. Asi nos queda que, Gy x(T?z) = Gy r(2).

. 1(d-1)k 3(c+DE
Ge’k(SZ):GG,k( 1/Z (*)k (kzz dZ*C ZZ dZ*C ) ’

2td 2|c 2tc 2|d

Ahora hacemos el cambio de variable | = —c¢ y vemos que (—1)%(_”1)]“ = (—1)%(1_1)]“ y que

(_1)§(d—1)k _ (_1)%(d+1)k(_1)—k.

s = () ((25) ST S+ EE ) - () e

2d 2|1 241 2|d

E.2. Sobre la formula aproximada para expresar un entero como
suma de cuadrados

Veamos a modo de curiosidad cémo evaluar una serie infinita a partir del caso k = 3 de la
Proposiciéon 5.2.
Corolario E.1.
=
S (2r+173 32
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Demostracion. Esto es una consecuencia directa de la existencia de la féormula para rg. La
proposicion nos dice que agrg(l) = ay.

Utilizando las formulas para a, y ag obtenemos

373 = (=1
M=t W ; 2r +1)3

Por otra parte 76(1) = 12, pues la tunica forma de obtener 1 como suma de 6 cuadrados es
sumando 5 veces 0 y una vez 1 o —1. De forma que juntdndolo todo tenemos que

= (=1 33
2@y L ="
rz::o (2r+1)3 4"’

que es equivalente a lo que querfamos demostrar. ]

E.3. Sobre la formula de Ramanujan

Para concluir la féormula de Ramanujan nos faltaba comprobar que

Z (g)11+2—11 Z (—1)3 (%)11=Zd11—22d11—|—2122d11.

d|n,24d d|n,2| % d|n 2d|n 4d|n

Para ello, lo primero que notamos es que

Sa= ()= ()X (5)

d|n d|n d|n,2td d|n,2|d

Asi que basta demostrar

2t Y nE (5) = T (3 e e

dln,2| % d|n,2|d 2d|n 4d|n

Desarrollaremos el lado izquierdo de la igualdad, que es igual a lo siguiente

11

9—11 Z (%) _9 Z di | = o1t Z (%)11_2—10 Z dll —

dln,2|2 d|n,2|d,24(d/2) d|n,2| 2 d|n,2|d,44d
11
_9-11 Z (27”‘ _9-10 Z dil 4 910 Z Jll —
d
2| d|n,2|d d|n,4|d

=Y (g)u —2 0N a4 20 S )t = Y (%)11 —aY a1 212 3 g,

2|, 2d|n 4d|n d|n,2|d 2d|n 4d|n
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