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Resumen

El espectro del dtomo de hidrogeno estd formado por todos los saltos energéticos del electron
al cambiar de d6rbita. Sin embargo, un analisis detallado de estas lineas muestra un desdoblamiento
conocido como estructura fina. Haciendo uso del formalismo matemético de la mecanica cuantica,
basado en operadores y sus autoestados, y gobernado principalmente por la ecuacién de Schrédinger,
deducimos la estructura del &tomo de hidrégeno en funcién de una serie de ntimeros cuénticos, estando
el principal de ellos relacionado con la energfa. Posteriormente, incorporamos principios relativistas
para llegar a la ecuacién de Dirac, estudiamos sus propiedades algebraicas y la acoplamos a un campo
electromagnético, poniendo énfasis en el concepto de espin, para escribir una ecuacién que modelice
con mayor precision el atomo. En el corazén de esta ecuacion se encuentra el Hamiltoniano de la
estructura fina, el operador que contiene las correcciones al espectro. Para analizarlas, utilizamos
teoria de la perturbacién, una técnica que permite obtener soluciones aproximadas para Hamiltonianos
complejos, considerandolos como variaciones de otros mas sencillos. Con ello, llegamos a una expresion
més adecuada de las energias, y observamos como su relacién con el resto de nliimeros cuanticos rompe
la degeneraciéon de los espacios asociados a los niveles anteriores.

Abstract

The spectrum of the hydrogen atom is made up from all the energetic leaps of the electron changing
orbit. Nonetheless, a more precise analysis of these lines shows a shift known as the fine structure.
Taking advantage of the mathematical formalism of quantum mechanics, based on operators and their
eigenstates, and governed mainly by Schrédinger equation, we derive the structure of the hydrogen
atom as a function of a series of quantum numbers, being the main one related to the energy. Sub-
sequently, we incorporate relativistic principles to arrive at Dirac equation, we study its algebraic
properties and we couple it to an electromagnetic field, emphasizing the concept of spin, to write
an equation that serves as a more accurate model of the atom. At the heart of this equation is the
Hamiltonian of the fine structure, the operator that contains the corrections to the spectrum. To
analyze them, we use perturbation theory, a technique that allows us to obtain approximate solutions
for complex Hamiltonians, considering them as variations of simpler ones. With this, we arrive at
a more adequate expression of the energies, and we observe how their relation with the rest of the
quantum numbers breaks the degeneracy of the spaces associated with the previous levels.
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CAPITULO 1

Introduccion al formalismo de la
Mecanica Cuantica

1.1. Operadores e interpretacion probabilistica de la funcién de onda

La mecéanica cuantica se desarrolla en la primera mitad del siglo XX como un marco tebrico pa-
ra explicar una serie de resultados aparentemente paraddjicos. Esta teoria establece una descripciéon
ondulatoria de la materia, donde las particulas se consideran como una superposiciéon de ondas elemen-
tales, y su evoluciéon queda determinada por la famosa ecuaciéon desarrollada por E. Schrédinger en
1925. Por su parte, las magnitudes clasicas, como la energia, el momento lineal o el momento angular,
son autovalores de operadores lineales hermiticos! que acttian sobre el espacio de estados dotado de
estructura de espacio de Hilbert H. Estos observables son precisamente las cantidades que podemos
medir en la naturaleza. En cuanto a las funciones de onda, si bien no tienen una interpretacion fisica
en un sentido tangible, su cuadrado |¥|? describe la probabilidad de encontrar a una particula en una
determinada regién del espacio. Por tanto, este objeto es una densidad de probabilidad, y se toma
normalizado. En los anexos (B.3) se explica la notacion habitual en el formalismo cuéntico. Se puede
demostrar que las ondas fundamentales asociadas a una particula libre son ondas complejas de la
forma

(1.1) (z,t) = ehe—et)

donde el momento p, el nimero de onda k, la energia E, la frecuencia w, la constante de Planck
h = h/2m reducida y la masa m cumplen las siguientes relaciones

2
p=hk, E=ho, E=21_

om’

Trabajando sobre la expresion (1.1), se llega a la ecuacion de Schrédinger:

(1.2) ih 0 U(z,t) ( s + V( t)) U(z,t)
. th—V(z,t) = | ——== x x,t) |
ot ’ 2m Ox? ’ ’
Observacion 1.1. En la ecuacion anterior, H = —%68—;2 + V(z,t) es el operador Hamiltoniano, que

representa la energia como suma de la energia cinética y la potencial. El operador asociado al momento
lineal es p = —ih%, ya que aplicado a (1.1), da p¥ = —ih% = —ihikV = pV. Efectivamente, vemos
que el Hamiltoniano recupera la energia, ya que E = p?/2m + V.

Proposicion 1.2. Si el potencial no depende del tiempo, V' = V(z), entonces podemos obtener
soluciones estacionarias donde las partes dependientes del espacio y del tiempo factorizan ¥(x,t) =

P(x)g(t).

'Por tanto, los autovalores son reales
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Demostracion. En la ecuacion (1.2) dividimos por ¢(x)g(t) para separarla
1 9 1 0%Y(x)
1.3 h P g(t) = — ,
(13) ! g(t) 8759( ) 2mp(x) Ox? (z)
con lo que obtenemos dos ecuaciones que deben ser iguales a una constante F. La primera parte se

resuelve como una exponencial y nos proporciona la evolucién temporal del sistema. La segunda se
puede reescribir como

(1.4) Hy = Exp

y se denomina ecuacion de Schridinger independiente del tiempo.

La solucién completa queda:

(1.5) U(z,t) = e Py (). ]

A continuacion, estudiamos dos ejemplos habituales de la ecuaciéon independiente del tiempo:
Ejemplo 1.3. Particula libre en la circunferencia.

Tomamos la relacién de equivalencia x ~ x + L en la recta real. Con la topologia cociente, este
espacio es homeomorfo a la circunferencia, y nos da una condicion de periodicidad (z) = ¥ (z + L),
tanto para la funcién como para sus derivadas. Dado que la particula es libre, el potencial es nulo
V(z) =0, y la ecuacion de Schrodinger independiente el tiempo queda

h? d*
(1.6) ———— = Ey(x).

2m dx?

Se puede demostrar que cualquier solucién debe tener energia E > 0 a partir de la normalizaciéon de

2mE
1 (ver anexos (D.1)). Si ahora definimos k? = 7;2 y p = hk, obtenemos
d*y

Las soluciones que nos interesan son exponenciales complejas ¢ (x) ~ e que, ademés, son autoestados
de momento. De la condicion de periodicidad e?(#+L) = ¢% deducimos que kL = 27n, n € Z, y con
ello la cuantizacion (discretizacion) del momento p,, = hky,, k, = 27n/L, y la existencia de distintas
soluciones v, (z) = Ne*»®. La constante N es la constante de normalizacion:

L L
1
1= T (x :de:/ N?dx=N?L — N=——.
| @@= [ =
Con esto tenemos que

1 . 1 2minx
1.8 n(x) = ——_thnr — _—_ 7L ,
(18) ¥n(e) VL VL

con energias asociadas

_ R%kZ 27m?hPn?

2m mIL?

Observacion 1.4. Tanto v, como _, son autoestados del Hamiltoniano con el mismo autovalor
(son degenerados) debido al n? en la energfa. Por ello, cualquier combinacién lineal sigue siendo un
autoestado con ese autovalor, y nos hemos de preguntar qué distingue a los estados dentro de ese
subespacio: hay que buscar un observable que tome valores diferentes en cada estado. En este caso,
es el momento, pues sus autovalores son 27m% y —27m%, y el espacio no es degenerado para este
operador. Solo las exponenciales son autoestados del operador momento y del Hamiltoniano a la vez,
por lo que los estados v, forman un conjunto ortonormal® completo.

(1.9) E,

2Al ser p un operador hermitico, los autoestados con autovalores distintos son ortogonales
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Asi pues, construimos la funcién de onda general como superposiciéon a partir de una serie de
Fourier. Para cualquier ¥(z,0) que satisfaga la condicion de periodicidad, tenemos que

L
(1.10) U(z,0) = Zanwn(aﬁ), con  a,= /0 Yl (2)¥(x,0) da.

nez

La evolucién temporal del estado inicial seria
_iBnt

(1.11) U(z,t) =Y antn(x)e” 7 .

ne’

Ejemplo 1.5. Pozo de potencial infinito.

El pozo de potencial infinito es una idealizacién tedrica de una particula confinada en un intervalo,
habitualmente = € [0,a]. A pesar de que en mecénica cuantica una particula puede atravesar una
regién con cierto potencial sin poseer una energia mayor o igual, no podria ser asi en una regién con
potencial infinito. Por ello, para este ejemplo definimos

2) — 0, z€(0,a)
(1.12) V(x) {oo, ¢ (0.a).

Las condiciones de contorno se obtienen por continuidad. La funcién de onda vale 0 fuera del pozo y
en lo extremos (¢(0) = ¢(a) = 0). En cuanto a la derivada, no podemos exigir continuidad, ya que si
en una ecuacion de segundo orden tanto la funcién como su derivada son cero en un punto, entonces
la solucién es idénticamente cero. Definimos k como antes y llegamos de nuevo a

42

(1.13) 5= k%,
La solucién general se escribe
(1.14) Y(z) = ¢y coskx + cosin kx.

A partir de las condiciones de frontera, obtenemos distintas soluciones

(1.15) Yn(z) = Nsin (@)

a

donde N es la constante de normalizacion

a 1 2
1:N2/ sin? <@>dfc:]\727a — N:\/>.
0 a 2 a

Vemos que ¥, = —Y_,, pero el signo de la funciéon de onda no aporta informacion, por lo que sélo
nos interesan los coeficientes n > 0. Por tanto, las soluciones son

2 . /nrx k2 RPrPn?
(1.16) ¢n:\/7$1n<>, con FE,= = 5, n=12..

a a 2m 2ma

Este ejemplo sirve para ilustrar las mintusculas dimensiones fisicas con las que es habitual trabajar en
mecénica cuantica. Dado que la constante de Planck reducida tiene un valor & = 1,054571817-10734J s,
para una masa de un gramo m = 10~3kg, una diferencia de 1.J entre los dos primeros niveles de energia,
Ey — E1 = 1, exigiria de un tamafio de a = 1,2831 - 1073?m, aproximadamente 107'¢ veces el tamafio
de un proton.
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1.2. Introduccioén al &tomo de hidrégeno

En esta seccion utilizamos la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para modelizar el
adtomo de hidrégeno no relativista. Es una descripciéon muy buena, aunque aproximada, y el objetivo
posterior de este trabajo seré refinarla incorporando fenémenos mas detallados.

Observacion 1.6. En tres dimensiones, la forma elemental de la funciéon de onda es e!PT=E0/h donde
r = (z,y,2) y p = (p1,p2,p3). En este caso, el operador de momento correspondiente es p = %V,
con V el gradiente y p; = %a%j,
a la funcién de onda, obtendremos el autovalor asociado, que en este caso serd un vector. Por tanto,
pl=p-p= ?V : %V = —h2A, con A el laplaciano.

ya que, al igual que en la observacion (1.1), si aplicamos el operador

El modelo clésico describe al &tomo de hidrégeno como un sistema de dos cuerpos, donde el nticleo
es mucho més masivo y se considera inmoévil, por lo que nos centraremos en estudiar la funcién de
onda correspondiente al electrén sometido a un potencial coulombiano V(r) = —Ke?/r, siendo K
la constante de Coulomb, e la carga del electron y r la distancia euclidea al niicleo. La ecuacién de
Schrédinger toma la forma

h2
2me

En el sistema internacional de unidades, K = 8,988 - 10° kg-m3-s72-C72, e = —1,602-107“ C y
me = 9,109 - 1073 kg.

(1.17) -

K2
Az/J—Tezp:Ezp.

No obstante, en estas circunstancias, es mas habitual escribir la ecuacion de Schrodinger en coor-
denadas esféricas,

h? ig(r2@> h? [1 a(. @)Jr 1 82w}_Ke2

1.1 - — — =L
(1.18) e 2 or \" ar) " ama? lsmooe 0% ) T angag2) — T VT EY:

lo que permite separarla en la parte radial y las partes angulares tomando ¢(r, 0, ¢) = R(r)Y,, (0, ¢).
En este capitulo estudiamos la parte radial y deducimos los niveles de energia que caracterizan a
las Orbitas atémicas. Para un estudio méas detallado de la parte angular y de como se resuelve para
obtener los ntimeros cuanticos que dan su estructura al &tomo, asi como del significado de las funciones
Yim, (6, @), se puede consultar el apéndice (A.1).

1.2.1. Parte radial de la ecuacion

Definicion 1.7. El radio de Bohr tiene un valor de ro = A 5,29 - 107! y es la distancia

meKe?2
promedio del electrén al ntcleo del &tomo de hidrégeno.

Se puede comprobar que la funcion ¢ (z,y, z) = ¥(r) = e~ /70 gatisface (1.18) para F; = —2,18 -
107 kg -m? - s72. Efectivamente, si observamos que

Ke? B2
1.19 —w_——bBi=-5—>
( ) 270 ! 2mers’
entonces,
_ h2 ig <r2[‘)7¢) _ K—eQe_r/TO _ _ﬁiﬁ <_7a26—r/ro) _ Ee—r/ro
2me 12 Or or r 2me 12 Or ro r
2 2
(1.20) — h <i2 _ i) e—r/ro _ Ke e—r/ro
2me ry roT r
h? 2h%r 2rg K e?
2merd  2merdr 2ror
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Ahora bien, hemos de normalizar el estado:
(1.21)

2r -

] = / le™V x2+92+z2/m|2dx dydz = / e ror’sin?(¢)drdfdp = mry = C = (m"g’)%.
R3 R3 A

Con A = [0,00) x [0, 7] x [0,27]. La solucion estacionaria sera, como se refleja en (1.5), el producto

de la parte espacial y la temporal

r iEqt

1.22 B t) = Lop(rye Pt — (mdy 11255
C 0

En un tono mas general, vamos a empezar a estudiar todos los valores de energia para los que (1.17)
tiene soluciones de cuadrado integrable. Como se ha mencionado antes, trabajamos con soluciones
radiales ¢ = 1(r), ya que introducir dependencia en los dngulos 6 y ¢ no afiade nuevas energias, sélo
incrementa sus multiplicidades. Por tanto, la ecuaciéon (1.18) se puede reescribir

B2 d<2d¢> Ke?
“amadr T V=R

1.2
(1.23) e

Lema 1.8. Sea ®(r) = 'rg/ Y (ror). Si ¢ estd normalizada, también lo esta ®.

Demostracion. Reescribiendo en polares, se tiene que

1 :/ |2 :/ 4 (r)|?r? sin ¢ drd0d¢:47r/ [ (r))?r? dr = / ()22 dr = i
R3 A 0 4

7

Luego,

/ |<I>|2:/ |<I>(r)\2r28in¢drd0d¢:47r/ |<I>(r)|2r2d7“:47r/ ]w(ror)|2r0r dr
R3 R3 0 0

o
4
= 471'/0 1 (w)|*u? du = £ =1 [ |

ror=u
Observacion 1.9. La ecuacion (1.23) se puede reescribir como

1.24 —_—
( ) rdr  dr?

Pasando todo a un lado y multiplicando por h2 , queda

d>y  2dy (2mee2K 2m€E>
(1.25) @ e T\ T )Vl
h? B Ke?rg
2me 2
d? 2d 2F
v + = i - ( + ) =0

dr? = rdr ror  Ke?rg

dyp(u) _ dyp(u)dr 1 dip(ror)
du  dr %_’r‘o dr y que
2 2
dw+2d¢+< n 2F )w_ldw 2d¢+<2+ 2F )w:O.
Tou T

du?  udu Ke2r S g dr?  rdrdr Ke2r

Por (1.19) tenemos que , por tanto

(1.26)

Evaluando la ecuacién sobre la variable u = rgr, vemos que

(1.27)
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Er
Multiplicamos todo por 7"(2) y definimos v = 4/ — 0
Ke2rg

d*y(ror) +2d¢(7“07") n (2

dr? r dr r

(1.28) - ,,2> Y(ror) = 0.

3/2

Si ahora multiplicamos por '~ nos queda al fin

2 2
(1.29) e < - 1/2) d = 0.

r r
Esta ecuacion es equivalente a (1.23), y hay una isometria entre el espacio de soluciones de ambas con
norma L?. Ademés, si E > 0, no hay soluciones no nulas de cuadrado integrable.

Proposicion 1.10. La ecuacion (1,29) se puede reescribir definiendo P(r) = " ®(r):

1
(1.30) §T'P” +(1—vr)P' +(1—-v)P=0.

Demostracion. Desarrollamos:
P/(T) = (Z/CD(T) + ‘D’(r)) e, P"(r) = (U2<I>(r) + 2V‘I)/(7”) + <I>"(r)) e’r,

Yy sumalnos

%P" +(1—vr)P+(1—-v)P = (;Y’VQ(I)(T’) +rv® (r) + ;7’@”(7’)) e + (v®(r) + @' (r)—
—2rd(r) — vrd(r))e’” + (®(r) — v@(r))e’”

1 1
= <<I>(1") (1 - 51/27‘> +®'(r) + 57"(1)”(7‘)) e’
Deshaciéndonos de las exponenciales y multiplicando por %, obtendriamos (1.30). |

Damos por hecho que las soluciones de (1.30) son analiticas, es decir, admiten desarrollo en serie
de Taylor P(r) = > 0" pmr™.

Proposicién 1.11. En la serie de Taylor asociada a P se tiene la recurrencia

-1
(1.31) D = 2 vm )pm_l, para m € ZT

m(m +1

donde suponemos pg # 0, ya que pg = 0 daria ¢ = 0.
Demostracion. No hay mas que derivar el polinomio y sumar

1
Em(m — Dppr™t

ol

1
§TP”(T‘)

3
I

(mpp, — (M — 1)pm—1v) pml

ol

(1 —vr)P'(r)

3
I

(1= v)ppm_1r™ L.

M

(1 —v)P(r)

3
I
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Sumamos

1
0=—-m(m—1)pm +mpm — (m—1)ppm_1v+ (1 — V)pm—1

2
1
= Pm <2m(m -1)+ m) +pm—1(—(m—=1)+ (1 —v)).
. vm —1
Despejando llegamos a que p,, = 2————Pm—1- [ |
m(m — 1)

Ya casi podemos calcular los niveles de energia.
Teorema 1.12. v =1/n con n € Z" si y s6lo si P es un polinomio de grado n — 1.
Demostracion. Por un lado, si v = %, entonces pr = 0 para k > n. Como asumimos que pg # 0, por
induccion se prueba que p; # 0 para i < n. Por otro lado, sipy =0,k >nyp,—1 #0 = vn—-1=
0= v=2= ]
Si v # 1/n entonces P es un polinomio de «grado infinito», pero, ademés, crece de manera
exponencial e impide que 1 sea de cuadrado integrable. La razén de esto es la siguiente: hemos
supuesto pg > 0, y para m suficientemente grande, tenemos que pp, > ;- pm—1, con a < 2. De hecho,
la cota para m se puede refinar hasta
v vm—1 1—-35v

1.32 — <2 = > .
(1.32) “m m(m — 1) e Sv

3vr/2

Si se diese py, = a5 pm—1, entonces la solucién corresponderfa a ppe , por lo que eventualmente

P(T) > po€3w/2 v lim, o \11(7“) = 0.

Una vez visto todo lo anterior, por fin llegamos a que

1 QTQE
1.33 = —=/—
(1.33) = Ke?
y, por tanto,
K62 E1
1.34 S ———_
(1.34) " 2ron?  n?

Muchos estados tienen la misma energia, pero en el capitulo 5 veremos como esta degeneraciéon se
rompe al incluir los efectos relativistas.






CAPITULO 2
Teoria de la perturbaciéon

En este capitulo introducimos la teoria de la perturbacién como un mecanismo para aproximar so-
luciones a la ecuacién de Schrodinger cuando el Hamiltoniano dificulta obtener una solucién analitica.
Partiendo de un Hamiltoniano sencillo para el que conocemos la solucién, afiadimos una «pertur-
bacién» para llegar al Hamiltoniano deseado, y esperamos que, en algin sentido, si la variaciéon es
pequena, también lo sera la de sus autovalores y sus autoestados.

Es ilustrativo considerar el caso de dimension finita, pero el primer ejemplo que estudiaremos con
la ecuacion de Schrodinger sera perturbando el oscilador arménico cuéntico.

Empezamos por un caso sencillo que ha de servir como motivacién. Tomemos la matriz

(2.1) A= <i —43>

con autovalores \; = 5, \y = —5 y autovectores u; = (2,1)!, ugs = (1, —-2)%.

Afnladamos una perturbacion

(2.2) (3 4>_>(3—6 4+26).
4 -3 442 —-3+e€

Su polinomio caracteristico es a? — 5e2 — 10e — 25 = 0 , con rafces a = +v/5e2 + 10e + 25. Su
aproximacion por Taylor es a = =+ (5+6+ % +(9(63)). Para € = %, a = 45,104, con lo que
se comete un error del 2,08% al aproximar los autovalores verdaderos. Evidentemente, los calculos
empiezan a complicarse, mas aun para obtener los autovectores. La teoria de la perturbacion da
un marco teérico eficiente para desarrollar estas aproximaciones, aunque serd de especial interés su
aplicacion sobre operadores en espacios de funciones L?. Estos operadores, como ya se ha mencionado,
suelen ser autoadjuntos en mecénica cuantica, por lo que la ortogonalidad de los autoestados facilita
el proceso.

Hemos de distinguir entre teoria de la perturbaciéon degenerada y no degenerada en funcién de si
hay estados que comparten autovalor (degenerados) o no. Para un estudio preliminar trabajaremos
con el segundo caso, por ser mas sencillo, pero habremos de recurrir al primero cuando, por ejemplo,
queramos estudiar estados energéticos superiores en el d4tomo de hidrégeno. La razén de esto, ya
mencionada en el capitulo anterior, es que, aunque los niveles de energia dependen de la coordenada
radial, para niveles excitados se admiten méas estados en funcion de las coordenadas angulares.

2.1. Caso no degenerado

Sea una base de autoestados ortonormales |k(©)) del Hamiltoniano H(® k e N.

(2.3) HOREO) = EO1R0), kO30 = 55,

9
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Inducimos un orden en el conjunto de estados a partir del de sus correspondientes autovalores
(2.4) EV <EY <E" <E® <.
Sea el estado no degenerado |n(9)), para cierto n. Se tiene, por tanto, que

(2.5) EY, < B9 < EY),.

n—1 n

El Hamiltoniano del problema tendra una expresién complicada que escribimos como un Hamiltoniano
sencillo més una perturbacién

(2.6) HO 1 6H.

Lo habitual es que ambos Hamiltonianos no conmuten pero, al igual que H© es hermitico, también
pediremos esta propiedad para dH. En realidad, consideramos el Hamiltoniano dependiente de A\ €
[0, 1].

(2.7) H(\) = HY + \6H.

Esta expresion es muy conveniente en un sentido fisico, pues permite «activary el Hamiltoniano, por
ejemplo, si hay un campo magnético externo oscilante, y ademas, nos permite hacer la perturbacién
«pequena». En un sentido matemaético, conseguimos interpolar todos los Hamiltonianos entre el ori-
ginal y el deseado, y es muy ttil para ordenar las ecuaciones que surgen. Al iniciar la perturbacion,
tenemos las siguiente transiciones:

(2.8) HO — H()\), n©) — |n)y, EO) — E,(\).
Se debe verificar que
(2.9) H(A)[n)x = En(A)[n)a.

Dado que E,(A) y |n)y son funciones de A que tienden a los valores originales cuando A tiende a 0, es
razonable considerar una expansion en serie de potencias con convergencia suficientemente rapida en

torno a 0:
(2.10) n)a = @)+ AnM) + A2n®) 4 A3[n®) 4 ..
| E.(N) = EY 2B +32ED + ¥ED + .

Nuestro objetivo sera calcular estos coeficientes, independientes de A. Incorporando (2.10) en la ecua-
cién de Schrodinger (2.9), nos queda:

(2.11) (H® + \H — En(\)) [n)x = 0.

(2.12) <(H(O) _ Ey(LO)) _ )‘(Er(zl) _ 5H) _ iA]E;(z])) (i)\]|n(1)>> = 0.
=0

j=2
Para j = 0 tenemos la ecuacion de Schrodinger del Hamiltoniano original
(2.13) (H® — ED) [n®) =0
y para el resto de potencias j de A mayores que 0, llegamos a que
J
(2.14) (O = EQ) [0y = (EY — 6H) [n0=1) + 3 B [n09).
i=2
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Sin pérdida de generalidad, asumimos que las correcciones al estado original no se orientan en esa
direccion (ver demostracion en (D.2), esto es,

(2.15) nOn®y =0, k=1,2,...

A partir de este hecho, y de la ecuacién para A = 0, llegamos a que

(2.16) EM = (nO)5H|n®),

Se puede demostrar, tomando el producto por (n(?| en (14) que, en general,
(2.17) E® = (nO|5H k).

Para calcular la primera correccion del estado, tomamos la ecuacion para O(N)
(2.18) (H® — ED) [nW) = (B - 6H) [n©).

y multiplicamos por cualquier autoestado (j (0)\ de forma que

(2.19) GOHO = ED) [nM) = (GO (ED - 6H) [n©).
obteniendo

(2.20) (B — ED) (jO1nD) = —(jO5H|n0) = —5H,,.

donde la ultima igualdad es simple notaciéon. Con esto hemos determinado la proyeccion de |n(1)> sobre
cada uno de los estados de la base, por lo que queda completamente definido.

0H;
Dy _ :(0) /+(0)1,,(0)y _ :(0)y /3(0)1,,(0)y _ jn (0
@21 ) =3 EOGO ) = 3O GOO) = =3 G ).
J J#n izn Ej En

Ya tenemos la primera correccién de la energia y del autoestado, y podemos calcular la segunda
correccién de la energia usando la hermiticidad de 6H, i.e. 0H},, = dH,;:

O|5H|;ON6H; 6H ;|2
@) _ ()(0) 1y _ N~ (P oH]j in _ i

(2.22) E® = (nOsH[nW) = Z O~ 27(0) 5

A BT~ En j#n Ej = En
En resumen:

H'n .
My = ) - AT T 0) £ 0(?)

(2.23) 0 I6H 2

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1. En el caso de las matrices anteriores, podemos escribir

3 4 1 2
A‘<4 —3)’ 5H_(2 1) Y A=e

En este caso, E(()O) = -5, E§O) = 5, y las correcciones de orden 2 a los autovalores obtenidas por teoria
de la perturbacion serian, segtn las formulas de (2.23)

(2.24) %&):-ﬁ—e—%g+0@)
(2.25) Ei(e) = 54+¢€+ i62 +O(e%).

10
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Como se puede ver, para dimension finita, se recupera la aproximacion de Taylor para los autovalores.

La correccién de los autovectores es

2 2¢
2.26 0 = (2,1)f—e—(1,-2 (92%(2 1 )
(226) 0 = @1 e (-2 +0() ~ (2= S 14
2 2 t
(2.27) e = (1,-2) +e—(2,1)! + O() ~ (1 TR S 6) .
10 5 5
Ejemplo 2.2. Aplicacién al oscilador armoénico cuantico.
El Hamiltoniano correspondiente es H(© = 1 132 + mw2x2 siendo m y w constantes que repre-

sentan la masa y la frecuencia angular. Buscando factorlzar el Hamiltoniano como el producto de dos
partes conjugadas, llegamos a una descripcién natural en términos de los denominados operadores
escalera (ladder operators). Son los operadores de destruccion y creacion

N L P w:,/W(_.ﬁ)
(2.28) =\ <x+zmw> y a o \ L0 .

Estos operadores cumplen que
(2.29) aln) = /nln — 1), alln) = vn +1n + 1), y [a,a") = aa’ —afa =1.

Con n € Z. En el caso del oscilador armoénico cuantico, las energias y los autoestados vienen determi-
nados por (la demostracion de esto se puede ver en [21])

(2.30) B = ho(j +

1 » B (dT)j
5)7 |J(0)> = W|0(0)>

donde el estado fundamental [0()) = (z) = (C/7)/4e=**/2 con C' = mw/h. Definimos d = C~1/2
como una escala natural de longitud, ya que |0(?)) se concentra en tono a |z| < d.

Una perturbacién natural del Hamiltoniano, dado que tiene un término cuadratico, es introducir
un término de orden cuértico

mw’ 4 1 T)4

(2.31) SH = hw™ = w(a+a

@ h

que, efectivamente, tiene unidades de energia. El Hamiltoniano perturbado queda
1

(2.32) H(\) =H®O + A+ ah?.

La primera correcciéon a la energia es

1
B = (0O Thwa +a")10) = 2hw(0|(a + af)*|o®)

Rl

2.3 2 1/2 00 e
(2.3 = 0t = T () [ st
| -

B m2w3 <mw>1/23< Tho )1/2_ §hw
- h hr 4 \mdwd 4

Para ver la relevancia de este método, constatar que hemos podido estimar el menor FE =~ ghw tal que
la ecuacion

(2.34) —w” + mw x (1 + 26—30 ) P — E = 0.

tiene solucién no trivial con convergencia suficientemente rapida a 0 en el infinito. Esta ecuacién no
es mas que (HO + e§H)p = Ev.
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Ejemplo 2.3. Este es el de mayor interés del capitulo. En el 4&tomo de hidrégeno clasico, se considera
que el electréon describe una Orbita cerrada alrededor del nicleo. Sin embargo, en mecénica cuéntica,
el electron ya no ocupa una posicién fija y determinista, sino que sigue una distribucién de probabi-
lidad que se extiende en el espacio. Por tanto, en teoria y en una primera aproximacion, existe una
probabilidad no nula de que el electréon esté «dentro» del ntcleo.

Para adaptarnos a esta posibilidad, introducimos una perturbaciéon en el Hamiltoniano que describe
el sistema en la que corregimos el potencial del campo eléctrico. De acuerdo a la ley de Gauss, la energia
potencial debida a la interaccién entre dos cargas e donde una de ellas se distribuye en una esfera
s6lida homogénea de radio R es:

Ly-2(2p2 _ .2\ /p3
(2.35) V(r) = { KGR —r)/R, T <R,
—Ke*/r, r>R

En este caso R ~ 8,4184 - 10~ '%m es el radio de protén. Puede parecer problemético realizar este
cambio, porque hemos alterado una funcién que en el origen valia infinito por otra que no. No obs-
tante, desde un punto de vista fisico, la probabilidad de que el electrén se encuentre en esa regiéon es
extremadamente pequena y, por otro lado, la teoria de la perturbaciéon la estamos empleando tan solo
para realizar aproximaciones en los calculos.

Podemos por tanto considerar la siguiente perturbaciéon del potencial original

K2l—lK2 2 _ .2 3 <
(2.36) (5H:{ e — 5Ke*(3R* —r%)/R°, r <R,

0, r>R
De esta forma cerca del origen anulamos el potencial original y lo sustituimos por la perturbacion.

Vamos a calcular la primera correccion de la energia asociada al estado fundamental, que es un estado
no degenerado. Este estado viene descrito, como ya habiamos visto, por ¥ (r) = (7rg)'/2e="/0

Ke?2 1
(2.37) B = (p*|5H|p) = / ¢2r/ro (e—
78 J Br(0)

r

Ke*(3R? — r2)/R3> .

Como R es muchisimo menor que 1y (5 6rdenes de magnitud), podemos aproximar la exponencial
dentro de Bgr(0) por una funciéon constante con valor el del origen, por lo que:

2
/ (K—e — }KeZ(SRz — rz)/R?’)
Br(0) r 2

2w
(2.38) = / / / (- (3R? — 2)/R3> r2sin ¢ drdodd

1
E(O) N — 2
1 7rr3 exp (2r/rg)

4Ke/ < 3r? r ) Ke? 8R? 4R2
r——4 —|dr= = —
s Jo 2R 2R3 310 52

Por tanto, pasamos de E| a E| — %El(R/ro)Q. El incremento es tan pequeno que es practicamente
indetectable en los experimentos, pero si el electron se sustituye por un muén (una particula con la
misma carga que el electron pero 207 veces méas pesado), entonces si es apreciable. Hay discusiones de
alto nivel sobre la medida exacta del radio del protén. De hecho, hay una discrepancia entre el valor
teorico predicho y el calculado experimentalmente que se conoce como «proton radius puzzley.

Este célculo es vélido para el estado fundamental, sin embargo, cuando consideramos niveles su-
periores de energia, aparecen multiplicidades en los estados, y debemos emplear el marco degenerado
de la teoria de la perturbacion.
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2.2. (Caso degenerado

Nos centramos en el autoespacio V de dimensién N asociado al autovalor E,SD), y descomponemos
el espacio total de soluciones como suma directa H = Vn®V.EnVy elegimos una base de autoestados
ortonormales:

n©@:1),1n@;2), ... |n®; N).

Asi, Vy = spanf{|n(@;1) : 1 <k < N} y V = span{[p®) : HO)|p(®)) = EI()O) 1p(O), E,go) # EY pe N}.
Aunque los calculos en general son mas elaborados que en el caso no degenerado, y se pueden dar
circunstancias que complican ain mas el estudio, como que la energia no se desligue para estados
distintos hasta 6rdenes mayores que 1 de la perturbaciéon, nos centraremos Gnicamente en la primera
correcciéon de la energia cuando la degeneracion se rompe a orden 1. De manera similar al caso anterior,
buscamos obtener la perturbacién de un estado y su energia asociada a partir de un desarrollo en
potencias analogo a (2.10), esto es, para cierto k, pasar de

(2.39) EO — B\ n©: k) — |nsk)y.

n

Para ello habra que calcular ciertos coeficientes Eflpll eRy [n®:k) € Vy,p>1 (con (n®); kn®): k) =

0). Estos coeficientes son analogos a los E,(Lp ) y \n(p)> del caso no degenerado. y llegamos a ellos a partir
de la ecuacién

(2.40) H\)|n; k) = Epp(A)|n; k) A
obteniendo identidades similares a (2.13) y (2.14). En particular, llegamos a que

(HO —EP) [n©:k) = 0
(HO —ED) [nW:k) = (B —6H) [n©);k).

n,

(2.41)

Si desarrollamos la segunda ecuacién

(HO — BQ) [nD; k) = (HO - Q) (Z<n<°>; In®; k)@ 1) + 3 (p O [ k) rp<°>>)

I#£k peN
(2.42) = Z<p(0)|n(1); k) (EZ()O) _ E7(LO)) p©)
peN

= (Eﬁ:,l — 5H) \n(o); k).

Vemos que
0H | k) = ENn@sk) + 3" (0O k) (B — EY) [p©).
peN

Aqui podemos apreciar que los elementos [n(0); k) diagonalizan 6 H (pero sélo dentro de V). Si ahora
tomamos el producto escalar por (n(o); k|, obtenemos la primera correccion de la energia:

(2.43) Enx(N) ~ EQ + AEY) = BO + A0 k|5H[n); k).
En general tenemos que
(2.44) 1O kloH[n s k) = By

lo que enfatiza la idea de que tenemos que buscar una base que diagonalice también dH en V.
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Observacion 2.4. Si Eilll % Eﬁbll), cuando [ # k, entonces la base es «buena» y se deforma de ma-
nera continua al variar A. Si no, hay que estudiar 6rdenes superiores de perturbacién hasta que la
degeneracion se rompa. Hay un criterio para saber si una determinada base cumple esta propiedad de
diagonalizacion:

Teorema 2.5. Dado un operador § H que actiia sobre un cierto subespacio Vy y dada una base en
dicho subespacio, si existe un operador Hermitico K que conmute con dH y tal que los estados de la
base sean autoestados de K con diferentes autovalores, entonces § H es diagonal sobre V.

Demostracion. Escogemos dos elementos de la base [n(9; k) y [n(9); s) con k # s con autovalores Ay, y
As para K, respectivamente. Vemos que:

(2.45) 0= (s k| [0H, K] [n©;5) = (A = M) (0O kS H|n(; 5).

Se deduce que los elementos no diagonales deben anularse. |






CAPITULO 3
La ecuaciéon de Dirac

En este capitulo vamos a desarrollar una version relativista de la ecuaciéon de Schrédinger. La
clave estd en notar que en esta ecuacion las derivadas espaciales son de segundo orden, mientras que
la derivada temporal es de orden uno. Sin embargo, de acuerdo a la relatividad especial, tiempo y
espacio deben tratarse de la misma manera, por lo que la ecuacién debe ser modificada.

3.1. Nociones de relatividad especial

Definicion 3.1. En relatividad especial, el espacio-tiempo de Minkowski es una variedad Lorentziana
de curvatura nula isomorfa a My = (]R4, 77), donde los cuadrivectores se denominan eventos y el tensor
meétrico 7 tiene signatura (1, 3).

Los cuadrivectores se suelen escribir en el siguiente sistema de coordenadas:

(:L’O, 'CB17 an? xB) H (Ct’ x? y? Z)

y el tensor métrico n adopta la siguiente forma:

=
I
oo o~
o
|
®
[N}

La métrica de Minkowski! se escribe en forma diferencial como
dr? = dt* — ¢ % (da® + dy® + d2?) .
Para velocidades pequenas, |v| < ¢, dT es como el diferencial de tiempo.

Definicion 3.2. El grupo de Lorentz L es un subgrupo el grupo de Poincaré (o grupo de isome-
trias del espacio-tiempo de Minkowski) que no incluye traslaciones. Es isomorfo al grupo ortonormal
generalizado O(1,3), el grupo de matrices de Lie que preservan la métrica de Minkowski.

Proposicion 3.3. (Principio de covarianza) Las leyes de la fisica son invariantes frente a transfor-
maciones entre sistemas de referencia dadas por el denominado grupo de covarianza, bajo una cierta
representacion. En relatividad especial, este grupo es el grupo de Lorentz. Por tanto, las leyes de la
fisica no cambian bajo las transformaciones de Lorentz del espacio-tiempo.

!También es habitual escribirla como 1 = ds? = c2dt®> — dz? — dy? — dz?, que se deduce directamente del segundo
postulado de la relatividad especial (que la velocidad de la luz ¢ es constante en cualquier sistema de referencia inercial).
Trabajando con esta formula y con la nocién de tiempo propio, llegamos a la expresiéon que usamos més arriba.

17



18 La ecuacién de Dirac

Definicion 3.4. El cuadrimomento es el anélogo relativista del momento lineal. Se define de la
siguiente manera:

(3.1) _md7§_ me MU, muy mu,
' P dr VI=02/c2 \T=02[c2 \JT—v2]c® \J/1—v2]c? )

Observacion 3.5.

2 2 2
s El cuadrimomento cumple HpH% =pnp = W (m2 —m? (Z—% + Z%‘ + Z—;)) = m?. Esta longi-
tud es igual para todos los observadores, ya que es invariante frente a las transformaciones de
Lorentz.

= Para velocidades pequenias, las tres ultimas coordenadas del cuadrimomento aproximan el mo-
mento clasico. En cuanto a la primera coordenada, si desarrollamos por Taylor

1 1
(3.2) T et s me? O(v?h)

V1 —02/c? c 2
y multiplicamos por ¢, observamos que ¢-p? ~ mc? + K, donde K = %va es la energia cinética.

= Por tanto, escribimos p = (¢"!E, ), siendo E es la energia relativista y p el momento lineal
relativista. A diferencia de lo que ocurre en mecénica clasica, donde hay leyes separadas para la
conservaciéon del momento y de la energia, en mecanica relativista hay una ley de conservaciéon
de una cantidad que combina la anteriores. Tomando la métrica al cuadrado del cuadrimomento
Ip|I? = (¢ 2E)? — ¢ 2||p]|* = m?, llegamos a la famosa férmula

(3.3) E? = A|p)? + m?ct

que, para p = 0, no es mas que £ = mc?.

3.2. La ecuacion de Klein-Gordon

Al igual que haciamos con la ecuacion de Schrodinger, podemos cuantizar canénicamente la ecua-
cion anterior (3.3). Para ello, asociamos a cada magnitud su correspondiente operador hermitico segin

(3.4) E+— ihgt, Ip|? — —h2A

y obtenemos la ecuacién de Klein-Gordon?

2 0’V

92 EREATY + m2ct = 0.

(3.5)
Es més habitual trabajar en unidades relativistas, en las que consideramos ¢ = 1 adimensional, por
lo que 299792458 metros equivalen a 1 segundo y pasamos a medir tiempo y espacio en las mismas
unidades®. En estas coordenadas (¢, x,y, ) la ecuacion se escribe

0*v

(3.6) hQW — R2AT 4+ m2¥ =0

2En Teoria Cuantica de Campos, esta ecuacion describe a particulas libres de espin 0.

3Por ejemplo, la transformacion de Lorentz para el tiempo en unidades relativistas es t' = (t —vx)/v/1 — v2, siendo
t y t' tiempos, = la posicién y v la velocidad. Haciendo un anAlisis dimensional se reescribe esta transformacién en

unidades no relativistas como t' = (t — %) /\/1 —v2/c2.
C
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6 también

2

(3.7) (D + %) U =0.

El operador [J es el D’Alembertiano. La ecuacién de Klein-Gordon, del mismo modo que la ecuacion
de Dirac, que veremos més a delante, presentan invarianza frente a las transformaciones de Lorentz
(son covariantes Lorentz). La ecuacion de Schrodinger no cumple esta propiedad, pues, como se ha
mencionado antes, trata al tiempo y al espacio de manera diferente. Es, por tanto, una ley aproximada,
valida sélo para limites no relativistas, pero no puede ser universal si no es coherente con un principio
fundamental como el de covarianza.

Observacion 3.6. En un principio podria parecer que la ecuacion (3.5) es una version relativista muy
natural de la de Schrédinger, pero es una ecuaciéon de segundo orden en el tiempo, por lo que su
evolucion no queda completamente determinada por el estado inicial ¥(Z,¢ = 0) como ocurria antes,
y no es posible definir una corriente de densidad que sea definida positiva.

3.3. La ecuacion de Dirac

Intentamos escribir la la ecuacién de Klein-Gordon en la forma comtn de Hamiltonianos y au-
toestados. Partiendo de (3.3), una primera idea podria ser definir el operador siguiendo que E =

/P2 +m2ct, con lo que la ecuacion quedaria:

(3.8) ih?;: = Hvy, H =\/p?c+m2c.

Sin embargo, no es evidente el significado de esta raiz. Podemos intentar factorizarla para el caso de
velocidades pequenas:

2 2 1 2
H =mdc® 1—1—1:;2:77102[14-1)22—( 1;2) —i—}
(3.9) mec 2mec 8 \m?c
2 4
1
:m02+p7—* L

Aunque las correcciones relativistas de la energia se pueden obtener por este método, no es del todo
satisfactorio trabajar con un operador en forma de serie, ya que la teoria pierde localidad. La idea de
Dirac en 1928 fue factorizar la ecuaciéon de manera algebraica para reducir el orden, de modo similar
a como se hace con la ecuacién de ondas.

Antes de continuar con esta idea, conviene prestar atencion a la siguiente observacion: considerar al
Hamiltoniano como una raiz cuadrada obliga a considerar también su versién negativa, lo que parece
implicar la existencia de soluciones con energias negativas. Esta idea condujo al descubrimiento del
electron con carga positiva, o positréon, y, de modo mas general, a la existencia de antiparticulas.
Mencionaremos esta idea més adelante una vez una vez hayamos estudiando la forma que tienen las
soluciones a la ecuacion de Dirac.

Por el momento, intentamos factorizar la ecuacion (3.6) como el producto de dos factores:

0 0 ov ov ov ov
—f—ozz(9 +a3 ) ﬁm>(1h+zh(ala +aga —F(ng(9 )—

3 Bm\l') =0.

0 0
(3.10) (—zha —I—Zh(ala

Del segundo de ellos obtenemos otra ecuacion cuyas soluciones los son también de (3.6) (aunque no a
la inversa).
ov ( ov ov ov

11 h—— + ih — — —
(3.11) 1 +1 a18$+a26y+agaz

it )ﬁm\y:o'
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Esta ecuacion se puede escribir de manera més compacta (de hecho, en el siguiente capitulo usaremos
principalmente esta notacion) tomando a = (aq, a2, a3)

(3.12) (thOy + a-p — fm) ¥ = 0.
Si imponemos la factorizacion anterior, los coeficientes deben cumplir las siguientes condiciones:

(3.13) af =1, {oi,a;} = ajoj + ajoyy =0 para @ # j, 1<14,5<3.
. B% =1, {ai, B} = i+ Ba; =0, 1<i<3.

Dado que esta propiedad de anticonmutatividad no se da en los niimeros reales ni en los complejos,
Dirac sugirié6 que fueran matrices. Esto implica que ¥ deja de ser una funcién escalar y nos exige
reinterpretar su significado.

En la ecuacion (3.11) es natural definir el Hamiltoniano como

(314) Hpirac = —ih <a1% + 0422 + C¥32> + /m|.

0 oy 0z

Como pedimos que sea autoadjunto, las matrices oy, y § deben ser hermiticas.

Observacion 3.7. Ya habia antecedentes con la interpretacion de constantes como matrices en fisica
cuéntica. Por ejemplo, en el estudio del momento magnético del electréon, Pauli necesité unas constantes
01, 02 'y 03 que debifan cumplir

(3.15) a% = a% = a% =1, 0109 — 0901 = 2i03, 0903 — 0309 = 2i01, 0301 — 0103 = 2i09.

Proposicion 3.8. Las matrices de Pauli

C“mplfzn (3. 1 5).

Demostracion. La demostracion es trivial. Solo hace falta comprobarlo. Por ejemplo, o? = Id,

_ _(O —i><1 O)_(l 0)(0 —i)_(O 2i>_2‘ -
2082 =\ o)\ -1/ "o 1) \i o) T \2i o) T
Proposicion 3.9. Las matrices de Pauli también cumplen las relaciones de anticonmutacion (3.13).

Demostracion. Lo hacemos para un caso, e.g.

n _(0 —i><1 0)_|_<1 O><0 —z’)_(O i>+<0 —i)_o n
7203 TI32=; o)\0 -1 0o -1/ o/ o i 0)" "

Observacion 3.10. Puesto que 0 = 0;0; + 0jo; = 0;0; — 0j0; + 20j0; = 2i0}, + 200;, tenemos que
io, = —0jo; = 0;0;, por lo que el algebra de las matrices de Pauli se comporta de manera muy
parecida a la de los cuaterniones. Esto no es coincidencia, y tiene que ver con el que estas matrices
forman una base del algebra de Lie asociada al grupo de Lie de los cuaterniones de modulo 1.

Proposicion 3.11. No podemos extender el conjunto de matrices de Pauli dentro de Max2(C) para
satisfacer las relaciones de anticonmutacion que exige la ecuacion (3.11), es decir, no existe ninguna
matriz ay € Max2(C) no nula tal que (3.13) se verifique simultaneamente con ella y con las matrices
de Pauli.
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b
d

o=matae=(7 o) (0 g)+ (0 Q)0 o)=( )+ )

1 0/ \c d c d/\1 0 a b d c

o= () (0 DY (0 (O )= () ()
i 0 c d c d/\i O ia b id —ic

y a
Demostracion. Sea ay = (c > ,a,b,c,d € C. Tenemos que

[an}

O:a3a4+a4a3:<1 0)(@ b>+<a b)(l 0>:(a b>+(a —b>.

0 -1/ \c d c d/\0 -1 —c —d c —d

De la primera y segunda lineas deducimos que b = —c y que b = ic, por lo que b = ¢ = 0. De la
tercera linea sacamos que a = —a y que d = —d, por lo que también a = d = 0. |

Proposicion 3.12. La dimension méas baja para la que (3.13) tiene soluciones hermiticas es mayor o
igual que 4.

Demostracion. Al ser hermiticas, diagonalizan en una base de autovalores reales, pero, dado que
0412 = (2 =1, estos autovalores deben ser +1. Al mismo tiempo, la traza debe ser 0. Por ejemplo,

oy = _Ba’i/ﬁa
sabiendo que tr(AB) = tr(BA), se tiene que
tr(oy) = tr(B%q;) = tr(Bayf) = —tr(a;) = 0.

Para 8 se haria de manera similar. De esto se deduce que el nimero de autovalores +1 y —1 es igual
y, por tanto, la dimension de las matrices ), y 3 debe ser par. La dimension N = 2 queda descartada
porque ya hemos visto que las matrices de Pauli verifican las condiciones pero no admiten una cuarta
matriz. La dimensién minima, por tanto, ha de ser 4. Se pueden estudiar otras dimensiones pero excede
el proposito de este trabajo. |

Una posible solucién de estas matrices dada por Dirac en 3] es:

(O 0’j> . _(I O)
(316) aj_( O ) ]_17273 y /6_ O —I .

gj

Sin embargo, este conjunto de matrices genera infinitas soluciones al problema (3.13) por conjugacion
con matrices unitarias, que no es més que un cambio de base a una base ortonormal.

Proposicién 3.13. Dado {a1,a2,as,3} como en (3,16), el conjunto {U ', U, UT1BU : U €
Muxa(C), UTU = I}?Lzl esta formado por matrices hermiticas que también resuelven (3.13).

Demostracion. Evidentemente son hermiticas, (U‘lonU)T = (UTaMU)Jr = UTaL (UT)Jr = UTauU =
U~la,U. Veamos que cumplen (3.13):

U, U)? = (U e, U) (U a,U) = U e, U = U0 = 1.

(U0, U, U Uy = (U e U) (U U) + (U e, U) (U e, U)
=U a0, U+ U ey, U = U™ (a0, + apay,) U = O.

Para 8 se comprueba igual. |

Proposicion 3.14. No hay mas soluciones a (3.13) que las dadas en la Proposicion 3.13.

Demostracion. Ver [8]. [ |
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Visto esto, llegamos por fin a:

Definicion 3.15. La ecuacion de Dirac describe particulas con masa m y espin % y es coherente con
los postulados de la mecanica cuantica y la relatividad especial. Se escribe

5 = (i (o oy v ) . om)
(3.17) ’Lhat = ih a18x+a28y+a382 +Bm | ¥

con los coeficientes satisfaciendo las propiedades anteriores (3.13).

3.3.1. Las matrices gamma

En este punto es conveniente asentar ciertos conocimientos: Las soluciones a la ecuaciéon de Dirac
son funciones de cuatro componentes tales que, dadas unas coordenadas espacio-temporales definidas,
v et y se comportan como biespinores o espinores de Dirac, que interpretamos como una super-
posicién de una particula con espin arriba, otra con espin abajo, una antiparticula con espin arriba y
otra antiparticula con espin abajo. El espin se discute en més detalle en la seccion 4.1. Si seguimos
prestando atencién a las matrices, encontramos una definicién especialmente importante:

Definiciéon 3.16. La matrices gamma o matrices de Dirac {791, 72,73} son un conjunto de matrices
que satisfacen la relacion de anticonmutacion

(3.18) VAT 4 A At = 2P Ty,

donde n*¥ es la métrica de Minkowski. Las propiedades algebraicas de estas matrices se relacionan
con las simetrias espacio-temporales. Son

(3.19) 70252(1 O>=04®I y vjzﬁ%:(O Uj)=i<72®aj ,j=1,2,3.

O -1 —O'j O
Si las desarrollamos,
10 0 0 0 0 01
o [0 1 0 o0 L [0 0 10
100 -1 o0 Tl 0o -100
00 0 -1 1 0 0 0
0 00 —i 00 1 0
, [0 0 i 0 s [0 0 0 -1
=1 o io0 o =11 0 0 o0
i 00 0 0 -1 0 0

Si tomamos el sistema de coordenadas como (¢,z,y,2) = (xo,ml, z2, x3) la ecuaciéon de Dirac se

puede formular con estas matrices de una manera covariante, tratando al tiempo y al espacio por igual

3
(3.20) <zhz Y1), — m>\p =0l
pn=0

No hay mas que multiplicar por § en (3.17).La ecuacion de Dirac se escribe de manera mas compacta
con la notacion slash de Feynman:

(3.21) (ihd —m) ¥ =0

donde @ = %9y + v'01 + v202 + 4203. En unidades de Planck, donde también h = 1, se escribe
(i —m) ¥ = 0.

4Recordemos que estamos escribiendo en unidades relativistas. En unidades no relativistas seria (zh@ - mc) v =0.
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Definicién 3.17. Sea la matriz unitaria
1 I I
Sy
NORSY I
Si en la proposicion 3.13 tomamos la transformaciéon ortogonal por U y realizamos la misma operacion
que para obtener las matrices de Dirac, llegamos a la representacion de Weyl o representacidn quiral.

3.3.2. Interpretacién probabilistica

;, Qué interpretacién podemos dar a esta funcion de onda, que ya no es escalar? ;Se puede recuperar
un significado probabilista? Resulta que, de nuevo, ||¥]|? es la densidad de probabilidad. Tan solo
debemos comprobar que es independiente del tiempo. De la ecuacién, deducimos que

o o i vt 4
22 ih— = HU = HV, = = (gt
(3.22) o — RHY, 5 = 5 (HY)
Definimos la densidad de probabilidad p(z,t) = UI¥ = ||¥||?
dp _ Op or ot
_ gt Y gty (mo)te
ot~ oo ot T ot Al ()]
N 'hi 8—\I’+5 o hi 8—‘1/+5 T T\IJ
(3'23) N h ’ —1 e 81‘k mn ! 1 A 6xk mn
3 3
) i 0 \IJT o)
= — Z \I/Taki + 870%\1’ Z O
P oxy,  Oxy P

Definimos la corriente de probabilidad

U, 0
(3.24) J=| ¥Ta,¥
A
Tenemos
dp
3.25 —— =_-V-J
(3.25) B

Despejando e integrando en una bola de radio R.

(3.26) / —h’m/ @:h’m —V-J= lim —J -do = 0.
8930 R3 R3 8:50 R—o0 Br(0) 89:0 R—oo Br(0) R—oo dBR(0)

En los dos ultimos pasos hemos usado respectivamente el Teorema de la Divergencia y la suposiciéon
de que J — 0 suficientemente rapido. Solo quedaria normalizar la funcién de onda para que ng p=1






CAPITULO 4
El Hamiltoniano de la estructura fina

Vamos, por fin, a deducir el Hamiltoniano de la estructura fina. La idea consiste en llegar a una
ecuacién de la forma
(4.1) iha—\p =HVY

ot

donde H sera el Hamiltoniano original de la ecuaciéon de Schrodinger, mas una serie de términos
adicionales que corresponden a distintos efectos que la ecuacion inicial no capturaba, entre los que se
encuentran los efectos relativistas y de interaccién entre el espin y el campo magnético generado por el
movimiento relativo del protéon. Recordando la seccién anterior, habiamos desembocado, trabajando
con la energia relativista, en la ecuacién de Dirac, con la misma forma que la ecuacién anterior pero
con Hamiltoniano

(4.2) Hpirac = ca - p + Bmc?

que era covariante Lorentz y lineal en la derivada temporal. Por construccion, a partir de la cuantizacion
de (3.5), esta ecuacion ya contiene informacion sobre la correcciones relativistas, tal como se sugeria

n (3.9). Sin embargo, a fin de desarrollar un modelo mas preciso del comportamiento del 4tomo de
hidrégeno, hemos de tener en cuenta efectos adicionales que veremos a continuacion.

4.1. Momento angular orbital y espin

De manera analoga al operador asociado al momento lineal, existen operadores asociados al mo-
mento angular. Distinguimos entre el momento angular orbital L, el momento angular de espin S y el
momento angular total J = L + S. En el atomo de hidrégeno, todos llevan asociados un espectro de
autovalores cuantizado.

Definicién 4.1. El momento angular orbital se define, al igual que en mecanica clasica, como
(4.3) L=rxp

donde r = (x,y, 2) y p es el operador de momento lineal. Esta magnitud es vectorial, L = (L, Ly, L.),
y sus coordenadas satisfacen unas relaciones de conmutacién que lo conforman con una de estructura

de algebra de Lie s0(3):
(Lo, Ly) = ihL., [Ly,L.] = ihLy, [L.,Ly) = ihL,.
Es decir,

3
[Lja Lk’] =ih Z 6jknLn

n=1

25



26 El Hamiltoniano de la estructura fina

donde €jxy, es el simbolo de Levi-Civita y acttia como constante de estructura de el algebra. (Ver
anexos (D.3)) De manera mas compacta, escribimos

L x L = {hL.

Definimos el cuadrado de la magnitud del momento angular orbital como
(4.4) L*=L2+L;+ L2

Este operador es un invariante de Casimir del 4lgebra de Lie s0(3) generada por las componentes de
L, ya que
[L27LJJ] = [L27Ly] = [L27LZ] =0.

En los apéndices (A.1) se puede ver que se cumplen las siguientes relaciones:

(4'5) Hy = Epy

(4.6) L% = R + 1)y

(4.7) L = hmp.

Por tanto, el momento angular tiene un valor cuantizado L = hy/l(l + 1). El nimero cuéantico [ es
el nimero azimutal y toma valores | € {0,...,n — 1}, mientras que m; es el nimero magnético y

my € {—1,—1+1,--,1—1,1}.

Definicién 4.2. El espin es un fendémeno cuéntico que actiia como momento angular «intrinseco» de
una particula. Sin embargo, no es un movimiento (en el sentido de una rotacion), pues es invariante a
los efectos relativistas para distintos observadores, que tan solo diferiran en su direccién, pero no en
su magnitud. Es una propiedad de las particulas, un nimero cuéntico como la carga o la masa.

Aunque cada tipo de particula posee un espin diferente, es de especial importancia el del electrén,
pues su descubrimiento inicio esta teoria y surgio en el contexto del estudio de la estructura fina de las
lineas espectrales del hidrogeno que da nombre a este trabajo, asi como de experimentos como el de
Stern-Gerlach (1922). Los trabajos de Pauli, Goudsmit y Ulehnbeck en 1925 sugirieron que ademés de
los ntimeros cuénticos n, [ 'y m;, era necesario un cuarto nimero para determinar el comportamiento
del electron. Este niimero, denotado myg, es la componente z del espin. En la teoria actual, el espin se
describe por un operador S, que toma valores S = fiy/s(s + 1), y su componente S, que toma valores
hms. Al igual que para el caso anterior, esperamos que mgs € {—s,—s+1---,s—1,s}. En el caso del
electron s =1/2y mg = £1/2.

Para particulas con este espin, el operador asociado es

h

con o = (04,0y,0,) formado por las matrices de Pauli. El operador de espin obedece las mismas leyes
de conmutacién que el de momento angular:

3
(4.9) [Sj, Sk] = th Ej]mSn.
n=1

Es importante sefialar que la existencia del espin introduce un grado de libertad en la funcién de onda
que describe a la particula. En algtin sentido, tiene que ver con su «orientacién». Por tanto, ahora sera
una funcién vectorial, un biespinor, con una coordenada que representa el espin arriba y otra el espin
abajo. A veces se escribe ¥ = Wy|+) + Wy|—), pero nosotros escribiremos ¥ = (¥, ¥5) € C2. En la
ecuaciéon de Dirac la funcién de onda tenia cuatro componentes, ya que anade dos grados de libertad
mas correspondientes a la presencia de un positréon con ambos posibles espines. En realidad, uno de
los grandes éxitos de la ecuacién de Dirac fue la predicciéon tedrica del espin, como mencionaremos
més a delante y se puede ver en [3| y en [2].
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Definicién 4.3. El momento angular total J es la suma de los anteriores J = L + S. Este operador
cumple

(4.10) J2p = B?j (5 + 1),

por lo que su modulo esta dado por J = /j(j + 1)h, donde j es el namero cudntico de momento
angular total y verifica que

(4.11) j=l+s o j=l—s

pero siempre es positivo. De manera anéloga a los casos anteriores, su proyeccién sobre el eje z cumple
sz) = hmg¢7 con m; € {7‘% 7] + 17' te 707"' aj - ]-a]}

4.2. La ecuacion de Pauli

Aqui vamos a estudiar el espin desde la ecuacion de Pauli, viendo ademas a esta ecuacién como
un limite no relativista de la ecuaciéon de Dirac. Comenzamos acoplando! la ecuacién de Dirac a un
campo electromagnético

(4.12) ihoew = (cor- (p - §A> + Bme? + @) U

v,

), la ecuacion queda
W

donde A es el potencial vectorial y ® es el potencial escalar. Escribiendo ¥ = (

C

(4.13) 1hoy V¥, = co - (p — gA) U, +mc?¥U; + edY,
' ihoy U, = co - (p— SA) ¥ — mc® U, + e@ V.

Si ¥ es un autoestado con energia £, en el limite no relativista £ ~ mc?, por lo que la segunda ecuacion

se puede escribir de manera aproximada como 2mc¥,; = o - (p — %A) V;. Con un pequeiio acto de

fe, sabiendo que en mecanica clasica p = mwv, vemos que el ratio entre ¥4 y ¥; es del orden de v/c,
por lo que ¥, es la parte «pequena» del espinor y 1y, la parte grande. Sustituyendo esta ecuacién
aproximada en la primera, nos queda

1 2
(4.14) ihow = 5 (0- (p — ZA)) U, + mV, + eV,

El haber obtenido dos ecuaciones acopladas es lo que involucra la existencia del espin y su interacciéon
con los campos electromagnéticos, ya que en ausencia de estos, ambas partes del biespinor se podrian
separar y expresar con ecuaciones individuales.

Lema 4.4. Tenemos la siguiente formula (que también es valida para operadores)

(4.15) (- u)(o-v)=u-v+io-(uxv).
Demostracion. Ver anexos (D.3). |

Aplicandola a la ecuacion (4.14), tenemos que

(o= ) = (o= A i (02 < - 4

:(p_f )2_250'-(p><A—|—A><p)
_ <p _ §A>2 _ igg (—ih(V x A))
:(p—%A)Q—?U B,

1 . . . L .
No entramos a explicar porque el acoplamiento se hace de esta manera. Tan solo decir que es la manera maés sencilla
de obtener un acoplamiento introduciendo una sustitucién que sea gauge invariante.
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con B el campo magnético.

o es . 1. —imec2 . . .,
Definicién 4.5. Si en (4.14) escribimos W; = We="mt/h conseguimos separar la contribucion a la

. i 2 ; 2 _; 2 . .
energia aportada por la masa en reposo, ya que 9,¥; = 9,Weimct/h _ e Pemrme t/h Eliminando

las exponenciales, obtenemos la ecuacion de Pauli:

] 1 e \2 eh )
4.1 U=|— ——-A - —0-B|VU.
( 6) iho, <2m (p c ) te 2mca

Obtener esta ecuacion a partir de la de Dirac ayudd a confirmar que la nueva ecuacién era méas
fundamental. Por otro lado, trabajando con funciones escalares como en la ecuacién de Schrédinger,
el término o - B no habria aparecido, pero es precisamente este término el que sugiere la existencia de
un comportamiento magnético anémalo por parte de electrén, que resulta ser dos veces mas fuerte de
lo que se esperaria en el modelo clasico. Este fenémeno es el espin.

4.3. La constante de estructura fina

Definicion 4.6. La constante de estructura fina es una constante fisica definida por Arnold Sommer-
feld en 1916 como la razon entre el momento del electron clésico orbitando con un radio rg, y el
momento clasico que tendria si viajara a la velocidad de la luz. Su valor es

Ke?
(4.17) a=—
en unidades del sistema internacional (K es la constante de Coulomb). Esta constante mide la inten-
sidad de la fuerza electromagnética y tiene un valor aproximado de ﬁ (constantes similares permiten
comparar la intensidad relativa entre la cuatro fuerzas fundamentales del universo). No obstante, es
mas habitual expresarla en unidades gaussianas , donde K = 1 y la carga eléctrica se mide en es-
tatoculombios. En estas unidades, el potencial eléctrico se expresa V = e?/r. Lo importante es que
se puede comprobar que la constante es adimensional, por lo que su valor no depende del sistema
de unidades escogido. Si recordamos la definiciéon del radio de Bohr, rg = h?/(Kme?) (o h%/(me?)
en unidades gaussianas), vemos que 7 = h%/(mca). Igualando la fuerza centrifuga a la eléctrica,
F = mv?/rg = & /r%, vemos que v = —e/ /mrg. Como el momento clasico es p = mv, concluimos
que, efectivamente, o = p/(mc).

Esta constante permite también medir la intensidad de las desviaciones en los niveles energéticos
al incorporar las correcciones. Podemos observar que

(0) p° L o o

4.18 HY = — 4+v=~ -a*mc

( ) 2m 2

pero, como veremos en el capitulo siguiente, la escala de energia para el resto de términos del Hamil-
4me?, luego son mas pequeiios en un orden o. Si la constante fuera

grande, el modelo no perturbado no seria una buena aproximacion.

toniano de la estructura fina es «

4.4. El Hamiltoniano de la estructura fina

Nos centramos ahora en el modelo del 4tomo de hidrogeno. Remitiéndonos a la ecuacion (4.13),
tomamos como potencial escalar & = —e/r, pero A = 0, ya que el proton estacionario no crea potencial
vectorial. La energia potencial es V(r) = e®. Si el espinor es un autoestado de energia £, entonces

{&m = ca - pibs + mcy + Vi

(4.19) 9
Eps = co - pYy — mePs + Vips.
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Hemos deducido una ecuacién, que, por construccién, es coherente con los postulados relativistas y
deberia de reproducir con cierta aproximacion los efectos derivados del campo electromagnético que
domina el 4tomo. Sin embargo, como de costumbre, buscamos llegar a una ecuacion de la forma

(4.20) Hiyp = FE1 perocon E =E&—mdc .

La razon de tomar esta energia es quitar la contribucion de la masa en reposo. Asi podemos estudiar

las correcciones relativistas a la energia cinética.

Observacion 4.7. La razon entre la energia cinética relativista y 5-p? es 1+ O(a?) (mirar (3.2)). Por

tanto, para centrarnos en las correcciones relativistas, ignoramos los términos de orden O(a*).
Ahora vamos a deducir el Hamiltoniano de la estructura fina de dos maneras distintas. La primera

es directa. La segunda es mediante la transformaciéon de Foldy-Wouthysen. Veamos la primera.

De manera analoga a como hemos procedido para deducir la ecuaciéon de Pauli, despejamos 15 en
la ecuacion de abajo en (4.19) y lo sustituimos arriba:

(4.21) o -p2mct + E—V) lo-pyy + Vi = By

Esta sustitucion es exacta, y no una aproximacion en el limite no relativista como antes. Observamos
que E —V es la energia cinética, y, por tanto, de O(mc?a?), luego

1 E-V ot
4.22 2 E-V (1 — ) O (—) .
(422) (2me” + ™ " 2me? omez ) O\
Observacion 4.8. Notemos la siguiente expresion: [o - p, V| = —iho - VV. La razon es sencilla:

[ -p, V=0 -p(V¢) — Vo pyp =—iho - V(V) + Viho - Vi) = —iho - VV)

ya que V(Vp) = VV9 + V' V. Por tanto, usando que 5 E 3.2 €8 una constante,

E-V 1 ih
[a-p, (1 © 2me? ﬂ  2me? lo-p,V]= _2m020'vv'

Si ahora aproximamos la energfa cinética £ — V por ﬁpQ, y nos deshacemos del término O(a?)
n (4.22) (ya que permanecemos dentro del rango de error permitido), podemos intentar definir el
Hamiltoniano en la ecuacion (4.21) como

Lo 2 )p o9V o)

4.2 H =
(4.23) 2m 4m2c2

Este Hamiltoniano ya nos permite escribir la ecuacién que rige nuestro modelo del &tomo de hidrégeno,
pero vamos a estudiarlo en detalle para interpretarlo.

iy . - . _ 8 1 8,18
Observacion 4.9. El gradiente en coordenadas esféricas se escribe V = 5- + ——— 96 T 7 99> Con lo que

tenemos que r -V = r%.

Proposicion 4.10. Recordando el Lema 4.4, y utilizando que un potencial central V' = V' (r) satisface
que VV =1 dvr tenemos la siguiente identidad

(0-VV)(o-p)=VV -p+ioc-(VV xp)

dVr . (dVr )
-—-ptiwo-|—-XPp

T drr dr r
4.24
(424) :—ziid—vE V +io - <dvr><p>
dr r dr r
:—zhd—vg—i— ZdVU-L

dr Or 7 dr
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En el dltimo paso hemos utilizado la observacién anterior y la definicion de momento angular
orbital.

Sustituyendo (4.24) en (4.23), llegamos al Hamiltoniano de la estructura fina:

v B avo 1 v
8m3c2  4Am?2c2 dr Or  2m2c2r dr

(4.25) H=Hy— S-L|

4.4.1. La transformacion de Foldy-Wouthuysen

Vamos a explorar un método alternativo, més formal, para obtener el Hamiltoniano.

Observacion 4.11. Si bien al deducir la ecuacion de Pauli como limite no relativista conseguiamos
desacoplar las dos ecuaciones de (4.13) para llegar a (4.14), al mantener los términos relativistas en
(4.21), la energia E aparecia también en el lado de la ecuacion donde queriamos definir el Hamiltoniano.

Definicién 4.12. Dada una base ortonormal en la que estan representados tanto el Hamiltoniano
como el estado, la transformaciéon Foldy-Wouthuysen es una transformacién unitaria de dicha base tal
que preserva el sistema fisico.

En general, consiste en buscar una base 6ptima tal que, aunque el espinor grande y el espinor
pequeno cambien, la ecuacion (4.13) quede practicamente desacoplada y el Hamiltoniano se simpli-
fique lo suficiente. A partir de su desarrollo en 1949 (el articulo original se encuentra en [19]), fue
posible dar una solucion sistemética a muchos problemas en los que interpretar todos los términos que
interaccionaban no era facil. Si bien es un método muy amplio, nos vamos a restringir al caso de la
ecuacion (4.19), donde A =0y V = e®. Escribiendo £ = E + mc?, la ecuacién se expresa

{sz =co - pYs + Vi

(4.26) )
Ews = Cco - Pﬂ)l — 2me 1/}3 + V¢s

por lo que es natural escribir el Hamiltoniano como una matriz, es decir

-y /7))
(4.27) <E¢s " \co-p V-2me?) \y,/)"
Buscamos una transformacién unitaria de tipo FW de modo que

v co-p ) b (H O>
(4.28) v (ca p V —=2mc? Ui~ O H')-

El método permite aproximar a cualquier orden, pero nos quedamos en el primero, tomando

K op / p?

Notar que U es unitaria y hermitica.

Para simplificar los calculos es més conveniente trabajar con la aproximacién

p2

4.30 K~1l— ——.
( ) 8m2c?

Observacion 4.13. En (4.28), H es una aproximacion de ﬁpQ +V, por lo que H' debe ser comparable
amc?. Si f es el tamaifio de los bloques auténticos fuera de la diagonal, al multiplicar por el biespinor,
la nueva parte pequefia es suprimida por un factor O(f/mc?) con respecto a la parte grande. Luego
el bloque superior derecho afecta a H con un orden O(f?/mc?). Si f fuera de O(E«), tendriamos el
error admisible para H de O(Ea?).
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Proposicion 4.14. Tenemos las siguientes identidades

» p2V = —R2AV +2(pV) - p+ VpZ

hdV 2dV
. U-pVU'p—(pV)'p—VpQ:hU-(Vpr):;—ra-(rxp) ;%S L.

Demostracion.

= La primera no exige mas que desarrollar

P2 V] = pX(V0) — VP2 = ~PA(VY) + PVAY = ~12 Y " 04 (Vi) + 12V Y O
= Y (Ve 200V 00 + Vo) VRS Ot
— B Zizl(akkvm _2 Zizl hORV high = —R2(AV )b — 2(AVV) - (hV4))
= (=h*AV +2(pV) - p)¢.

= Vemos primero que, dado que p = —iAV, hay que derivar un producto

o-p(Vo-p)—(pV)-p—Vp’=((6-p)V)(o-p)+V(op): (op)— (pV)-p— VP’
=((e-p)V)(e-p)—(PV) P
=(PV)-p+ho-(VV xp)—(pV)-p
= ho - (VV x p).

En el tercer paso, usamos la formula (4.15): ((o-p)V)(o-p) = (o - (pV))(o-p) = (PV) -p+
o-((pV) xp)=(pV) -p+ho-(VV xp).

Para la segunda igualdad, utilizamos la definicién del gradiente dada en la Observacién 4.9. H

Si tomamos la descomposicion

(VO 0 o - p)
(4.31) M, + M, = (0 V) + (CQJ b —ome?

y calculamos
1
(432) Ut KVK—|—4 229" pVo - p Q—mc(KVa'-p—a-pVK)
. 14 = 1 ’

1
ch(a pVK — KVo -pV) KVK+4 227 pVo-p

los términos que se encuentran fuera de la diagonal estan multiplicados por o - p/mc, es decir, estan
dentro del rango de error admisible O(E«), por los que para nuestro proposito son nulos. Por su parte,
el primer término de la diagonal es

1
HV—KVK+4 CO’ pVo-p
1
NV+8 22(20'-pV0"p—Vp2—p2V)
1
(4.33) =V + Py (20 -pVo-p—Vp®>— (=R*AV +2(pV) -p+ Vp?))
—V+L2AV+L(U Vo-p—(pV) -p-Vp?)
B 8m?2c? 4Am?2c? P P—1p p P
h? 1 d
— V4 AV + v

8m2c? 2m2c2r dr
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En el segundo paso hemos utilizado (4.30) (aunque aparece un término cuértico del que nos podemos
deshacer) y, en los siguientes, las identidades de la Proposicion 4.14. Por otro lado, calculamos
(4.34)

1
K D2K — (o - D)2 K .p)>
UALDT 5, (K(@-p)*+(o-p) (e-p)7) alf P e (@ P)
cKo-p—cKo-pK + — (0' p)? ——((0-p)?K + K (0 -p)?) — 2mc? K>

4dm 2m

Utilizando de nuevo (4.30), vemos que un elemento de fuera de la diagonal, por ejemplo, el inferior
izquierdo (con el otro sucede de manera parecida) se puede escribir

1
4m?2c

1
(cr-p)3—cK0'-pK+cK0'-p:4m26(o"p)3+cK0'-p(1—K)

(4.35) 2

3 p
4m2c (o-p)" + Ko p8m20

Al ser aproximadamente p?/m?c, es de orden O(Ea), por lo que también lo podemos eliminar. En
cuanto al primer término de la diagonal, utilizando (4.15) y (4.30)

p? p!

4.36 = p_ P
( ) P 2m  8m3c2

5 (Kp® +p’K —p?) ~

Asi llegamos de nuevo al Hamiltoniano de la estructura fina. Sumando Hy + H), obtenemos

4 h? 1 dv
e AV 4 —5 =S L|

4.37 H=Hy—
(4.37) 0 8m2c2 2m2c2r dr

Es inmediato notar que su expresion difiere ligeramente de la dada antes (en realidad la literatura
suele ofrecer esta expresion), pero ambas son reconciliables. La clave esta en ver sus contribuciones a
la energia. Por teoria de la perturbacién, esta se obtiene como los promedios:

R AV o K2

(4.38) —m<¢’dr 8T> y m<¢’AV’¢>

Pero, si escribimos ¢ (r) = R(r)Y (0, ¢) e integramos por partes,

d (R?)
0 a¢ / / v |Y|2 2drdQ)
92 dr

(4.39) 2
/S/ il R Y [2drd9)
= (Y |AV| ).

Vamos ahora a senalar las distintas partes del Hamiltoniano. El primer término Hy es el Hamiltoniano
original, tal y como aparece en la ecuacion de Schrodinger. El resto de los términos son sus correcciones.
Como vimos en (3.9),

‘dV

p4

8m3c?
es la correccién relativista. Por su parte,
1 dv
2m2c2r dr
es la correcciéon debida a la interaccion espin-érbita, y el término
h2
8m2c2

es la correccion de Darwin. Hablaremos en detalle de cada una de ellas en el siguiente capitulo.

S-L

AV



CAPITULO 5

Aplicaciones. Correcciéon de los niveles
energéticos en el atomo de hidrégeno

Concluimos el trabajo estudiando, como se habia prometido, la estructura fina del atomo de hi-
drogeno. Empezamos senalando como los nimeros cuanticos obtenidos en la resolucion de la ecuaciéon
de Schrodinger para el dtomo, a saber, (n,l, m;, ms) determinan completamente un estado cuantico.
El ntimero principal n se asocia a la energia, [ es el nlimero azimutal, m; el nlimero magnético y my el
nimero de espin. Esto nos permite definir distintas bases. Posteriormente, utilizando el Hamiltoniano
de la estructura fina deducido en el capitulo 4, y la teoria de la perturbacion desarrollada en el capitulo
2, vamos a calcular las correcciones a los niveles energéticos.

5.1. Numeros cuanticos y bases de estados

El 4tomo estéa perfectamente estructurado por los niimeros cuanticos (n, [, m;, ms), que determinan
de manera univoca cada estado. De hecho, escribimos ¥y im;m, = [nlmyms). En el capitulo 1, vimos
que las energias E,, se obtenian resolviendo la parte radial de la ecuacién de Schrédinger: eran los
autovalores. Teniendo en cuenta el rango de valores que adopta cada namero, en total, para cada n,
tenemos 22;;}(2[ + 1) = 2n? estados con la misma energia, aunque la degeneracion dada por el
namero mg nunca interviene en los célculos. Sin embargo, al estudiar las correcciones que veremos
a continuacion, las energias van a cambiar, y la mayor parte de las degeneraciones del espectro se
romperan. Lo que nos concierne primero es entender qué tipo de bases se forman en funcién de la
eleccion de los ntimeros cuanticos.

Definicion 5.1. Un multiplete es un espacio formado por todos los estados que puede adoptar una
particula en funcion de sus grados de libertad (en este caso, cualquier seleccién de sus nimeros cuan-
ticos).

Definicion 5.2. Una base desacoplada esta formada por estados ortonormales. Combinaciones lineales
de estos estados forman una base acoplada.

Los nameros cuanticos (n,l,m;,ms) forman una base acoplada. Por cuestion de notacion, a los
estados con numero [ = 0,1,2,3,..., se los denota L(l) = S, P, D, F,..., respectivamente. Asi, un
estado con n = 2 y [ = 0, se denota 25.

Sin embargo, a veces es preferible trabajar con las combinaciones lineales. Por ejemplo, recordando
la Definicién 4.3 del momento angular total J = L+ S, vemos que su espacio asociado se obtiene como
combinacion lineal de estados en los espacios asociados a L y S. Para formar este espacio, debemos
tomar el producto tensorial del multiplete asociado a [ y el multiplete asociado a s (aqui s = 1/2).
Este nuevo espacio es un j-multiplete, donde la base que nos interesa esta formada por autoestados de

33
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J? y J.. Es una base acoplada que se compone por combinaciones lineales de estados desacoplados de
nimeros m; y ms que cumplen m; = m; + ms. Sus elementos siguen siendo autoestados de L2y 82,
pero ya no de L, y S, por lo que los identificamos por los niimeros cuéanticos (n,l, j,m;). Como este
espacio se construye como producto tensorial de todos los multipletes con ntmero [ por los dobletes
de espin %, por las reglas de adicion del momento angular (j = [+ s, j = [ — s), obtenemos dos
j-multipletes:

(5.1) l®;:<j:l+;>@(j:l—;>

Aqui, la notacion es Lj, con L(l) = S, P,D,... como antes. Con esto, el estado | ® % se denota por

L(l)j:H% & L(l)j:l—%' Por ejemplo, I = 0 solo produce un multiplete 0 ® % con j = %, que escribimos

S1, pero para [ = 2 tenemos 2 ® %, dos multipletes con j = % y = % que escribimos conjuntamente
2

como Ds @ Ds.
2 2

5.2. Correccion de Darwin

Como ya sabemos,

h2
5.2 dHparwin = ——5—5AV.
(52) b 8m2c?
En nuestro modelo, el potencial es central V = V(r) = —e?/r, por lo que
e?h? (1) e?h? 7 e2h?
. 0Hparwin = ———55A | - )| = —5— (=476 = ———=04(r).
(5:3) b 8m?2c? T 8m?2c? (—4md(r)) 2 m2c? (r)

Debido a la funcién delta, esta correcciéon solo es efectiva para estados no nulos en el origen, es

decir, con | = 0. Se puede comprobar que [¢,00(0)* = mir?) (esto se relaciona con (1.21)). La tnica
0

degeneracion en estos niveles proviene del espin, pero, dado que la perturbacién de Darwin conmuta
con el operador de espin, es diagonal en el espacio bidimensional generado por las funciones de onda
asociadas a sendos espines. Por lo tanto, tenemos

22
1 T e“h
Er(LO)O,Darwin = <¢n00|5HDarwin’¢n00> = Em‘wnoo(O)‘Q
(5.4) e 1 et 1
= S22 7“0713 = (mc o3

Existe una manera heuristica de reproducir este resultado con gran fidelidad. Consiste en interpretar
al electréon no como un punto, sino como una esfera de radio su longitud de Compton mLZC (este
concepto se define en [8]). Es una correccion no local, ya que exige integrar el potencial eléctrico sobre
la distribucién de carga del electrén y, si bien es un resultado sorprendente, no es del todo casual,
pues aunque seguimos interpretando al electréon como un punto, su longitud de Compton en la minima

distancia fisica en la que podemos localizarlo.

5.3. Correccion relativista

La correccion relativista viene expresada por

p4

5.5 OHpo = ————=.
(5.5) 1 Sm3c2
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Recordemos que esperamos un desdoblamiento para cada nivel principal. Fijado n, la base desacoplada
de estados es buena en el sentido expresado en el capitulo 2, i.e., esa base diagonaliza también la
perturbacién. Para comprobarlo utilizamos el Teorema 2.5 del final de ese capitulo y el siguiente

Lema 5.3. El operador p* = p?p?, conmuta con L2, L, vy S,.

Demostracion. Demostramos primero que p? conmuta con L, (para el resto de componentes es simi-
lar). Para ello, partimos de la relaciones de conmutacion [p;, L], que se deducen de manera sencilla, y

la siguientes propiedades: [A, B4+C| = [A, B]+[A,C], [AB,C] = [A,C|B+A[B,C]y [A,B] = —[B, A].

A partir de ellas, obtenemos [p2, L.] = [pz, L2]pz + Dz[pe, L2] = —ihpyps + pa(—ihpy) = —2ihipypy,
[pz,Lz] = 2ihp,py v [p?, L] = 0. Con esto, podemos calcular [p?,Lg] = 0 y, después, [p?,Lg] =0,
utilizando de nuevo las propiedades anteriores. La conmutaciéon con S, es automaética. |

Esto garantiza que la perturbacién es diagonal en [, m; y ms.
Observacion 5.4. Podemos reescribir la ecuacion de Schrédinger
2

<p7 + V) wnlm = E7(10)¢nlm - p2¢nlm =2m (Er(LO) - V) wnlm-
2m

Ahora ya podemos calcular la correccion de la energia

O meret = ~ gtz ot [P Wi,
== 87711362 (0 Yntmym, [P*Pnimym,)
(56) = o (B V) bt | (B~ V) i,
= gz (.| ((B0) = 2VED + V%) i, )
- _gn}wz [(E,(f)f 2B (V) iy, + <V2>nlmlms} :

En el segundo paso hemos usado la hermiticidad de p? y en el quinto la de (E,(ZO) — V) para despla-
zarlos.

Teorema 5.5. El teorema del virial relaciona la energia cinética total promedio (T) con la energia
potencial promedio (V). Si la energia potencial es de la forma V (r) = ar”, el teorema afirma que

(5.7) 2T = n(V).

De aqui deducimos que (V) = 2E,(LO). En cambio, para V2(r) es mas complicado de calcular. Usamos

la ortogonalidad de los armoénicos esféricos y de los polinomios de Laguerre mencionada en el apéndice
(A.1) y llegamos a que

1 1 e 1 2 4n 4n
5.8 V2 = 4<> S L — <) — (B2 =
( ) < > € T2 € T(Q]’I’LS (l + %) 27.0 n2 l+ % ( n ) l_|_ %

En conclusiéon

(0)y2 2
1) (En) 4dn 1 yme 4dn
. E - _ —3| = —=at—- -3|.
(5 9) n,lmyms;rel 22 l + % 3 8a n4 I+ % 3

Cabe mencionar que también se podria estudiar este resultado en la base de los multipletes j.
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5.4. Correccién por acoplamiento espin-6rbita

Repasemos algunas nociones de electromagnetismo. Toda carga en movimiento produce un campo
magnético. Por tanto, asociados al momento angular orbital y al espin hay unos momentos magnéticos:

[§]

(S
(5'10) M = ——L vy Mty =

2me  2me

Asi, el campo magnético que el electron percibe por el giro relativo del nicleo interacciona con su
propio espin en lo que se denomina acoplamiento espin-érbita. La contribucién al Hamiltonniano de
la estructura fina por esta interaccién es

1 1av 1 1d<e2> e? 1
5.11 0Hespin-orbita = —-—9S9-L=——--—|—-—)S-L=—>--—=S-
(5.11) espin-orbita = 5 902 1 dr 2m2c2 r dr r 2m2c? r3
Proposiciéon 5.6. Tenemos la siguiente igualdad.
1
5.12 S-L=_(J-L*-8%.
5.12) L )

Demostracion. Para la demostracion, no hay més que recordar que J = L+S y tomar su cuadrado. W

Para estudiar esta correccién trabajamos con la base de los multipletes j.

Observacion 5.7.
» S-L=S5,L; +SyL,+ S.L. es un operador escalar.
» Ademas, [ Hespin-orbita; L2] = 0, ya que [L?, L;] = [L2,S;] = 0.

= También, [0 Hespm-orbitas J°] = [0 Hespin-orbita; J=] = 0. La razén es sencilla, aunque tanta notacion
pueda ser confusa, pues Jy = Ly + S y [Lg + Sk, L;S;] = 0.

Por tanto, 0Hespin-orbita €5 diagonal en el subespacio degenerado de nivel n, V,,, para la base
acoplada de estados |nljm;). Ya podemos empezar a calcular

(1) e? 1 ,
nljm;;espin-orbita, = W <nl]mj ,,T’,S -L nl]mj>
(5.13) 5 )
e h° . . 3 ) .
= o229 {](] +1)—-Il+1)— 4} <nljmj 3 nljmj> .

En el dltimo paso hemos utilizado la Proposicién 5.12

Lema 5.8. Tenemos.

1
) - |
e n3ril (l + %) (I+1)

r3

(5.14) <nlmz

Observacion 5.9. El resultado anterior es independiente de m; y, también, de m;. Por tanto, el operador
1/73 es un miltiplo de la matriz identidad en cada multiplete | ® % Se deduce que que en la base
acoplada se preserva igual, es decir,

1
gl (l+3) (1 +1)

(5.15) <nljmj nljmj> =

r3
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Volviendo a (5.13), conseguimos

1) _ R U+ -l +1) — ]
nljm;;espin-6rbita 4m2c2 ’I’L3T8l (l + %) (l + 1)
_ @Bl -0+ 3] 0
me? 1(i+3)(1+1) ’ '
Observacion 5.10. ;Qué pasa si I = 07 En este caso, el operador L se anula siempre, independien-
temente del valor de n, por tanto, asumimos que la correccién espin-érbita no tiene efecto. Cabe
preguntarse, no obstante, qué sucede en el limite cuando I — 0. Recordemos que j = [+ % oj=1-1

29
pero el segundo caso no lo consideramos porque j ha de ser positivo. Segiin esto

(5.16)

ey B, i B[4 3) (1 +3) ~ 1041 — 3]
1m nljmj;espin-érbita|._, 1 = 1mm 5 i
1—0 Jj=l+5 -0 mc l(l + 2) (l T 1)
(0)y2
(5.17) _ Jir B 2) n
-0 mc (l 4 §) (I+1)
(B2 L, 1
IR 2n = a“me CTER

Sorprendentemente, esta es la misma expresiéon que para la correccion de Darwin, que sélo era
efectiva para estados con [ = 0.

5.5. Correccion total

Vamos a combinar los resultados anteriores para obtener definitivamente la estructura fina del
atomo de hidrogeno. Para [ # 0, juntamos las correcciones relativistas y de espin-érbita, expresadas
en la base acoplada.

EO)2 4 m[i(j+1)—1(1+1)—3
<nljm] ’(SHrel+5Hespin—érbita|nljmj> — ( ) |‘3 n n [](] + ) ( + ) 4]

— +
me? I+3 LI+3)(1+1)
(B2 GG +1)=3l1+1) =3
= 5— |3+ 2n T .
me L(1435)(1+1)
Los estados de un multiplete acoplado se caracterizan por los ntimeros [, j y m; y se ven afectados

por (5.18). Pero, la degeneracion en este espacio no se rompe porque hay independencia con respecto
m;. No obstante,

(5.18)

Proposicién 5.11. Dado j, el multiplete puede tener [ = j — % ol=7+ %, pero, en ambos casos, la
correccion (5.18) es la misma y solo de j, lo que implica que hay una degeneracion adicional

Demostracion. Sea

(5.19) [0 =

jG+1)=311+1) -3
Il+3)+1)

Evaluando, vemos que

| LGN =303 G+3)—F =20+ 2
L F1/ T 1 (Er e R s

. _ G+ =30+5)G+5) - 2%f-5i-3 2
(5.21) f(]’l)’z:j+;_ G+H0G+D0+3) G+HG+00G+3) J+5
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Podemos incorporar esto en (5.18) y obtener la correccion final

EN? [ 4n 1 [ n 3
5.22 EW __(En _ 3l = ot 3 A
(5.22) nljm;ifs ome |+ 1 a'me’ s g 7+1 7 a*me’ Sy,

Con esto, ya hemos llegado a la estructura fina del &tomo de hidrégeno. La energia de cada
estado corregida serd la original mas la perturbacion, y adopta la siguiente forma

e 1 a? n 3
5.23 Eyim=———"—"I14+4— | —— — - .
(5:23) nkjm; 2r¢ n? TR j+i 4

Concluimos con unos comentarios finales:

Observacion 5.12.

= La dependencia de j y no de [ se podia prever de la ecuacién de Dirac, pero la razoén es sutil: el
Hamiltoniano de Dirac conmuta con J (que rota simultdneamente posiciéon, momento y espin),
por lo que tenemos una simetria para J, pero L y S no se conservan por separado. Esta simetria
nos lleva a identificar los estados por su energia y por j.

= Esta formula vale perfectamente para [ = 0. Para estos estados las correcciones relativista y de
Darwin estan bien definidas, mientras que la de espin-6rbita se anula. Sin embargo, hemos visto
que la formula (5.22), que obtenemos a partir de la correcciones relativista y de espin-6rbita, en
el limite [ — 0, produce un resultado que coincide con la aportacién de Darwin.

» Como S, ; > 0, los niveles de energfa corregidos son ligeramente menores que la aproximacion
original. Tenemos la siguiente cota

n

et 33

n 3 n
. 1_72.71
J+§ 4 ]max+§

N

(5.24)

NS
\
313
|
1w
v

23
4

De hecho, para niveles bajos de j, la correcciéon se reduce mas.

= La degeneracién no se ha roto del todo, pues persiste en los estados con mismo 5. No obstante, hay
mas correcciones que las proporcionadas por la formula (5.23). Esta el efecto Lamb, que rompe
la degeneracion entre 25y /5 y 2P /5 y es de orden a® en lugar de o?, y también la estructura
hiperfina, que surge del acoplamiento entre el momento magnético del electréon y el del proton
y es my/m, veces mas pequeia que la estructura fina. La estructura hiperfina no es dificil de
estudiar, pero el efecto Lamb se desarrolla en el marco de la teoria cuantica de campos.
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APENDICE A

Resolucion de la parte angular de la
ecuacion de Schrodinger

Vamos a dar una resolucion més completa de la ecuacion de Schrodinger para el &tomo de hidrogeno
a fin de explicar de donde vienen los ntimeros cuanticos que dan su estructura al &tomo. En coordenadas
esféricas, la ecuacién se escribe

10 ( 28w> h? [ 1 0 ( 8¢> 1 0%y
Al LGN (% o 9 (sing?? gy
(A-1) omr2or \' or omr? Lsing a6 \>" 90 * sin? 6 OY?
Tomando el ansatz 1 (r,0¢) = R(r)f(0)g(¢), queda

n? fg 0 <2(9.R) 2 Rg 0 < 3f> R? Rf 0% B
(AQ) —%ﬁg T E — 2m7"2 Sing% S1n 9% — 4 V(T)ng = Eng

"~ 2msin2 0 O¢2
Ahora multiplicamos por —(2m7?)/(h2Rfg) y separamos por variables:

L 9 (rQa—R> 2mr” {71 92 (sin9ﬁ> + 1 8729
R(r) Or or h? f(0)sin6 96 06 g(¢)sin20 0421

} + V(r)y = E.

(A.3)

(B-V() =~

Ambas ecuaciones solo se satisfacen si equivalen a una constante, que denotamos [(I + 1) (aqui hace
su aparicion el namero azimutal).

Observacion A.1. La ecuaciéon de la derecha, que contiene las coordenadas angulares, no depende del

potencial.

Volveremos a esta ecuaciéon y su relacién con el niimero | mas adelante. De momento, seguimos
separando variables

1 9%g(e) B . sind 0 (.  f(0)
(A.4) ORI —1(1+1)sin%6 — 706 20 <sm€w).

De nuevo, ambas partes deben ser iguales a una constante. Esta vez, la constante es —m;, con lo que
surge el nimero cuantico magnético. La ecuaciéon dependiente de ¢ es

2
(A5) I 1 mig() =,

con solucion g, (¢) = €™?. La simetria del dtomo exige que gm, (¢) = gm, (¢ +27) = my € Z.

La solucién para la ecuacion de f(f) es mas complicada, y se relaciona con los polinomios de
Legendre:

(A.6) Jmu(0) = ((3082 0 — 1)l

(sin9)|m1|[ d rml
241! d(cos 0)
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42 Resolucién de la parte angular de la ecuacién de Schrodinger

Para que v sea acotada, f(#) debe ser finita en 0 y en m, lo que implica que | € Z>o y |my| <1, i.e.,
ml E {_l’... 7O,... 7l}'

Definicion A.2. La dependencia angular de v esta contenida en el conjunto de funciones
leml (97 ¢) = flml (e)gml (¢)7

denominadas armodnicos esféricos. Estas funciones forman una base ortonormal.

Aqui presentamos algunos ejemplos de estas funciones para distintos [ y m;:

}/0,0(97 ¢) = \/Z

[15 5. o
Yo 2(6,0) = %st e 2%,
Y50(0, ) =1/ 16L7r (cos® @ — 3cos ) .

A.1. Relaciéon con el momento angular

Recordemos la definiciéon del momento angular del capitulo 4:
(A.7) L=rxp.

En mecanica clasica, para potenciales centrales, L se conserva y es un vector perpendicular al plano
de o6rbita. El momento p tiene una componente p, a lo largo de r y otra p, perpendicular a r, con
expresiones

dr du
A8 = m— — mr—
(A.8) pr=m_. ¥ Pn =
donde u es el angulo entre p y r. El moédulo del momento angular es |L| = L = rpsinu = rp;.

Por su parte, la energia es

2 2 .2 2 2
p Pyt . L
A9 E=K+4+V(r)=—+V(r)="—""4+V(r)= \%4
En coordenadas esféricas, el operador asociado a p? se escribe
1 0 )
2 2L (20
(A.10) p; = —h 2 <r 5 )
De la misma manera
1 0 0 1 07
an oo [L 2 (g2 L)
(A-11) sin0 00 \*"96) T sinZg 902

Es facil ver que la ecuacion (1.18) se puede escribir en términos de estos operadores pero, lo que es
mas importante, vemos que la parte derecha de la ecuacion (A.3), que era igual a la constante {(I+ 1),
se puede reescribir, multiplicando por Y} ., (6, ¢), como

1 a(. 0 1o )
(A12) *h Sing% SIDH% +m871ﬁ2 Y27ml(0,¢):h l(l+1)Yl7ml(0,¢)
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Mejor atn, dado que ¥(r,0,¢) = R(7)Y) m, (0, ¢)
(A.13) L% = R21(1 + 1)3.

La componente z del operadador se escribe en coordenadas esféricas, da acuerdo con (A.5)

(A.14) Lo = _in 55 = hmu.

¢

La parte radial se resuelve a parte, y, aunque en el capitulo 1 hemos dado una resolucion satisfactoria,
un método més formal utiliza los denominados polinomios de Laguerre, si bien en nuestra resoluciéon
se pueden intuir. Estos polinomios forman también un conjunto ortogonal, por lo que las funciones

son, efectivamente, una base ortonormal del espacio de soluciones. Sobre esta cuestion, recomendamos
la lectura de [11] y [12].

Hydrogen Wave Function

Probability density plots.

B
2 —1-1)
m(r, Y, p) = \/( ) (n '{ —r/ /JIL ,lt/n Yim (9

2n[(n +1)!]

\nag

Figura A.1: Orbitales del 4tomo de hidrogeno (Wikimedia Commons).






APENDICE B

Nociones sobre relatividad especial y
mecanica cuantica

B.1. Postulados de la relatividad especial

= Postulado I: Las leyes de los fenémenos fisicos son iguales en todos los sistemas de referencia
(esto es, solo el movimiento relativo entre sistemas de referencia inerciales se puede medir; el
concepto de movimiento relativo a un «reposo absoluto» carece de significado).

» Postulado II: La velocidad de la luz (en el vacio) es una constante universal, independiente de
cualquier movimiento relativo a la fuente y al observador.

B.2. Transformaciones de Lorentz

Sean dos sistemas de referencia inerciales K = (t,z,y,2) y K' = (t',2’,1/,2’). Suponiendo que K’
se desplaza a lo largo del eje z de K con velocidad uniforme v, las coordenadas percibidas por ambos
sistemas se relacionan por las transformaciones de Lorentz:

ZL‘/ — r—vt
J1-v2/2
/
=Y
(B.1) .,
z = Z
t—xz

! __ c2

1-v2/c2’

B.3. Notaciéon en mecanica cuantica. El bra-ket

Como ya se ha mencionado, los estados asociados a una particula se configuran en un espacio
de Hilbert H, donde la funciones de onda 1 son densidades de probabilidad. Sin embargo, es muy
habitual ver escrito 1) en su lugar. Esto es la notacion bra-ket, introducida por Dirac en 1935.

Segun esta notacion, un estado cuantico se representa por un ket |¢), mientras que su adjunto ¢*
se representa por un bra (1|. Asi, el producto interno entre dos estados se escribe

3
(B.2) (Bl) = /R o1 da,
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46 Nociones sobre relatividad especial y mecanica cuantica

mientras que el promedio de un estado para un determinado observable () queda

3
(B.3) (@QIw) = /72 ol Qu de.

Otra cuestion de notacion relevante es en el caso de los operadores. A veces escribimos ) y otras Q,
pero son equivalentes. Se tiende a usar la primera cuando hay confusiéon con sus posibles autovalores.

B.4. Postulados de la mecanica cuantica

El formalismo matematico de la mecanica cuantica establece siete postulados:

= Postulado I: El estado de un sistema fisico aislado se representa, para un cierto tiempo, por
un vector de estado |1) en un espacio de Hilbert % denominado espacio de estados.

= Postulado II: Toda cantidad fisica medible ¢ esta descrita por un operador hermitico () que
actia sobre H. Este operador se denomina observable, y sus autovectores forman una base
ortonormal de H.

= Postulado III: Como resultado de medir una cantidad fisica ¢ se obtiene un autovalor de @ .

s Postulado IV: La probabilidad de obtener tal medida es el cuadrado de la amplitud de onda
del autovector asociado.

s Postulado V: Tras realizar la medida, el estado pasa a ser descrito por el subespacio generado
por el autovector normalizado asociado |v),, al autovalor (se proyecta).

» Postulado VI: La evolucion temporal de un vector de estado [¢)) estd determinada por la
ecuacion de Schrodinger.

iho|y) = H|1)

= Postulado VII: Un sistema cuantico de n particulas idénticas es o bien completamente simé-
trico, en cuyo caso describe bosones, o bien completamente antisimétrico, en cuyo caso describe
fermiones, bajo el intercambio de dos particulas cualesquiera.



APENDICE C
El efecto Zeeman

Esta secciéon pretende hacer un énfasis adicional en la filosofia que ha guiado el trabajo, donde
buscabamos obtener una ecuacion de la forma 0; ¥ = HW¥, con H de una manera que encapsule cierta
informacion sobre el sistema que queremos describir para, después, aproximar la solucién considerando
que H es una perturbacién de un Hamiltoniano conocido.

El efecto Zeeman es un desdoblamiento adicional del espectro atémico que surge en presencia
de un campo magnético externo. Dicho campo magnético interacciona con los momentos magnéticos

asociados al momento angular orbital, u; = —5—L, y al espin, pu, = —5—8S, para dar el Hamiltoniano
de Zeeman
e
(C.1) 6 Hzeeman = — (1 + 1) - B = 2me (L+28)-B.
Lo habitual es alinear el campo magnético con eje z, por lo que d Hzeeman = py—— (L, +2S,)-B,. Una
mc
vez llegado a esto, definimos
(C2) H = H(O) + (5Hrel + 5Hespin—érbita + 5HDarwin + 5HZeeman-

Distinguimos entre efecto Zeeman fuerte y débil, segtiin el desdoblamiento de las lineas que produce
supera o no a la estructura fina. No entramos en los célculos (se puede ver [21]), pero en el débil, el
Hamiltoniano de Zeeman se considera como la perturbacién, y las correcciones a las energias quedan:

1 eh 1 . .
Ny = 7 B (mlim |(Ls +282) [ nljm)
eh 1 GG+ =1+ +3
C.3 = LB mm, (1
(©3) 2me h [mf< " 2j(j+ 1)
eh 1
=g

donde gs(1) se denomina el g-factor de Landé.

Por su parte, en el efecto Zeeman fuerte, es el Hamiltoniano correspondiente a la estructura fina
lo que se considera como la perturbacién, y las energias quedan

eh
<C4) Enlmlms = ETSO) + %B(ml + 2ms)~

Este efecto permite detectar campos magnéticos alla donde no se pueden medir, como en la manchas
solares.
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APENDICE D
Demostraciones y definiciones adicionales

D.1. Capitulo 1

Las soluciones en el Ejemplo 1.3 tienen energia positiva:
Demostracion. Si multlphcamOb la ecuaciéon por 1*(x) e integramos, nos queda

/qp di’/’ —E/q/) 2)dz = E

ya que tomamos 1 (z) normalizada. Si integramos por partes

o _ K2 0 {d (U)*@)%)—dw*% p

2m dz dx dz dz
’; Kw*m%) )| e [ ]E] e
2 dw x > 0.

m Jy |dx

D.2. Capitulo 2

Para demostrar que las correcciones son ortogonales al estado original, vamos a ver que un estado
que no lo es se puede manipular para obtener uno que si lo es.

Demostracion. Supongamos que la correccion es de la forma

(D.1) k) = [n®)Y — apny), k> 1,

con ay, constante y [n®)) ortogonal a [n(9)). El estado corregido quedaria

1) = 1) + A0 = ) + 23—zl ®)) + -
= (1—ay — X —agA? — ) n@) + XMy + A2[n?)y 4

Si dividimos por una constante, sigue siendo un autovalor de H(\), por lo que es una solucién fisica-
mente idéntica. Por ejemplo

(D-3) [ = [n)aln®) +

(D.2)

1
(l—al—)\—ag)\Q—---)
Con esto, obtenemos una expresion del estado corregido en términos de correcciones ortogonales a
n(0)). [ |

(/\|n(1)> + 2@y 4+ .. ) .
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50 Demostraciones y definiciones adicionales

D.3. Capitulo 4

1. El simbolo de Levi-Civita.

Definicion D.1. En tres dimensiones, el simbolo de Levi-Civita se define por

+1 si (j, k,n) es una permutacion de (1,2, 3)
€jkn = § —1 sl es impar

0 en otro caso.

2. Vamos a demostrar la féormula (4.15):

Demostracion. Es un calculo rutinario usando las propiedades de las matrices de Pauli (3.15),
Observacion 3.10:
(o -u)(o-v) = (o1u1 + ogug + o3ug) (o1v1 + o2v2 + o3v3)
= a%ulvl + O'%'LLQUQ -+ O’§U3U3 + 0102U1V2 + 0103U1V3 + O0201U2V1 + 0203U2V3 . . .
= w101 + ugvy + usvy + o102 (u1vy — ugvy) + o203 (ugvs — uzve) + - -
= w101 + ugvy + usvy + io3(u1ve — ugvy) + 101 (ugvs — uszva) + ioa(uzv — Uv3)

=u-v+io-(uxv).
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