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Abstract

Usually in the degree of mathematics is relatively rare to apply mathematical methods
to physics, specially quantum mechanics or relativity, either because there are not enough
theorems or due to our lack of knowledge in the description of the physical phenomenon.

In this final degree project, our goal is to study the physical concept called spin,
and related conceps in quantum mechanics, through a physical approximation that will
requiere a wide range of mathematical tools. The main ones we will use will be algebra
and analysis, but probability and statistics have an important role in quantum mechanics
too. It is widely used [Chal5] throughout the paper.

The paper starts with a historical introduction. In this historical introduction, we in-
troduce the main postulates of quantum mechanics, which bring us the famous Schrodin-
ger’s equation, and the most common interpretation of quantum mechanics: the Copen-
hagen interpretation. After that, we introduce the spin. As described briefly in section 2,
historically the existence of the spin was unexpected and came from purely experimental
data. In section 3 we elaborate the resulting mathematical model when adjusting the
observed phenomenons to the framework of quantum mechanics (postponing to the last
section Dirac’s derivation of the spin from first principles). In section 4 we introduce
two-state systems which are crucial to understand nuclear magnetic resonance, widely
used in medicine nowadays. In section 5 we introduce tensorial product in order to express
main ideas of quantum entanglement and quantum teleportation. Finally, we introduce
relativity and combine it with quantum mechanic to obtain the Dirac’s equation, which
leads us to the phenomenon of spin, as well as other physical consequences.



1. Fisica cuantica y la interpretacion de Copenhague

A partir de finales del siglo XIX, una serie de fenémenos inexplicables con la teoria
existente lleva inevitablemente a introducir una serie de hipotesis nuevas que conducen
a lo que se conoce como mecanica cuantica.

Tales problemas, como la radiacién del cuerpo negro, el efecto fotoeléctrico, el efecto
Compton o la dualidad corptsculo-onda, entre otros, fueron abordados por cientificos
como Schrodinger, Heisenberg, Dirac, Hilbert, Bose, Planck... quienes cimentaron las
bases de la mecdnica cudntica y, especialmente, el mateméatico John von Neumann (1903-
1957) quien establecié las bases matematicas de la teoria.

En esta época fue cuando se empezd a pensar en que las particulas podian comportarse
como ondas (y las ondas como particulas), en que algunas magnitudes solo podian tomar
valores en un conjunto discreto de valores y no cualquiera, en aplicar la estadistica y
probabilidad y dejar de lado los modelos deterministas anteriores.

Fue von Neumann junto con el fisico Dirac quienes, hacia finales de 1920, formularon
matematicamente la fisica cudntica mediante una serie de postulados ([GP78], [Kak14],
[INOO08], [PostMC]), los cuales intentan dotar de rigor matematico a esta teoria fisica.

PosSTULADO. A cada sistema fisico se le hace corresponder un espacio de Hil-
bert complejo y separable, tal que los estados puros corresponden con rayos
unidad en el espacio de Hilbert y a cada elemento del rayo se le conoce co-
mo wvector estado. Cualquier combinacién lineal de estados posibles es también
posible (principio de superposicién).

Primero hacemos notar que un rayo en el espacio de Hilbert es una clase de equi-
valencia, dada por v = Aw y que un estado puro es un estado de preparaciéon maximal
del sistema (es decir, un estado en el que hay el mayor nimero posible de observaciones
compatibles e independientes. En caso contrario, el estado es mezcla). Después de estos
apuntes, este postulado se fundamenta en que la funcién de onda cumple que

U (z,t)|*d*r = 1.
R3

Es decir, es un elemento de norma 1 de L*(R?) = H, espacio de Hilbert complejo.

PostuLADO. Cada observable se representa por un operador hermitico

O:H—=H.




Esta interpretacion se basa en hechos como que para el observable posiciéon se le asocia
el operador X (por sencillez, definido en L?*(R) = H) tal que

(X)(x) = zip(x).

Notacién: Sea el producto escalar (1|¢), definido por [ (x)¢(x)dr. Entonces utili-
zamos indistintamente la siguiente notacién: (| A|p) = (| A¢), con A un operador.

Entonces tenemos que

(6]X|¢) = / (@) (x)dz = (] X ).

Por otro lado, tenemos que el valor medio (o esperado) de un observable O en el
estado normalizado [¢) se define como la media de los resultados obtenidos al efectuar
N medidas y esto lleva, tras unas consideraciones y manipulaciones [GP78], a que

(1) (O)y = (L]O[).

Recapitulando, tras estas dos consideraciones, también tenemos que |¥(x)|* es la
densidad de probabilidad de encontrar la particula en el punto x, por lo que el valor

medio es
/:v|\11(x)|2d:p @ XYy,
R

Es decir, la igualdad (a) resulta de aplicar (1) al operador X. Dicho de otro modo, al
observable posicién se le puede asociar el operador X. Otro ejemplo de esto es el operador
P (también definido en L?*(R) = H) asociado al momento p, que se define como

(Pg) () = 22,

Con todo esto, llegamos a que los observables tienen asociados operadores en el espacio

H.



PosTtuLADO. Dado un sistema fisico que estd en el estado normalizado |1)),
la medida de un observable O (puntual) resultard en un valor (propio) A con
probabilidad Poyy = [(A]¢)[?, donde |A) es el autovector asociado a A, es decir
O|A) = MA).

Este postulado marca la relacion entre los valores posibles resultantes al medir un
observable con los elementos matematicos asociados a los estados y los observables, des-
critos en los anteriores postulados.

Entre otras consecuencias de este postulado esté el valor esperado (1) que apoya la
comprension del anterior postulado [GP78], [PostMC].

PosturLADO. La evoluciéon temporal de un sistema sigue la ecuacion de
Schrodinger

L 0¥ (x,t)

(2) ZHT = HV(x,t)

donde H es un operador llamado hamiltoniano del sistema, el cual corresponde
al observable energia.

Los postulados anteriores suponian despreciable el tiempo de medida, mientras que
este ultimo postulado muestra la variacién de los estados y observables. La ecuacion
descrita en el postulado es la més general, mientras que una forma més particular (y
famosa) de la ecuacién, en dimensién espacial uno, es

L OU(z,t) B OPW(x,t)
(3) ZFLT = —%W + V(ZE,t)\I/([E,t).

Y si V = V(z), tenemos la ecuaciéon de Schriodinger independiente del tiempo

0*W(z) 2m
) Ox? "2

(E — V(2))¥(z) = 0.

Anteriormente a esta ecuacion, en 1923, de Broglie propuso generalizar la dualidad
corpusculo-onda de la luz a todas las particulas, lo que mas tarde fue comprobado. Esta
propuesta motivé a Erwin Schrodinger (1887-1961), quien traté de escribir una ecuacién
para la onda asociada de De Broglie, que resultd, dos anos mas tarde, en la famosa
ecuacion que lleva su nombre.



1.1. La Interpretaciéon de Copenhague

La interpretacién de Copenhague es una interpretacién de la mecanica cuantica, la
méas extendida y aceptada, también considerada tradicional. Esta trata de dar a enten-
der el significado de las matematicas de la mecanica cuantica. Fue propuesta en 1927,
principalmente por Niels Bohr (1885-1962) y otros como Born o Heisenberg. Sin em-
bargo, personalidades de la época como Einstein o Schrodinger murieron sin creer esta
interpretacion. La interpretacién, entre otras cosas, afirma que [Coplnt]:

= La funcién de onda, W, contiene todo lo que puede ser conocido de un sistema
ANTES de una observacién.

= Hay propiedades incompatibles. Ciertas propiedades son incompatibles simultanea-
mente (principio de indeterminacién de Heisenberg).

= Kl colapso de la funcién de onda a un estado concreto del observable al realizar
una medida de dicho observable.

= Los resultados de los aparatos de medida son clasicos, y deben ser descritos en
lenguaje comun.

» La interpretacién de la funcién de onda es probabilistica (regla de Born).
= La funcion de onda refleja la dualidad corpusculo-onda.

= La observacion directa a escala atémica o inferior es imposible debido a que el
hecho de observar interfiere decisivamente.

= Cuando los nimeros cudnticos son grandes, las propiedades se acercan mucho a la
descripcion clésica (principio de correspondencia).

Entre tantas consecuencias de esta interpretacion, una es la popularmente conocida
como gato de Schrodinger. En pocas palabras, la funcién de onda del gato seria la super-
posicion de los estados vivo y muerto pero que al abrir la caja estaria o bien vivo o bien
muerto (que serfa la accién de medir) [Gato].

-/ e 7. 2 2 2
Teorema 1 Sea la ecuacion de Schridinger con H = 2 = — 10

L = —=%5 como en (8),
entonces se cumple que

5) | 1w o

[e.9]

no depende del tiempo (conservacion de la probabilidad).



Demostracién: Suponemos que ¥ y Y decaen tan rapido a 0 como queramos. Por otra
parte, tenemos que W = W(x,t) cumple la ecuacion de Schrodinger. Reescribiendo esta
ecuacion, llegamos a que

ov 1 n 9°0 ov -1 [ —
e U —=— ——=—+VVU).
ot ih( 2m Ox? v ) ~ ot ih ( 2m Ox? + )

Y sea D = %(W\D). Entonces, tras derivar y utilizar las expresiones anteriores, resulta
que

—ih ([ _0*U  _0*W —ih 0 [0V O o)
D—2m<qj(‘3m2_qj8x2) Qmax(q]%_qj%)_ﬁ_xp

con P ==t <\If%—‘£ — @%—i’). Entonces

2m

ot 0t<
/ Ddx = /_ —Pdz = P(z) — P(—x).

2/ |U(z,1)]? d:v— 8 \If\Ifdx— 0 ) dr =

Entonces, puesto que ¥ y ‘g—i’ tienden a 0 cuando x — oo, llegamos a que (5) no

depende del tiempo.
[ |

1.2. Ejemplo para la ecuacién de Schrodinger: pozo de potencial
infinito

Partimos de la ecuacién de Schrédinger como en (4) y tenemos que V = V(x) esta
definida en [0, 1] tal que V' vale 0 en el intervalo (0,1) e infinito fuera de (0,1). En base
a la ecuacion (4), y debido a que ¢ es mas regular que ¢”, las singularidades de V)
deben compensarse con ¢ (= 227%’), pero si V' = oo entonces ¢ = 0 ya que ¥” no puede
compensar la singularidad de otra forma.

Por tanto, nos queda



2
¢"+h_TE¢:0 si0<x<l1,
=0 sixz=0,1.
Cuyas soluciones son 9(x) = Asin(mnx) y a E corresponde E,, = (n;n?Q'

1.3. Evolucién temporal U(t)

Hasta ahora tenfamos un hamiltoniano H = p?/2m + V de una sola particula. Pode-
mos pensar de forma més general y pedir inicamente que H sea un operador (hermitico,
para que sea observable) y que no dependa del tiempo. En esta situaciéon, podemos formar
el operador de evolucién temporal, definido por U(t) = e~*#/" (en el caso de hamiltonia-
nos que solo actian sobre el espin, que estudiaremos en el capitulo 4, esto es realmente
la exponencial de una matriz). Entonces U(t)¥(z,0) cumple formalmente la ecuacién
de Schrédinger general (2), ya que, simplemente derivando y sustituyendo, ambos lados
quedan

ihH%e’“H/h\If(x, 0) = He /My (z, 0)

que, evidentemente, son iguales.



2. Breve historia del espin

En 1897, Pieter Zeeman (1865-1943), realizando una serie de experimentos utilizando
un electroiman Ruhmkorff y una red de difraccién de Rowland, observé que una linea
del espectro del cadmio se dividia bajo un campo magnético de 32.000 gauss. Ante este
hecho, Zeeman informé a su antiguo director de investigacion, Hendrik Antoon Lorentz
(1853-1928), quien, mediante interpretaciones cldsicas, afirmé que esta division en la
linea espectral se debia al movimiento de las particulas eléctricas de los dtomos (lo que
crearfa pequenos imanes). Sin embargo, aunque esta idea explicaba la mayoria de lineas
espectrales, existian muchas excepciones, lo que se conocié como efecto Zeeman anomalo.

Posteriormente, en 1925, Ralph Kronig (1904-1995) tuvo la idea de que las particulas
tenfan un momento angular cuantizado e intrinseco, el espin, y con ello tratar de expli-
car el efecto Zeeman andmalo. En particular, esta cuantizacién haria que el espin de un
electrén solo podria tomar dos valores opuestos: h/2 o —h/2 . Sin embargo, Wolfgang
Ernst Pauli (1900-1958) le desanimé (“Esa es una idea muy inteligente, pero la natura-
leza no funciona asi” [SRO05]).

Pocos meses después, ese mismo afnio, George Uhlenbeck (1900-1988) y Samuel Gouds-
mit (1902-1978) tuvieron la misma idea pero con la suerte de contérselo a Paul Ehrenfest
(1880-1933), quien lo mandé publicar (“jLos dos sois jévenes, podéis permitiros una es-

tupidez!”, [SR05]).

Sin embargo, la primera evidencia experimental del espin fue anterior, en el experi-
mento de Stern-Gerlach, en 1922.
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3. Maquinas de Stern-Gerlach y matrices de Pauli

De acuerdo con el experimento de Otto Stern (1888-1969) y Walther Gerlach (1889-
1979), realizado en 1922, al lanzar un haz de dtomos de plata a través de un campo
magnético no homogéneo, se observaban dos claras desviaciones: arriba y abajo. Esto
chocaba con la vision clasica en la que se esperaria, por continuidad, cubrir todo el espa-
cio entre arriba y abajo. Més tarde, en 1927 se explicaria el experimento gracias al espin.

De este modo, se idealiza la maquina de Stern-Gerlach, denotada por SGn, donde
i € R? indica una direccién. También denotamos n por x, y, z si 7 indica el eje OX,
OY, OZ, respectivamente; por ejemplo SGz. Una maquina de este tipo entonces recibira
electrones y los clasificara en funcion del momento angular detectado en la direccién de 77,
y solo habra dos posibilidades: + o —. Y tenemos, por la interpretaciéon de Copenhague,
el colapso de la funciéon de onda ¥ a una orientacién definida, segin una probabilidad
de que al medir tenga una orientacién + o —.

Ahora, para simplificar, tomaremos 7, en cada caso, como el eje OX, OY u OZ, es de-
cir, trabajaremos con maquinas SGx, SGy y SGz. En cada experimento, suministraremos
a una primera maquina electrones “al azar” y suministraremos a la siguiente maquina
los electrones que hayan salido con orientacién +. Asi, tenemos experimentalmente que,
por ejemplo:

» SGz = SGz. A la primera méquina se le suministran electrones sin espin fijado (al
azar) y nos dard la mitad + y la otra mitad —. Mientras que la segunda méquina
solo nos dara orientacion +.

s SGz = SGy. La primera maquina hara lo mismo, mitad y mitad, pero ahora la
segunda nos dard electrones con orientacién + y — (un cuarto de los iniciales, en
cada direccién y).

» SGz = SGy = SGz. Partiendo de la situacion anterior, una tercera maquina, SGz,
recibe los electrones de la segunda. Y, antiintuitivamente, recibimos, en la direccién
z, la mitad (de la mitad de la mitad, un octavo de los iniciales) con orientacién +
y la otra mitad (un octavo) con orientacién —, cuando a la segunda maquina solo
le habiamos suministrado electrones con orientacién + en la direccién z.

Con todo esto, se observa, segin una interpretacién cuantica, que la funcién de onda
de un electrén (que pasen por una SGn), que serd de la forma |V) = ¢i|n+) + ca|n—),
colapsa al primer o segundo término, con probabilidad |¢;|, y por tanto no se ve alterado
el electrén al pasar por maquinas similares (SGn). También se observa que la orientacién
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en un eje no es incompatible con la orientacién en otro eje distinto. Y, por ultimo, que
la orientacién inicial “no se guarda” si tras una clasificacién realizada por una maquina
SGn; se realiza otra distinta por una maquina SGns, es decir, la orientacién en la direc-
cién 7i; se pierde (a pesar de que el dngulo « entre 7i; y 71y si influye en la proporcién de
+ y — que resulta de SGny).

Como tenemos dos posibles resultados al medir, por ejemplo |z+) y |z—), estos for-
man un espacio vectorial de dimensién 2, con B, = {|z+),|z—)} una base ortonormal.
También podiamos tomar, en vez de en la direccién z, la direccion x o .

Tomando como base B,, tenemos que

o 0

Ahora, si C,, es la matriz del cambio de base de B, a B,

Y I )

Tenemos que |z+) se detecta como |z+) la mitad de las veces y como |z—) la otra
mitad = |af* = [b]* = |¢[* = |d|* = 1/2. Podemos tomar a = ¢ = 1/4/2. Ademds, como
B, es ortogonal: 1/2 +bd = 0, luego b = 1/y/2 y d = —1//2 es una eleccién valida.

Anélogamente, para C,, podemos tomar a = ¢ = 1/ V2. Sin embargo, no podemos
repetir los mismos valores para b y d (pues saldria la misma matriz y eso no es coherente
con los experimentos). Esta vez tomamos b = ¢”?/v/2 y d = —¢*? /+/2 (que cumplen con
la condicién de ortogonalidad). Para determinar /3, consideramos el cambio de base de
B, a B,

- 1 /1 1 1 1 1 1 (1+4+ePB 1—¢PB
J— —_— 1 [ — —_— . . = — . .
Cra = CaaCye = 0o G = V2 (1 —1) V2 (6“3 —6’5) 2 (1 —ef 14+ )

De la misma manera que antes, |y£) se detecta como |r+) la mitad de las veces =
la|? = [b]* = |c\2 |d|? = 1/2, por tanto: |14 €% /2|? = 1/2 y obtenemos e’ = +i, luego
b=iyd=

Por tanto, las otras dos direcciones usuales, x e y, quedan, referidos a la base B,,

u@ e
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v =5 (1) ) = (L)

En particular, por ejemplo, tenemos que

ly+) = 51 |e+) +i-]2-))
ly=) = 51 le+) =i |2=))

Es decir, tenemos las matrices de cambio de base de B, o B, a B,

1 /1 1 1 /1 1
=71 4) -7l 4)

Una vez llegados a este punto, los operadores de espin (que describen al espin), S;, S,
y S,, son matrices cuyos autovectores son los vectores antes hallados y sus autovalores
son h/2 y —h/2 (recordemos que estos son los dos tnicos valores que puede tomar el
espin). Sin embargo, es ttil trabajar primero con autovalores 1 y —1. Asi pues, tenemos

(1 0 B 1 0 1 B 1 0 1
o, = (O _1) , 0y = Chsy (0 _1) C.., oy =Cy. (0 _1> C'yz )

Obteniendo lo que se conoce como matrices de Pauli

(01 (0 —i /10
9%2=1\1 o) D=\ o) %= \o -1/

Notacién: Con frecuencia usaremos o1, o2 y 03 para referirnos a o,, 0, 0, respectiva-
mente.

Asi, los operadores de espin son estas mismas matrices pero multiplicadas por 7/2.
Desde un punto de vista matematico, las matrices de Pauli son matrices que forman una
base del espacio vectorial sobre R de matrices hermiticas 2 x 2 de traza cero.

En general, para una direccién unitaria 7 = (n,, ,,n,), tenemos que su operador es
NSy + NySy +n.S, = g(nmax + nyo, + n,0,). Si escribimos 7 en coordenadas esféricas,
1 = (cos ¢sin b, sin ¢ sinf, cos f), llegamos a

= (o). = (Cai )
Es decir:

In+) = cos(2) - |z+) + e sin(Z
(6) { é) |z 4) + COS(%

)+ 12=)
)+ l2=)



3.1. Ejemplo con tres maquinas de Stern-Gerlach

Vemos ahora un ejemplo con un poco mas de complejidad. Sea esta sucesién de maqui-
nas de Stern-Gerlach: SGz = SGn = SGz, donde a la primera maquina se le suministra
un nimero N (grande) de electrones con espin aleatorio y cada maquina se conecta a
la salida + de la anterior y 7 corresponde a ¢ = 0y § = 7/3. Queremos calcular qué
fraccién de N sale por + y por — en la tltima méaquina, SGz. Entonces:

(a) Esta claro que de la primera maquina saldran N/2 de |z+) y N/2 de |z—).
(b) Ahora, para la direccién 7, tenemos

=) ()

sin(

[=NEINE

O lo que es equivalente

Entonces, podemos calcular la funcién de onda de los |z+) de la primera méquina
que pasan por SGn. Si multiplicamos la primera por —cos(%) y la segunda por
sin(%), y las sumamos, tenemos que |z+) = cos(§)|[n+) — sin(g)|n—). Entonces la

probabilidad de que resulte [n+) es cos?(%) = 3.

(c) Entonces, por (b), tenemos ya calculado como acaba el estado |n+) al pasar por la
ultima maquina SGz

1 1 3 3 9N
#+:NX§XCOSQ<%>XCOSQ<%>:NX§XZ—1XZ:_327
1 1 3 1 3N
#—:inxcos2<g>xsin2<%>:Nx§xeZ—3—2_

3.2. Representacion de Bloch

La representacién de Bloch es la identificacién de un punto de la esfera unidad con
un estado puro, de la siguiente forma

|n) = cos <§) |2+) + €' sin <g) |z—).

14



Donde 0 <0 <27y 0<¢ <271y a|n) sele suele llamar qubit. Vemos que coincide
con la primera expresién de (6) y ademads tenemos las siguientes propiedades [Glen]:

» Ortogonalidad. Si |¢)) es un estado que corresponde a un punto en la esfera y |x)
es su antipoda en la esfera, (x|¢)) = 0 (esta notacién denota al producto escalar
usual).

» Rotaciones. Las matrices R; = e~%73/2 donde o; es una de las tres matrices
de Pauli, nos da una rotacion de angulo 6 del vector 7 alrededor del eje al que

corresponde ;.
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4. Sistemas de dos estados

Cuando uno tiene un iman en un campo magnético uniforme, este tiende a girar como
una peonza en ausencia de rozamiento (movimiento de precesién). Cuando este imén es
generado por particulas cargadas en movimiento, lo que produce este fenémeno es la
fuerza de Lorentz. Un hecho curioso es que se llega al mismo fenémeno de precesién (y
los mismos valores numéricos de la frecuencia) tanto con argumentos cudnticos como
clasicos. Buscando una analogia con lo clasico, la fisica nos dice que, en la direccion x,
el operador hamiltoniano (la energia) es

B B 0 —~hB/2
i =-yB5 = <—7hB/2 0 )

donde ~ es una constante de proporcionalidad entre la fuerza del iman y el momento
angular, B es el campo magnético en la direccién x. Con este hamiltoniano, el operador
de evolucién temporal resultar ser

. el —2 * t B 2 t B
U(t) = e /M = DGR 2 Icos(l ) - iyhB in( é )-

2

* se usa que si A2 = I, entonces se cumple que e = I cos T + iAsin 7. Por ejemplo,

para una particula que parte del estado |+) (= |z+)), podemos ver que

v =0 (3) = (2 20)) = cos 2D + s P

isin(22

7r(2k+1)

y observamos que en los tiempos t = obtenemos siempre el estado |—) o probabili-

dad p = COSQ(tpr) de que salga el estado |+) en el tiempo t,. Por otra parte, si partimos
de la condicién inicial |z+) = \/ii(\-m + =)

1 usBi (1 1 B
Ult)|+) = —=e 2 = e 2 (|+)+|=)).
(O = 5e# (1) = e F (4 +1-)
Como \esz = 1, el estado |z+4) no se ve afectado por el campo magnético B en la

direccién x (en otras palabras, el médulo de los coeficientes no varia).
Hasta ahora tenfamos un campo magnético en la direcciéon z, pero en general, un

campo magnético constante se representa por un vector de la forma B = (B, By, Bs),
llamado inducciéon magnética. Esto nos da el siguiente hamiltoniano

3 3
~vh
j=1 j=1
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Ahora, si consideremos B= (0,0, B), al que corresponde el siguiente operador de evolu-

cién temporal
ez’t'yB/2 0
U(t) = ( 0 e—it'yB/Q

podemos comprobar la evolucién del estado correspondiente al vector de coordenadas
esféricas (0p, ¢o) en la esfera de Bloch, |¥) = cos(%)|+) + e'® sin(%)

e'rB/2 COS(Q_O) ityB/2 piléo—17B)
TON) = (, Sz ) = €7 (cosl 1) + @ sin(B)-)
de donde es claro que 0 = 6y y ¢ = ¢g — tyB/2, es decir, tenemos esta evolucién de las
coordenadas con el tiempo (0, ¢) = (6o, o — tyB/2), que es como el giro una peonza.

De forma maés general, estos hamiltonianos que actian sobre C? corresponden a sis-
temas de dos estados (|+) y |—), son los dos estados). El espin es solo un caso particular
de los sistemas de dos estados. Veamos ahora el caso mas general de un hamiltoniano
de un sistema de dos estados: H = al + boy + cos + doz y calculemos la frecuencia del
sistema. Entonces, tenemos que H = A + B, con

a 0 d b—ic
A_<0 a) B_<b+ic —d)
Ay B conmutan, luego e = e4eP. Ademéds, B? = (b* + ¢® + d?)I. Luego, si llamamos

R = /b2 + % + d?, resulta que
i R 1. R cos(Zt) — diL sin(Zt)  (—bi — c)L sin(£t)
wB/h — AN ) — h R h R h
€ Teos(4) ZRB sin h t ( (—=bi + ¢) 5 sin(£t)  cos(Ft) + di sin( '
Y como A es diagonal

] —ita/h 0 )
—itA/h __ € __ _—ita/h
€ - ( 0 eita/h) =e I

Resultando

€H _ e—zta/he—ztB/ﬁ.

Si lo aplicamos a una funcién de onda (con coeficientes x, y), y calculamos la probabilidad
de que salga |+)

‘x(cos(%t)—di%sin(%t))+y<(—bi— )% (%t))

2

= ‘[a: cos(%t) - yc% sin(%t)] — z[:pd% sin(%t) + yb}% sm(];t)] .
= | cos(%t) - yc}% sin(%t)] —i(xd + yb)}% i (%t)] ’
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Ahora calculamos el mddulo

1 LR 1
T2 5in (%t) - 2$ycﬁ cos(

| =

t) sin(%t)} + [(md + yb)? 21 smz(];t)}.

R
2 2 2 2
[x cos (ht)—i-y c 72

Escribimos esta expresién en términos de cos?(4t), quedando

L
h

m|;33 >t

N———

R 1
2 2 .
[:v cos(ht)+ch2(1 cos”(—t) R

1 R R
+ 2xyc— cos(—t) sin(— t)] +
h h
—l—[( d+ yb)? (1 cos” R )}

x _

PR G

La expresién estd “llena” de cos?(t) = 17%8(%) Por otro lado cos(t) sin(t) = Sm(zt), que
tiene el mismo periodo, k7, que cos?(t), por tanto, el periodo es:

T = 7
Y la frecuencia, es el inverso de T'. Llegamos a la misma conclusion si calculamos la
probabilidad de |—). Se ha supuesto z, y reales, pero en realidad tenemos todos los casos
posibles. Six =1,y =0 (x = 0, y = 1), tenemos que la funcién de onda es |[+) (|-)).
El resto de casos son combinacién de estos dos (como sabemos por la representacién de
Bloch), y esta combinacién no depende de t, luego la frecuencia no cambia, sea cual sea

la funcién de onda a la que le aplicamos e’’.

—

Por otra parte, cuando tenemos el problema Z'(t) = A(t)Z(t), con A una matriz, en
general, la soluciéon no es Z(t) = exp < fo du) Zo. Son numerosos los ejemplos (o

mejor dicho, contraejemplos) donde esa no es la solucién. Sin embargo, una condicién
suficiente para que ocurra es que A(t) y A(7) conmuten para cualesquiera ¢, 7.

De modo que, para nuestro caso, la ecuacion de Schrodinger para sistemas de dos

estados 50
th— = HV.
ot

La solucién, en general, no es la exponencial de la matriz —itH/h, si H depende del
tiempo, porque no se garantiza la conmutatividad de H(t) y H(7). Sin embargo, tenemos
un teorema que nos da la solucién al problema (aunque H no conmute), si se cumplen
ciertas hipotesis.

Teorema 2 Sea una matriz A(t) tal quig(t) = —B7Yt)B'(t)+ B *(t)A(t)B(t), donde
B(t) es una matriz invertible. Si [A(t), A(T)] = 0 para cualesquiera t, 7. Donde [P, Q] =
QP — PQ es el conmutador. Entonces, la EDO Z'(t) = A(t)Z(t), tiene como solucion:

#(t) = B(t) exp ( /0 ) du)Bﬂ(om.
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Demostracién: Primero, observamos que la integral se aproxima por una suma de Rie-
mann. Tomamos el limite de la suma

t
/0A<u u—lél_rgo—ZA u;).

Entonces, si [A(t), A(T)] = 0, para todo ¢, T

A /Ot A(w)du = A(t) 1im %Zﬁ(ui) = [ 1 %Zﬁ(ui)] A= /Dt Au)du] A1)

Es decir, obtenemos este resultado: si [A(t), A(7)] = 0 = [A(t), [ A(u) du).

Una vez llegados a este punto, vamos a ver lo siguiente: 7(t) = A (t)gj (t) tiene €omo So-

lucién i = exp ( fg (u) du) Yo- Aqui se usard la propiedad de que [A fo ) du] =0,
en *, ya que, por ejemplo (A%) = A’AA + AAA + AAA y si [A, Al = O, enton-
ces (A?’)/ = 3A%2A’, es decir, se preserva la regla de la cadena. Como suponemos que

[A(t), A(T)] = 0, tenemos garantizada dicha propiedad.

t o ([ A(u) du ! o ([T A(u) du !
%g’(t):%exp</o A(u) du>50:%2( - ) 50%Z< - > T

Y ademaés:
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4.1. Resonancia magnética nuclear

A grandes rasgos, una resonancia magnética nuclear se sirve del movimiento de pre-
cesion de los protones, que poseen espin, al someterlos a un campo magnético inten-
so, junto con otro mucho més débil, pero variable (producido por ondas de radio).
Esto hace que emitan ondas electromagnéticas que son detectables y permiten crear
una imagen en blanco y negro. Por ejemplo, el campo magnético intenso puede estar
en la direccién z, B = (0,0, By) y el débil en el plano xy oscilando armdénicamente
B = (B cos(wt), — By sin(wt), 0), con w = cte > 0.

Si tomamos la matriz B(t) = ¢™':/2_ con lo que

~ _ , B efiwt/Z 0 iw eiwt/Z 0
A0 = -5 0p 0 + 520080 = (T D) 5 (T )+

N e—iwt/Q 0 E Vo ,Uleiwt eiwt/Q 0 B —iw (1 0 N
0 eiwt/Q 2 Ule—iwt —vg 0 e—iwt/? - ) 0 —1

+ % (:j[l) —/l}?ljo) - _;wdz + %(UOUZ + vla$) = %(vlgac + (UO - W)O'Z)

Observamos que A no depende del tiempo. Entonces, el operador de evoluciéon temporal
es

U(t) = B(t)exp ( /O ) du) B~(0) = B(t) exp(At) B(0) = 7/ exp(At)T =

. 2\ /tL , tL 2 ~ tL
_ iwtos /2 ( A) < ) * iwto. /2 [I i = Asin(—)| =
e exp (z T 5 e cos( 5 )—i—zL sin( 5 )

, tL ‘ tL
= iwtoz/2 [I cos(?) + %(vlam + (vg — w)o,) sin(?)].

Donde L = /v} + (vy — w)2 En * se usa que si A2 = I, entonces se cumple que e =
IcosT+iAsinT.

Ahora podemos hacer dos observaciones. Si v; < vg y w < v, entonces tenemos que
Vo —w

2~ 0y que ** =~ 1, de modo que

; tL tL , . ,
U(t) ~ ezwtaz/Q [I COS(;) +i0, sm(?)] _ ezwtoz/Qeth02/2 _ ez(w+L)toz/2 _

~+

= I cos (%(w + L)) +io.sin (= (w+ L)) := Uy (t).

[\
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Por otra parte, si vg = w (que es cuando se produce resonancia), tenemos que % ~ 1

y que == = 0, resultando

. t t
U(t) ~ etvoto=/2 [I cos(%) +io, sin(%)] =

= ([ cos (%) +i0, sin (%)) (] cos (%t) + i0, sin (U—lt)> = Us(t).

Bajo estas hipotesis, podemos ver que

6iwt/2 0 1 eiwt/? i
ak = (70 ) (o) = (7)) e+ ol

Lo que corresponde al vector (0,0,1) en la esfera de Bloch. Por otra parte, con las
condiciones de t cercano a 707 ¥ Vol variando, llegamos a que

eivgt/Q 0 1 1 4 1 1 eivot/Q 1 o 1
UQ(t)H_) = ( 0 e—ivgt/Q) E (Z 1) (0) = ﬁ (ie_ivot/Q = Ee o1/ je ot =

_ ieivot/2(|_|_> + ie_ivot|—>>

V2

que en la esfera de Bloch corresponde a un vector que gira en el plano XY. Por una
parte, que se encuentra en el plano XY se debe a que la probabilidad tanto de |[4+) como
de |—) es %, constante en el tiempo. Mientras que el giro se debe a las exponenciales,
que dependen del tiempo (luego hay movimiento). Todo esto nos indica que cuando
se produce resonancia, el estado |4) oscila fuertemente mientras que si no se produce

resonancia, permanece casi constante.
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5. Productos tensoriales y estados entrelazados

Sean dos espacios vectoriales V' y W' con bases {#;}7_; y {w;};, respectivamente.
El espacio denotado por V- ® W con base {; ® ;}7;"; se denomina producto tensorial
de V' y W. Aqui 0; ® ; es una expresion formal y solo se supone que & es bilineal. Las
dos principales propiedades, que vamos usar para el entrelazamiento y la teleportacion
cudntica, son, la primera referida al producto escalar en V @ W: (0@ @) - (@ ® b) =
(U @) (- 5), conv,a €Vy @b e W. La segunda propiedad es que ® es distributivo,
es decir, (U+ W) ® @ = U ® d + @ ® d. Funciona igual si intercambiamos @ y el paréntesis
(v haciendo que pertenezcan al espacio que corresponda).

Esta estructura de producto tensorial explica bien lo que en la fisica cuantica se deno-
mina entrelazamiento. Dos (0 mds) estados no estan entrelazados si un cierto estado se
corresponde con multiplicar esos estados independientes tensorialmente. Al contrario, si
un estado no corresponde con multiplicar dos (0 més) estados independientes tensorial-
mente, se dice que dichos estados estén entrelazados (en cierto sentido, son inseparables).
Veamoslo mas claro con la siguiente proposicién, referente a dos particulas.

Proposicién 1 El estado |V) = ay1|+) @ |+) +a12]+) @ |—) +ax|—) @ |+) +axn|—) @|—)
estd entrelazado si y solo si det(a;;) # 0.

Demostracién: Para ver que un estado no esta entrelazado, multipliquemos dos particulas
independientes, denotadas por |¢;) = a|+) +b|—) y |¢2) = c|+) + d|—). Esto es

[61) © [62) = acl+) @ [+) + ad|+) @ [=) + be| =) ® |+) + bd|—) @ [-).

ac=ay; ad = ayy

Por tanto, si |¥) no estd entrelazado, tendremos que:
bec = 921 bd = 929

Es fécil ver que ajjasn = (ac)(bd) = abed = (ad)(bc) = ajzas, o dicho de otra forma,
det(a;;) = 0. De modo que det(a;;) # 0 = |¥) esta entrelazado. Por otro lado, como
solo hemos usado igualdades (ir de abajo a arriba para demostrar la otra implicacién,
también por el contrarreciproco), es un si y solo si. Solo hace falta notar que, fijado por
ejemplo a, podemos determinar b, c y d a partir de los a;;. |

Consideremos el estado |s) = \%(!ﬁ—i—) ® |fi—) + €*?|ii—) ® |fi+)), el cual representa
la desintegracion de una particula con espin cero en dos particulas con espines opuestos.
Este estado, que representa a dos particulas, tiene dos posibilidades: primera particula con
espin + y la segunda con espin —, o a la inversa, — y +. Por otra parte, dada la simetria
entre las particulas, tenemos que e = %1, ya que al intercambiar las particulas, tenemos
que el estado |s) deberia ser £|s). Por cuestiones de la fisica (principio de exclusién de
Pauli), en este caso se elige —. Es mds, podemos prescindir de la direccién 7i. Vedmoslo
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1 .
|7i+) ® |ii—) = §(|Z—> ® |z—) — |24) @ |z+))e" cos O+
0 0
+ cos? §|z—|—> ® |z—) — sin? §|z—) ® |2+)
1 .
|7i+) @ [fi—) = 5(‘Z—> ® |z—) — [24) ® |z+))e™ cos O—

0 0
— sin? §\z+> ® |z—) + cos® §|z—> ® |z+)
1

L 7! n 7! =—(|z 2—) — |z— z
= Is) = (4 © =) = =) ® 4) = —5(124) @ |o=) = +=) @ [=4))
Al estado
(7) ) = (1) @ |-) — =) @ [+))

se le llama singlet (obsérvese que podemos prescindir, y prescindimos, de dar una di-
reccién 77). Ademads, por la proposicién, vemos que |s) representa un estado entrelazado.
Este tema del entrelazamiento cuantico lleva a dos temas que, junto a la interpretacion de
Copenhague, trataremos a continuaciéon. En resumidas cuentas, la interpretacion afirma
que en situaciones de entrelazamiento, el colapso afecta a ambas particulas (por supues-
to, ‘ambas’ el caso de que surjan dos particulas de espines opuestos a partir de una de
espin cero).

5.1. Paradoja Einstein-Podolsky-Rosen (EPR)

Si tenemos una particula de espin cero y se ha desintegrado en una particula con espin
+ y otra con espin —, si medimos el espin de una, el espin de otra queda determinado
(el espin de la segunda particula es la otra posibilidad de espin, ya que el momento
angular se debe conservar). Recordemos que la interpretacién de Copenhague postula
que la medicién produce el colapso de la funcion de onda. Esto es lo que lleva a los
autores de la paradoja EPR [EPR35] a no creérselo y a sugerir variables ocultas que
representarian propiedades fisicas desconocidas y que explicarian la fisica cuantica de
modo determinista, y que al no tenerlas en cuenta, son las que llevarian a la fisica
cuantica a ser no determinista, es decir, a obtener resultados estadisticos. Por fortuna,
Bell [Bel64], en 1964, ide6 un experimento que niega la existencia de variables ocultas,
el cual, en 1972, se llevé a la practica, confirmando dicha hipétesis.

Recuperemos el singlet (7). Bell, en su experimento [Bel64], define A(@) = 1 si al medir
espin de la primera particula en la direccién unitaria @ € R? resulta + y A(@) = —1 si

-

resulta —. De igual modo, lo hace con B(b) = 41 para la segunda particula. Todo esto
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nos permite calcular unas probabilidades. Fijemos en |s) la direccién a@ (ya hemos visto
que da igual cual elegir), resultando |s) = \%(W—H ® |d—) — |d—) ® |d+)). Comencemos

calculando la probabilidad de A(@)B(b) = 1. Esto se da cuando la primera particula tiene
espin + en la direccion @ y la segunda espin + en la direccion b, o ambas tienen espin —

en las direcciones respectivas.

2 —— 2
=1 =0
. Lo . . . 1 .
(la=)@[b=))-Is) = (@ — |lat){b—la—) — (@ — |a-) (b —|a+)) = =0 —|a+)
=0 =1 2
> 1 - 1 - 1 g 1 7
= P[A(a)B(b) = 1] = ]—2<b+ la—)|* + ]EU) — |a+)]* = §sin2 3 + §sin2 3=
:sin2921—0082€:1— 1+cos€z 1—0080: l—c_i-b'
2 2 2 2 2

Andlogamente, para calcular la probabilidad de A(a@)B(b) = —1, llegamos a que

(b+|@+)* = = cos® = + = cos’ = =

PIA(@)B(b) = —1] = |—=(b— |a—)[? 5 €8T 5 08 5

1

+_

2 |\/§
20_1—|—0056’_1+c7-5

= COS 5 9 9

Con estos resultados, es facil calcular la esperanza

) ELA@B(E) =1+ 4 (-1

=—a-b.

—

Ahora, consideremos A como un parametro continuo que representa las variables ocultas.
Por tanto, tendriamos A(d@, \) y B(b, A). Por otro lado, si f(\) es la funcién de densidad
de A\, tenemos también que

9) BA(@ N EG. V)] = [ A@NBEN NN
A
Es facil ver que el minimo, —1, se alcanza cuando @ = b si y solo si A(@,\) = —B(a, \).

Asi que podemos reescribir (9) como

E[—A(@, \)Ab,\)] = — /A A(@, N A, \) f(N)dA.

24



Entonces, si € es otra direccién unitaria
E[-A(ad, N\ A, N)] — E[-A(d, N A(GN)] = — / Ad, /\)A(l;, A) =A@, NA@GN) f(N)dN =
A
= / A(@@, N AD, N[A(B, N)A@G N) — 1]F(N\)dA
A

= [E[-A(@, M) A(b, )] — E[-A(@, M A@EN)]| < /A [1— A5, VAE V] f(N)dA =

= 14+ E[-A(b, \)A(G )]

Combinando lo anterior con (8), si todo fuera correcto (si las variables ocultas fueran la
‘solucién a la fisica cudntica’), llegariamos a la expresién

l—b-c>|a-b—a-d=la-(b—2a)

Pero lo anterior no es cierto (es la llamada desigualdad de Bell, a veces, teorema de Bell,
a pesar de ser falso). Contraejemplo: consideremos los vectores unitarios @ = (0,0, 1),
b = (v3/2,0,1/2) y € = (v/3/2,0,—1/2). Claramente llegamos a una contradiccién

(iii % > 1 1), luego no pueden existir variables ocultas, tal y como habiamos supuesto.

5.2. Teleportacion cuantica

‘Clésicamente’ (o casi mas bien en la ciencia ficcion) el teletransporte consiste en que
tenemos un objeto y de alguna manera desaparece de aqui y aparece en otro lugar, siendo
el mismo objeto (o ser vivo, como una persona) el que aparece alli. Sin embargo, en la
mecéanica cuantica, la teleportacién se parece més a la clonacién (digamos, una clonacién
cuantica, ya que el original queda alterado, para diferenciarlo un poco de la clonacion
basada en el ADN) o incluso a un manual de instrucciones para montar un mueble o
un libro de recetas de cocina. No se trata de transmitir materia ni energia a una cierta
distancia, sino mas bien se pretende recopilar la informacién (posicién y estado de los
atomos) del objeto de aqu?, para posteriormente con esa informacién hacer un objeto de
alli idéntico (sin llegar a ser estrictamente el mismo, aunque sea idéntico, ya que seria
crearfa con materia de alli). Para esta tarea, nos servimos del entrelazamiento cuantico
para conseguirlo. Es decir, si lo usamos con objetos, podiamos copiar objetos, pero, por
ejemplo, con personas, surgen los problemas, ya que (quizds) habria que eliminar al
original...

Vamos con un ejemplo para ilustrar un poco la teleportacion cudntica. Supongamos
que tenemos una particula 1, con estado de espin

W) = al+) +0=)
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y queremos transmitir la informacion necesaria para que alguien ponga una particula 2 en
el mismo estado. Como al medir ¥ colapsa, hay que ingeniarselas para poder averiguar
a y b. Usaremos una particula de espin cero como en (7), la cual desintegramos para
obtener dos particulas de espines opuestos. Una nos la quedamos (serd la paricula 0) y la
otra la mandamos a donde queremos realizar la teleportacién (serd la particula 2). Por
tanto, el estado del sistema de tres particulas, 0, 1 y 2, es

1
V2

donde se supone que la particula 1 es independiente de la 0 y la 2.

|K) (Hee|-)--)e[¥)el+)

Ahora propondremos cuatro estados de las particulas 0 y 1, los cuales forman una
base ortonormal del espacio de estados posibles entre dichas particulas

(10)  1Bo) = () @1 — |- @ 1), 1B = —=(+) @) — ) ®1-),

i 1
By) = —=(+H)@[+)+|-)®|-)), B3) = —(+)®|—)+|-)®|+)).
| B2) \/§<|>|>|>|>) | Bs) \/§(|>|>|>|>)
Intentamos reescribir |K) mediante los cuatro estados anteriores. Vamos a escribir
|B;) ® 0|¥), j =0,1,2,3 y 0; son las matrices de Pauli:
|[Bo) @ 00| W) = [Bo) @ (al+) +b]-)) =
1
= BaHelneh —doem e +inel- el -thehel-)
|B1) ® 01|¥) = [B1) @ (bl+) +al|—)) =
1
= Blheme e+ el-) —d-) el el-),

|B2) @ 02| V) = [Bs) ®@i(—b|+) + a|—)) =
= %(—bH) R|+H) @[|+) —b=) ®@|=) ®@|+) +a|l+) @ [+) ®|-) +a|-) ®|-) ®|-)),
|B3) ® 03|¥) = [B3) ® (a|+) — b|—)) =

~1
= E(@H) R[=)@[+) +al=) @ +H) @ +) —bl+) ® =) ® =) = b|]—) @ |+) ® |-)),

= S 1B) @00 = 2K) & £ 3" |B) @ 0y|¥) = |K).

j=0 7=0

w

Dado que (10) es una base, los estados formados por las particulas 0 y 1 pueden
expresarse como |E) = Z?Zl a;|B;). Ahora, si realizamos una medicién sobre |E), este

colapsard a un |B,,). Como consecuencia, el estado |K) colapsara a |B;) ® o;|¥). Ahora,
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es tan facil como aplicar o; a la particula que esté alli, ya que 0;0,|¥) = |¥) (recordemos
que |¥) es el estado original, el que querfamos conocer). Con todo esto, la particula 2 (la
de alli) ha adquirido el estado deseado, mientras que la particula 0 (la de aqu?) ha sido
alterada (al medir), pero no ha desaparecido como en la ciencia ficcion.

Para mayor detalle, para medir |F) y obtener |B,,), se usa un observable cuya matriz
tiene los autovalores 0, 1, 2 y 3 (y el aparato de medida marcard uno de estos valores)
y autofunciones (10). En la base dada por {|+) @ |+),|+) & |=),|—) ® |+),|—) ® |—) },
tenemos que la matriz M del observable es UDU~! = M, donde U son las coordenadas
de (10) con respecto a la base dada. Resulta

0 1 —2 0 0000 0 1 -1 0 3001

le 10 0 -1 0100 ¢t 0 0 :1 0330
21-1 0 0 -1 0020 10 0 -1 03320

0 -1 —¢ O 000 3 0 -1 -1 0 100 3

En cuanto a algunos problemas que puedan surgir en la parte préactica, si el estado
inicial evoluciona con el tiempo por la accién de un campo, es posible utilizar los cam-
pos adecuados para poder aplicar o;. Por otra parte, la medicién en la base dada por
(10) también es posible ([Chal5]). En particular, en la practica se usan fotones y otras
particulas subatémicas y se ha conseguido realizar la teleportacion a mas de 100 km.
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6. La ecuacion de Dirac: origen y relacion con el
espin.

En esta tltima parte se trata de ver un fundamento tedrico para el espin. Para tal
fin, empezamos introduciendo la siguiente férmula relativista (muy popular si p'= 0)

(11) E* = m*c" + ||pl|*c’

donde F es la energia, m la masa, ¢ la velocidad de la luz en el vacio y p el momento.
Esta féormula para la energia conduce a la ecuacion de Klein-Gordon:
0*W
(12) h2ﬁ — R2AEAY + m*ct = 0.
Algo de ‘justificacién’ para esto seria pensar en que e , que combina las
férmulas de Planck (E = hv, v es la frecuencia, h constante de Planck) y de Broglie
(p = h/A, X es la longitud de onda), queremos que sea solucién:

i(p-7—Et)/h

O’ ?E? —m?2ct — ||p]|*c? 0
W = 72 U= 12 VY & hQW = (—m204 — ||Z7||ZC2)\IJ,
AW—M\D RPEAY = —J2||p)* P
=12 & hee = —c°||p]|* .

Si restamos la segunda expresion a la primera, obtenemos (12).

Schrédinger consiguié obtener (12) pero se quedd con la que ahora lleva su nombre.
Dos problemas de (12) son que requiere de més condiciones iniciales para saber la evo-
lucién de ¥ y que [ |¥|? no se conserva. Ante esta situacién, Dirac traté de buscar una
ecuacién de primer orden que implicara (12), que es de segundo orden, y que resolviera
estos problemas. Dirac propuso

L0 . 0 0 0 9\ (., 0¥
< — zha — zhc(ou% + Oéga—y + Cvga) + aymc > (zha—
. ov ov ov 2\
—zhc(ozl% + aga—y + aga) + agme \I/> =0.

Se quedd con el segundo paréntesis

ov ov ov ov
(13) Zhﬁ — ihC(Oq% —|— @Qa—y —f- 0635) —f- a4m02\1/ = O
con «; constantes. Teniendo en mente la ecuacién de Schrodinger, definimos el hamilto-
niano (energia) como
0

. 0 0
(14) H = zhc(oqa—m + Oéga—y + Oég&) — aymc?.

28



Para que todo lo anterior funcione e implique (12), debemos tener las siguientes
relaciones

(15) af =1,

e71e7] -+ ;0 = 0.

coni # jyi,jg€{1,2,3,4}. Pero (15) no tiene solucién, ya que la primera condicién
exige, al menos, a; # 0 y la segunda condicién nos exige que al menos un a; = 0 (son
nimeros complejos, conmutan, 2a;c; = 0). Sin embargo, Dirac va més alld y sugiere que
las a; sean matrices (hermiticas, para que H lo sea) 4 x 4, que es la dimensién para la
que aparece la primera solucion. Estas matrices no son tnicas. A pesar de esto, hay dos
elecciones famosas, y la que dio Dirac [Dir28] fue

o O O'j . o I O
Q; = (Uj 0)7 J = 17273 y Qy = <O —H)

donde O es la matriz nula, I es la matriz identidad y o;, 7 = 1,2, 3 son las matrices de
Pauli, todas ellas de dimensién 2 x 2. Con esta eleccién, ¥ toma valores en C* y (13) es lo
que se conoce como ecuacion de Dirac. Vamos a ver que esta si conserva la probabilidad.
Denotamos por AT a la matriz traspuesta conjugada de A. Entonces W0 = || ¥]|? y
tenemos en cuenta que las matrices a; son hermiticas (ozT» = @), primero tenemos, a

J
partir de (13), que
Lowt QU ovt ovt

(16) _ZHW + ihe( 5 L + o ag + P

ag) +mcUTay = 0.

Ahora hacemos la siguiente observacién (teniendo en cuenta que las matrices a; son
constantes)
OV, W)  OUf ow
(17) ot or Yot
Si despejamos las derivadas con respecto al tiempo en (13) y (16) y multiplicamos la
primera (segunda) por la izquierda (derecha) por ¥ (¥), ficilmente obtenemos

oV oV oV oV ,
g o c(\IlToqa—x + Ul — 5 + Ulaz— 5 ) = mcWla, U/ (ih),
owt ovt owt owt ot ,
s U = ( 5 oW+ o —ap¥ + e 043\11) + mc*Ula, U/ (ih).

Si sumamos las dos tltimas expresiones y utilizamos la observacién de (17), tenemos

ov|>  ovtw  ow  9ut (a(walxp) L O(Wlap®) 8(\I/Ta3\11)>'

ot ot _‘PE A G Iy 0z
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El miembro de la derecha es la divergencia de un campo. Por hipdtesis, ¥ decae
adecuadamente en el infinito, asi que si aplicamos el teorema de la divergencia en R3,
tenemos que es igual a cero y por tanto [, |[¥||* es independiente de ¢ y se normaliza
€Omo uno.

Ahora vamos hacia la principal consecuencia de la ecuacién de Dirac en relacion
con este trabajo: la existencia (tedrica) del espin. Histéricamente, el espin es anterior a
una base tedrica previa y fue el resultado de experimentos. Fue Dirac, mas tarde, quien
consiguid, a través de una teoria cudntica compatible con la relatividad, llegar al espin.

Para dicho fin, introducimos la definicion de momento angular

L=7¥xp= (ypg — ZP2,2P1 — ITP3, TP2 — ?/Pl)

que bajo fuerzas centrales o para particulas libres, se conserva (componente a compo-
nente). El operador momento p'= (p1, ps, p3) se define como

0
= —ih—.
p] ! (?xj

Se puede observar, inmediatamente, que aplicado a ¢*P#=Et)/h

, Tesulta p;.

En mecanica cudntica, la conservacion, en términos de operadores, se traduce en la
conmutacion con el hamiltoniano. Precisamente, en mecanica cuantica, las componentes
de L son operadores que actuan sobre funciones de onda; y vamos a ver que la conser-
vacién del momento angular falla en la ecuaciéon de Dirac. Veremos que ese ‘fallo’ nos
conduce a la existencia del espin.

: _ ) 0
Podemos considerar la componente tercera, L, = xpy — yp; = Tar — Yoz Para las

30



otras componentes, los calculos son andlogos. Tenemos H como en (14).

) + chya4p1—

3 3
0 0

L.H—-—HL, = ihc:vp2< E aja—> — mcrayps — ihcyp1< E Oéja
Jj=1 7j=1

3
0

— theaypy — ihcx(Z aj%>p2 + mctzaupa+
=1 ’

0

—>p1 - chya4p1 =
8@-

3
+ theagpy + they < Z a;

= ihcaps < ; aja—:v) — ihcyp ( ; aj aw) _
0

3 3
. . 0 . .
— ithcagpy — zhcx( g aj%>p2 + thcagpy + zhcy( E a; ax)pl = (%)
j=1 ! j=1 t

continuamos cambiando p; por su definicién y sacando factor comin h?c

3 3
(%) = h’c [xa%(zlaja%) - y%(z%%>_
p

7j=1
) .9 0 ) .9\ 0
_Oq@_y_I<;Qj@_%>a_y+a2%+y<;aj8_$i>%] =

0 0 .
= h?c [on% — ala—y] = ihe(agpy — agps)

que no es el operador nulo, luego L, y H no conmutan.
A pesar de lo anterior, existe una matriz constante S tal que (L, + S)H — H(L, +

S) = 0, lo cual significa que para un electréon que regido por (13), existe un momento
angular intrinseco (es propio del electrén, esté en el electrén): el espin. Vamos a probar
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la existencia de tal S

ihc(agpy — aqpy) = L,H — HL, = HS — SH =

3 3
=9 [cz a;p; + Oz4mcz} — [cz a;p; + a4m02] S =
j=1

j=1
= c[i Sajp; — i oszjS} + [5064 — 0445} mc* =
j=1 j=1

3

= C[Z(SO(]' — osz)pj] + [Sa4 - a4S] mc?.

j=1

Si comparamos el primer miembro con el ultimo, facilmente obtenemos las siguientes
cuatro condiciones

’ih(]fg = Sa1 — 0415,

—ihOél = SCYQ — OCQS,

0= SCMg — ag,S,
0= SOZ4 — 0443.
La matriz constante S = —%ihalozg es solucion. Vamos a comprobar una condicién,

las otras son analogas. Veamos la segunda. Es 1til recordar que tenemos las relaciones
de (15), pero esta vez son en forma matricial.

1 —1 1 —1
SO(Q — OéQS = ——ih(JJlOCQOZQ — Oéz—ihal&g = ——ih&l — OéQ—ih<—a2061) =
2 2 2 2
1
= —§ih041 — Eihal = —ihO&l.

También podemos ver que
. 1 . . 1 . O 01 O 02\ 1 . 0109 O .
S = —5271(11042 = —Ezh (01 O) (02 O) = —5271( O o104)
1. iUg O 1 03 O
__§Zh(0 iO'g) _Eh (O 0'3) '
Si lo anterior lo hubiéramos hecho con L, y L,, nos saldria lo mismo pero con o y o3,
respectivamente, en la diagonal. El resultado es significativo porque aparecen las matrices
de Pauli en la diagonal, lo cual apunta en la direccién del espin. También el factor f/2

lo es. Al resolver la ecuacién de Schrodinger para el electrén del atomo de hidrégeno, se
obtienen muiltiplos, en cierto sentido, de h, para los valores de los momentos angulares.
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Por otra parte, en espectroscopia se obtenian niveles de energia que parecian corresponder
a mitades de momentos angulares en presencia de campos magnéticos (efecto Zeeman
anémalo). Esto es lo hizo sospechar que existia el espin.

Un 1ltimo detalle sobre la ecuacién de Dirac (13) es que también permitié a Dirac
introducir y conjeturar la existencia de la antiparticula del electrén, el positron. Si se
escriben las soluciones explicitas de (13), se tienen dos tipos de términos [Klal3, Ch. 4],
lo que llevé a Dirac a pensar en que (13) describe no a una sino a dos particulas. Més
tarde se confirmé experimentalmente la existencia del positron.
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