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Resumen

Las representaciones son herramientas que permiten entender la estructura algebraica
de un grupo dejandolo actuar sobre un espacio vectorial. Esta idea a priori abstracta
goza de gran aplicacion practica en varias ramas de la fisica. En este trabajo veremos
los aspectos mas elementales de la teoria y algunas de estas aplicaciones. En parti-
cular, estudiaremos como las simetrias de un sistema fisico se pueden codificar en un
grupo para a continuacion extraer leyes dinamicas que predicen su evolucién. Nuestros
primeros ejemplos serdn grupos finitos en mecanica clasica para pasar después a la
teoria de grupos de Lie, cuya importancia ha sido capital en el desarrollo del modelo
estandar de la fisica de particulas.

Abstract

Representation theory is a tool for understanding a group’s algebraic structure by
letting it act on a vector space. This idea may sound abstract on its face but it has
a great deal of practical applications in several branches of physics. This work will
review the most elementary results of the theory as well as some of its applications.
We will focus particularly on how the symmetries of a physical system can be encoded
in a group and how representation theory can then be used to derive dynamical laws
predicting its evolution in time. Our first examples will include finite groups in classi-
cal mechanics. After that we will review the central role the representation theory of
Lie gropus has played in the development of the Standard Model of particle physics.
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CAPITULO 1

Motivacion y definiciones basicas

1.1. Introduccién

La estructura algebraica de grupo se suele motivar apelando a la idea de que cier-
tos objetos matemaéticos tienen simetrias, es decir, son invariantes bajo la accion de
ciertas transformaciones. Estas transformaciones, se nos dice, forman un grupo, pues
pueden componerse e invertirse. Por ejemplo, un conjunto sigue siendo el mismo aun-
que cambiemos de orden sus elementos. Una vez que tenemos la definiciéon axioméatica
de grupo podemos hacer algebra sin preocuparnos de déonde viene. Sin embargo, la
teoria de representaciéon nos dice que puede ser 1til desandar el camino: coger un gru-
po abstracto y “realizarlo” como transformaciones sobre un espacio. Representar un
grupo abstracto es, en cierto sentido, linealizarlo [18] para entenderlo mejor. Objetos
que se pueden definir de pleno derecho con una simple lista (quiza infinita) de rela-
ciones algebraicas, cobran mucho mas sentido si los dejamos actuar sobre un espacio
accesorio.

Esta relacion estrecha entre grupos y transformaciones data como minimo de finales del
siglo XIX. En esa época, la teoria de grupos ya habia hecho su aparicién en el dlgebra
de la mano de Galois. Al mismo tiempo, Riemann (entre otros) habia revolucionado la
geometria con el descubrimiento de espacios no euclideos. Es en este contexto cuando
Klein propone usar la teoria de grupos para poner orden en la geometria. Segin su
propuesta, conocida como Programa Erlangen, la geometria es el estudio de aquello
que permanece invariante bajo un grupo de simetrias. Distintos grupos darédn lugar
a geometrias diferentes, siguiendo un patrén bésico: Grupos mas grandes actuaran
de forma més “variada”, preservando menos invariantes y, por tanto, dando lugar a
geometrias menos ‘“rigidas”.

La forma mas general de introducir representaciones emplea el lenguaje de teoria de
categorfas! [9]. No obstante, es posible también dar una definicién en el lenguaje méas
habitual de la teoria de conjuntos ZFC.

Definicién 1.1.1. Sean G un grupo, V un espacio vectorial sobre un cuerpo K vy
GL(V) el conjunto de aplicaciones K -lineales invertibles de V en V. Decimos que

'Esto no es casualidad. Los mismos fundadores de la teoria de categorias la consideraban como
una extension natural del Programa Erlangen [3].



2 Motivacién y definiciones basicas

m: G — GL(V) es una representacion de G sobre V' si w es un homomorfismo de
grupos, donde la operacion de grupo en GL(V') viene dada por la composicion.

Abusando un poco la notacién, a veces escribiremos m(g)(v) como ¢ - v cuando se
entienda de qué 7 estamos hablando. Veamos un primer ejemplo: Sea G = S5, el grupo

de permutaciones del conjunto con 3 elementos, y sea V' = R. Entonces, GL(V) 2 R
y los homomorfismos

m:S3 — R
7T2253—>R

(1.1)

or—1
o — sgn(o)

son ejemplos de representaciones. El primero es trivial y el segundo da el signo de
la permutacion. Evidentemente, al no ser ninguno de los dos monomorfismos, se ha
perdido estructura al representar Ss de estas maneras. En cierto sentido, R es “dema-
siado pequeno” para capturar toda la estructura del grupo. Sin embargo, si tomamos
V = R podemos definir m3: S5 — G Ly(R) mediante

12) med) =3 (J5 ) man= (),

que si es inyectivo. Si restringimos w3 a su imagen, vemos que resulta el isomorfismo
entre Ss y el grupo diédrico Ds, es decir, las isometrias del plano que fijan un tridngulo
equildtero centrado en el origen.

Otra manera de dar una representaciéon de Ss que generaliza a grupos simétricos
de cualquier orden es actuar con elementos sobre una base de R? y, a continuacién,
escribir la expresion matricial de las permutaciones en esa base. Asi pues tendriamos

010 100
(1.3) p(1,2)=11 0 0], p23)=[0 0 1
00 1 010

1.2. Definiciones y resultados elementales

Definiciéon 1.2.1. La dimension de una representacion m de G sobre V' es la dimen-
ston del espacio vectorial V', i.e. dimg V.

De nuevo, nos interesamos sobre todo por los casos K = R,C. Cabe recordar en
este punto que dimg V' # dimc V, por lo que “dimensién de una representacion” es
algo ambiguo a menos que se especifique el cuerpo base. Omitiremos de cuél se trata
solamente cuando no quepa lugar a confusién. Asimismo, recordamos que en este
trabajo lidiaremos solo con representaciones de dimension finita.

Veamos ahora como podemos capturar la idea de que dos representaciones sean
equivalentes. Para ello introducimos primero la siguiente
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Definicion 1.2.2. Dadas dos representaciones w y p de G sobre V.y W, una apli-
cacion equivariante de V. a W es una aplicacion lineal ¢: V. —> W tal que

7(g) 0 ¢ = 60 plg) para todo g € G.

Dicho de otra forma, queremos que el siguiente diagrama conmute.

vV 2w

Tr(g)l lﬂ(g)

¢
V— W
Si exigimos que la aplicacion ¢ sea un isomorfismo, podemos decir que las represen-
taciones que conecta son basicamente la misma salvo conjugacién. De ah{ la siguiente

Definicion 1.2.3. Dos representaciones w y p de G sobre V. y W, respectivamente,
st existe una aplicacion equivariante de V.a W que ademds es invertible.

Una consecuencia inmediata de esto es que representaciones de dimensién diferente no
pueden ser nunca equivalentes, pues los espacios sobre los que actiian no son isomorfos.

Si nos dan dos espacios vectoriales cualesquiera, siempre los podemos combinar
de (al menos) dos maneras canodnicas: mediante el producto tensorial y mediante la
suma directa. Estas dos construcciones tienen una traduccién inmediata al caso de
representaciones.

Definiciéon 1.2.4. Dadas representaciones mwy, wo de G sobre espacios Vi, Va, su
producto tensorial es la representacion m = w1 @ma de G sobre el espacio vectorial V =
Vi®Va con la accion del grupo definida como m(g)(v1 ®v2) = (71(g)(v1)) @ (m2(g)(v2))
para todos v1 € Vi, va € Vo y g € G.

Un ejemplo importante de esta construcciéon viene de la mecanica cuantica, donde el
estado de un sistema fisico se representa mediante un vector en un espacio de Hilbert,
1 € H, que, en nuestro caso, supondremos de dimension finita. Fijada una base, las
coordenadas del estado nos permiten calcular las probabilidades de obtener distintos
resultados en caso de que decidiéramos medir el sistema. Si tenemos dos sistemas in-
dependientes® en estados 11 y 19, es natural postular que el estado conjunto viene
dado por 1 = 1 @19, puesto que, si los sistemas son verdaderamente independientes,
cualquier par ordenado de estados individuales debe poder ser un estado conjunto. Si
cada sistema por separado tiene ciertas simetrias, la manera de estudiar las simetrias
del sistema conjunto requerira estudiar el producto tensorial de representaciones, lo
que sirve para motivar la anterior definicién. Por otra parte, si los dos sistemas son in-
distinguibles, el sistema conjunto tendra una nueva simetria: la de permutar el primero
con el segundo. La representacion de esta nueva simetria es lo que permite distinguir
bosones (representacion trivial) de fermiones (representacion dada por el signo de la
permutacion).

Definicion 1.2.5. Dadas representaciones w1, mo de G sobre espacios Vi, Va, su
suma directa es la representacion m = m @ mo de G sobre el espacio vectorial V. =

2En concreto, dos sistemas que no interactian entre si y que no estan entrelazados.
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Vi®V; con la accion del grupo definida componente a componente, i.e. w(g)((vy,v2)) =
(m1(g)(v1), m2(g)(v2)) para todos vi € Vi, va € Va y g € G.

A modo de ejemplo, notamos que cualquiera de las representaciones de S3 vistas en
el apartado anterior se puede extender a un espacio de dimensién mayor de mane-
ra trivial: basta sumarle la identidad tantas veces como queramos hasta llegar a la
dimensién deseada.

(1.4) p=pd1a---a1

Esta construcciéon realmente no es exclusiva de S3. Dada una representacion finita,
siempre podemos encontrar infinitas mas, actuando trivialmente sobre dimensiones
adicionales. Lidiar con esta trivialidad motiva la siguiente

Definicion 1.2.6. Dada una representacion w de G sobre V', se dice que un subespacio
W CV es invariante bajo m st g-v € W para todosv e W y g € G.

Por ejemplo, en la representacion 7 del apartado anterior, todos los elementos del
grupo acttian trivialmente, por lo que todo el espacio V = R es invariante, mientras
que el resto de representaciones solo dejan fijo el cero, de modo que ninguna tiene
subespacios propios invariantes. Estas representaciones tienen un nombre especial.

Definicion 1.2.7. Una representacion se dice irreducible si no tiene subespacios in-
variantes propios, i.e. distintos de V y {0}.

Para terminar con las definiciones, notamos que a veces es interesante considerar
representaciones que envian G a subgrupos de GL(V') con propiedades concretas. Uno
de estos casos es el grupo de matrices unitarias U(V) = {U € GL(V): UTU = 1},2
que son las transformaciones que preservan el producto escalar en V. Esto motiva la
siguiente

Definicion 1.2.8. Una representacion w de G en V se dice unitaria si respeta el
producto escalar en'V , i.e. (v,w) = (g-v,g-w) para todos v,w € V y para todo g € G.

Ahora que tenemos definidas las nociones béasicas, vamos con algunos resultados
elementales sobre reducibilidad. En primer lugar, nos interesa saber cuédndo una re-
presentaciéon se puede descomponer como suma directa de irreducibles. La respuesta
la da el siguiente

Teorema 1.2.1. Toda representacion compleja de un grupo finito es suma directa de
representaciones irreducibles.

Antes de pasar a la prueba, cabe hacer dos comentarios. El primero es que no es
estrictamente necesario que la representacion sea compleja’, pero eso permite dar una

3Aqui y en el resto del texto el superindice daga indica el transpuesto conjugado, tanto para
matrices como para vectores.
4Basta que el orden del grupo no sea divisible por la caracteristica del cuerpo, ver [15].
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prueba mas sencilla usando el producto interior de C. En segundo lugar, veamos un
contraejemplo para ilustrar por qué el grupo ha de ser finito. Sea

w: Z — GL2(C)
(1.5) . <1 n>

Vemos que 7(n) tiene como tnico autovalor el 1, con multiplicidad algebraica 2, pero
su subespacio asociado, X = span{(1,0)}, tiene dimension 1. Es decir, 7(n) no es
diagonalizable, por lo que, a pesar de que no es irreducible, pues X es un subespacio
invariante, no se puede expresar como suma de subrepresentaciones irreducibles.

Demostracion. La prueba contiene dos ingredientes. El primero se conoce como el tru-
co unitario de Weyl, y consiste en observar que toda representacién finita de un grupo
finito se puede masajear adecuadamente para obtener una representaciéon unitaria.
Para ello, basta redefinir el producto interior en V' como

(1.6) (v,w) = = S g v,g-w)

Gl =2

donde (-, -) es el producto interior original. Vemos que el nuevo hereda la positividad
y simetria del anterior por construccién y que la sesquilinealidad también esta garan-
tizada por ser la accion de G lineal. Gracias a este truco, basta probar el teorema para
el caso unitario.

El segundo ingrediente se trata de ver que una representaciéon unitaria que deje
invariante un subespacio W C V también deja invariante su complemento ortogonal,
W. En efecto, como la representacion es unitaria, si w € Wy w’ € W, para todo
g € G se tiene (g-w',g-w) = (w',w) =0 por ser g - g' =1, luego g - w' € W. Esto
significa que podemos descomponer el espacio como la suma directa V = W @ W+
de manera que la representaciéon deja invariante cada término por separado. Si es
necesario, se repite el mismo argumento para subespacios cada vez mas pequenos, con
la garantia de que, por ser V' de dimension finita, se acabara en un ntimero finito de
pasos. ]

Pasamos ahora a enunciar y probar un resultado elemental pero importante sobre
representaciones irreducibles. La intuicién es la siguiente: dos representaciones irre-
ducibles de la misma dimensién siempre son equivalentes y, si estamos trabajando
sobre C, son de hecho la misma representacion salvo por una constante multiplicativa.
Si, por el contrario, tienen dimensiones diferentes, entonces son tan diferentes que no
existe ninguna aplicaciéon equivariante (no trivial) entre ellas.

Lema 1.2.1. (Lema de Schur) Sean my y my representaciones irreducibles de un
grupo G sobre espacios vectoriales V. y W, respectivamente, con cuerpo base K; y sea
¢: V. — W una aplicacion equivariante de V. a W. Entonces se tiene:

" ¢ es cero o un isomorfismo. En particular, st dimV £ dim W, ¢ es cero.
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» Si G es finito, dimV = dimW y F es algebraicamente cerrado (en particular,
si FF'=C), ¢ es proporcional a la identidad.

Demostracion. En primer lugar, observamos que tanto ker ¢ como Im ¢ son subespa-
cios invariantes por la accion de G. Pero, dado que las representaciones son irreducibles
por hipdtesis, los subespacios invariantes han de ser el trivial o el total. Por tanto, las
tnicas combinaciones posibles son ker ¢ = 0y Im ¢ = W (isomorfismo) o kerp = V' y
Im ¢ = 0 (cero). Esto prueba la primera parte.

Para la segunda, hacemos V' = W. Por la primera parte sabemos que toda aplica-
cion equivariante ¢: V. — V es un isomorfismo o cero. Ademas, por ser F algebrai-
camente cerrado, ¢ tiene al menos un autovalor A € F. Definimos (ﬁ =¢ — 1. Por
construccion, gzg es también equivariante, pero no puede ser un isomorfismo porque al
menos uno de sus autovalores es cero. Entonces, por la primera parte del lema, qg =0,
es decir, ¢ es multiplo de la identidad. O

1.3. Mas ejemplos

1.3.1. Permutaciones

Sea V el espacio vectorial de funciones f: {1,2,3} — C que satisfacen f(1) +
f(2) + f(3) = 0. Notamos que V tiene dimension compleja dime V' = 2 y fijamos la
base B = {fi1, f2} definida por las ecuaciones:

(1.7) [ =fo(1) =1, fi(2)=f23)=-1, fi(3) = f2(2)=0

Queremos estudiar la representacion 7 de S3 sobre V', que acttia como 7w(o): f —
foo~!. En primer lugar, comprobamos que de hecho se trata de una representacion.
Para ello, basta ver que 7 es un homomorfismo de grupos. En efecto:

(1.8)

m(o1002)(f) = fo(o1002)™ = fooy ooy =m(o1)(fooy') = (n(o1) - m(02))(f)

Calculando como acttian los elementos (12), (13) y (123) de S3 sobre f1y fo
(1.9) m(12)(f1) = —f1, m(23)(f1) = fo, w(123)(f1) = foa = S,
(L10) w12 =famfi.  7@D(f) = fr, 7(123)(f2) = —fi.

obtenemos sus expresiones matriciales en la base B

o =38 o=, (3 )

Dado que dim V' = 2, si 7 tiene algiin subespacio invariante no trivial éste debe ser
de dimension 1. Es decir, debe existir un v € V tal que m(g)(v) = A\jv para todo
g € G. Esto equivale a pedir que todas las matrices de la representacion diagonalizan
simultaneamente. Basta ver que, por ejemplo, w(12) y 7(23) no lo hacen. Por tanto,
7 es irreducible.
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La matriz de cambio de base que relaciona 7 con la representacion 73 definida en [1]
es

(1.12) C— G \%)

con C - m3(g) = m(g) - C para todo g € G.

1.3.2. Formas cuadraticas

Por ltimo, veamos un ejemplo de un grupo infinito. Consideramos el espacio
vectorial V' sobre R de formas cuadréticas binarias axz? + 2bxy + cy?. Cada forma
cuadrética Q € V tiene asociada una matriz simétrica mediante la férmula

(1.13) Qz,y) = (z y)-Sq- (i)

Sea G = GLy(R), el grupo de matrices con entradas reales 2 x 2. Vamos a demostrar
que Sg —— DSgDT con D € G induce una representaciéon m de G de dimension 3.
Fijamos primero una base de G en la que los elementos de D son (dw)l2 j=1 ¥ la base
B = {2% 2xy,y?} en V. En ese caso, si

(1.14) Q=

se tiene

(1.15) So = <Z i)

Para calcular 7(D) usamos que Q" = w(D)Q si y solo si Sgr = DSgDT. Por tanto,
basta leer como se transforman los elementos de D en esta ecuacion, resultando:

(1.16) (D) = | diida1r  diidae + diadar  diada
d3, 2da1d22 d3,

El determinante de esta matriz es (di1das — di2da1)® = (det D)3 # 0 por ser D inver-
tible, luego (D) también es invertible y en consecuencia estd en GL3(R). Empleando
esta formula podemos calcular que 7(13) = 13 y que n(DD’) = w(D)n(D’), lo que
prueba que 7 es un homomorfismo de G a GL3(R) y, por tanto, una representacion.

Por ultimo, para que 7 fuera reducible es condicién necesaria que pueda descompo-
nerse como suma directa de dos subrepresentaciones m = m @ w2 que actiien sobre
subespacios de dimension 1 y 2, respectivamente. Como la dimensiéon de la represen-
tacion es 3, todo 7(D) tiene al menos un autovalor real y, asociado, un autoespacio
de dimensiéon 1. Entonces, que la representacion sea reducible equivale a decir que



8 Motivacién y definiciones basicas

este subespacio sea el mismo para todos los m(D). Diagonalizando (D), vemos que
el autovalor real es A\; = det D y su autovector asociado es

_dip

do
(1.17) o = | dgpin

1

sido1 #0y

—2dq1d12
(1.18) o = [ d?) — di1dae
0

si do1 = 0. Por tanto, como v depende de los d;;, concluimos que la representacion es
irreducible.



CAPITULO 2

Representaciones de grupos finitos

2.1. CarActer de una representaciéon y ortogonalidad

En este capitulo, a menos que se especifique lo contrario, los grupos seran siempre
finitos y las representaciones seran sobre los complejos. En primer lugar, vamos a in-
troducir algo de notacién. Dado un grupo G, llamamos L?(G) al conjunto de funciones
de G en los complejos. La eleccién del nombre, evidentemente, no es casual. L?*(Q)
tiene estructura de espacio vectorial complejo, con dim L?(G) = |G| y, ademas, viene
naturalmente equipado con el producto interior

(2.1) (@, 0) = dlg)v(g)".

geG

Esta construccion nos permitird dar una nociéon de ortogonalidad. Como G es finito,
no hay que preocuparse por cuestiones de convergencia o integrabilidad en 2.1. La
historia cambia para grupos infinitos, como veremos méas adelante.

Un resultado util cuando se trabaja con grupos finitos es el siguiente

Lema 2.1.1. Toda representacion de un grupo finito es equivalente a una representa-
cion unitaria.

Demostracion. Sea 7 representacion de G en C?. Consideramos el operador S =
deG 7(g) 7 (g). Notamos que S es hermitico y semidefinido positivo por construccion.
Ademas, sus autovalores son estrictamente positivos, ya que de lo contrario existiria
v € C? tal que (v, Sv) = > geG |7(g)v||* = 0, pero esto es imposible ya que al menos
7(e) # 0. De este modo podemos construir S 1/2 y garantizar que es invertible. Ahora
basta notar que 7' S7T = S porque un promedio sobre todo el grupo es invariante
cuando se actiia (por la derecha o por la izquierda) con elementos del propio grupo!.
Esto nos permite probar que 7/ = S1/27571/2 es unitaria, pues

(2.2) i = 8 V2t grg1/2 = g-1/2g8-1/2 = 1. O

!Una manera algo pedante de expresar esto es decir que la accién de un grupo sobre si mismo es
regular tanto por la izquierda como por la derecha, i.e. que los conjuntos {g: g € G}, {hg: g € G} y
{gh™': g € G} son el mismo para cualquier h € G.

9



10 Representaciones de grupos finitos

Un problema fundamental en muchas areas de las matematicas y la fisica es sa-
ber qué magnitudes dependen de las coordenadas elegidas y cudles no. Esto motiva
definiciones de invariantes en algebra lineal que no se ven afectados por cambios de
base, tales como el determinante o la traza. En este espiritu se introduce en teoria de
representaciéon la nocién de carécter.

Definicién 2.1.1. Dada una representacion w de un grupo G de dimension d, defi-
nimos su cardcter X como

~G—C
(2.3) X
g+— Trm(g)

A modo de ejemplo, consideremos las representaciones irreducibles de Ss.

» Para representaciones de dimension 1, la traza es la funcién identidad. Por tanto,
la representacion trivial tiene caracter constante, xn, (o) = m(o) = 1; y la
representacion que da el signo de la permutaciéon tiene como caracter también
el signo xn,(0) = ma(0) = sgno.

= La representacion irreducible de S3 de dimensién 2 es un poco mas interesante.
Recordamos que esta representacion, w3, es un isomorfismo entre Ss y Ds, el
grupo de simetria de un tridngulo equilétero. Si denotamos por R la rotacion de
120 grados en sentido positivo y por S la simetria alrededor del eje Y, obtenemos
los caracteres recogidos en la siguiente tabla:

| o [m(0) [ xm(0) |
e 1 2
(1,2) S 0
(1,3) | RS 0
(2,3) | R%S 0
(1,2,3) | R —1
(1,3,2) | R? -1

Tabla 2.1: Caracteres de m3

= Por dltimo, en la representacion w4 de dimensiéon 3 que consiste en permutar los
elementos de una base de R?, las permutaciones que fijan uno de los vectores (las
transposiciones) tendréan caracter 1; las que no fijan ninguno (los ciclos de orden
3) tendran caracter cero; y, obviamente, la identidad tendra caracter dim 7wy = 3.

Un resultado elemental que se sigue de la definicién de caracter es el siguiente

Teorema 2.1.1. Los caracteres satisfacen
" Xr@p = Xr T Xp

" Xna®p = X Xp
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Demostracion. Para el primero, basta observar que una suma directa es una matriz
diagonal por bloques (en alguna base), luego su traza es la suma de las trazas de cada
bloque. Para el segundo:

(2.4) O

Trlrop =Ty Zﬂp,_zzﬂpk_@ﬂ) (ép@:mm«p.

1,j=1k,l=1 i=1 k=1

Dada una representacién 7 y fijada una base en GL((Cd), los coeficientes de la
matriz Tr(g);- se pueden ver como elementos de L?(G). El resultado més importante de
este capitulo nos dice que tanto los distintos coeficientes de una misma representacion
como los de representaciones diferentes son ortogonales entre si.

Teorema 2.1.2. Sean 7@ y (%) representaciones irreducibles de un grupo finito G.
Entonces, en cualquier base, los elementos de sus matrices satisfacen

(@i _(B)ky _ NG o k
(25) <7T ],7'(' l> = dlmﬂ-(a) 5ﬂ5l5j

con 5;‘ =1 si y solo si 7@ 2= 7B y cero en otro caso.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que las representaciones tienen la misma
dimension, d. Como ambas son irreducibles, por el lema de Schur han de ser equivalen-
tes. Mas atn, el isomorfismo que permite pasar de una a otra debe ser proporcional a la
identidad, luego 7® = (@) para algin ¢ € C. Ademas, como G es finito, por el lema
2.1.1, podemos restringir nuestra atencién al caso unitario en el que r@™t = W(Q)T.
Por otro lado, para cualquier matriz C' de dimensiones d x d se cumple que

(2.6) D = Zﬂ'

geG

satisface 7f(g)D7(g) = D,Vg € G. Para verlo basta invocar de nuevo la idea de que
los promedios sobre todo el grupo no cambian bajo la accién del propio grupo. Esto
significa que D debe ser proporcional a la matriz de cambio de base entre ambas re-
presentaciones y, por tanto, proporcional a la identidad, digamos D = A 1;. Tomando
trazas a ambos lados, se tiene que Ad = |G|Tr C. Ahora escogemos C igual a cero en
todas sus entradas salvo la (k, j) para seleccionar el elemento de matriz que queremos

Gl ok
2.7 A= 0
(27) -
y, finalmente, seleccionamos el elemento (i,1) de D, resultando

(2.8) =3 wipl) = |G‘515’“
geG
pues D es diagonal. Esto completa la prueba en el caso en que las representaciones

son equivalentes. El caso contrario funciona igual, solo que ahora todos los coeficientes
de D son cero y, por tanto, todos los elementos de matriz son ortogonales. ]
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Un corolario inmediato de 2.1.2 es que los caracteres también son ortogonales.
Basta sumar sobre los indices adecuados:

i th .
(2.9) YN 79D (9) = xal9)X3(9) = (Xas x8) = |GI0§
i=j geG geG
k=l
Otra consecuencia inmediata de las relaciones de ortogonalidad es el siguiente

Teorema 2.1.3. Los caracteres son constantes en cada clase de conjugacion.

Demostracion. Por la propiedad ciclica de la traza

Xa(hgh™) = Tr(n(h)m(g)m(h™")) =
= Te(n~ ' (h)n(R)7(9)) = Trm(g) = xx(9)

para cualesquiera g y h en G. ]

(2.10)

2.2. La representacion regular

Por el teorema de Cayley sabemos que todo grupo finito G tiene una represen-
tacion finita que se obtiene al identificar G con un subgrupo de S, para algin n,
representar S, sobre C" permutando elementos de una base cualquiera y restringir
la representaciéon a Im G. El problema es que esto no nos da una cota superior para
la dimensioén de la representacion, porque a priori no sabemos para qué n podemos
embeber G en S,,. Sin embargo, una estrategia similar permite encontrar una repre-
sentacion de dimension |G|: basta enviar cada elemento de G a un vector de una base
cualquiera de ClGl y actuar libremente con G sobre ella. Ese es el contenido de la
siguiente

Definicion 2.2.1. Dado un grupo finito G de orden N, la representacion regular por
la izquierda de G es la que surge de identificar cada elemento g € G con un vector de
una base cualquiera de L?(G) = CV, digamos eg, Yy dejar actuar G' sobre si mismo por
la izquierdad®, es decir

A: G — GL(CY)

(2.11) g Ag)

con A(g)(en) = egn. Andlogamente, la representacion regular por la derecha se define
como

(2.12) p: G — GL(CY)
(2.13) g+ p(g)

con p(g)(en) = epg-1-

2Si @ es infinito, la representacion regular se puede seguir definiendo sobre L?(G), si bien éste es
ahora un espacio de Hilbert de dimension infinita.
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En lo que sigue, nos referiremos exclusivamente de la representacién regular por
la izquierda. Los resultados por la derecha son idénticos. La importancia de la repre-
sentacion regular radica en que se puede descomponer como suma directa de todas las
representaciones irreducibles de G. Ese es el contenido del siguiente

Lema 2.2.1. Si A\ es una representacion regular de G, se cumple

2.14 A\ =
( ) @W@ O
TeG dr

donde G es el conjunto de todas las representaciones irreducibles de G y dr es la
dimension de w. Ademds, se tiene que

(2.15) d =Gl
WGG

Demostracion. Primero recordamos que toda representacion es suma directa de irre-
ducibles. Usando las relaciones de ortogonalidad, para cada m irreducible tenemos
{Xrs X2) = mz|G| donde m, es la multiplicidad de 7 en la representacion regular A.
Por otro lado, sabemos que xx(g) = 0 en todas las clases de G salvo en la identidad,
donde xa(e) = |G|. Por tanto, (x=,xxn) = x=(€)xa(e) = dz|G| y, en consecuencia,
my = dr. La formula para las dimensiones se sigue trivialmente de este resultado
considerando el tamano y la multiplicidad de cada caja en . ]

o - (@)iyii=1,,
Esto significa que el conjunto {= ]}aeg

sentaciones irreducibles no equivalentes es una base de L?(G), pues contiene dim L?(G)
|G| vectores ortogonales y, por tanto, linealmente independientes. Multiplicando cada

o de elementos de matrices de repre-

uno por %] se obtiene una base ortonormal. Este resultado se puede usar de nuevo

junto con las relaciones de ortogonalidad para probar el siguiente

Teorema 2.2.1. El nimero de clases de conjugacion coincide con el nimero de re-
presentactones irreducibles.

Demostracion. El resultado se sigue de que los caracteres de representaciones irredu-
cibles forman una base en L?(G) para las funciones constantes en cada clase. Para
verlo, sea F': G — C constante en cada clase. Por un lado, usando la base de L*(G)
calculada previamente, la podemos desarrollar ' como

deo )
(2.16) Flg)=Y_> al®(g)
weCii=1

Por otro lado, como F' es constante en cada clase, se tiene que

(2.17) Flg) = 3 Flhgh™)
heG
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Expandiendo F(hgh™!) en la base anterior y usando las relaciones de ortogonalidad
para hacer la suma en h se obtiene

NZZ Z ol 7@ (g)m <a>§(h—1)

hEGaegz]kl 1

=D Z ) 530
acG ig,kl=1 a

(ortogonalidad)

_sz ak

aele} 1

(2.18)

(contrayendo las ¢)

do o
-y
«—~d
acG =1
(definicion de caracter)

Por tanto, como la dimensién del espacio de funciones constantes en cada clase es
igual al niimero de clases, de esto se sigue que hay tantas representaciones irreducibles
como clases. O

2.3. Ejemplos

2.3.1. A, y las simetrias del tetrahedro

En esta seccién vamos a estudiar el grupo T de rotaciones que dejan invariante un
tetrahedro regular. En primer lugar, observamos que 1" debe ser isomorfo a algin sub-

grupo de Sy, digamos T’ é G C Sy, puesto que si etiquetamos los vértices del 1 al 4, ac-
tuar sobre él con T equivale a permutar las etiquetas. Ademas, como estamos conside-
rando solo movimientos directos, dados tres vértices cualesquiera, la matriz (v;|v;|vk)
que los tiene por columnas debe cumplir det (R - (vilvj|vg)) = det(vy(i|vo() Vo))
para todo R € T', con 0 = ¢(R) € Sy. Dicho de otra forma, T" contiene solo permuta-
ciones con signo par, por lo que T' C A4. Ahora basta un poco de intuiciéon geométrica
para darse cuenta de que T tiene 12 elementos (ver tabla 2.2) y, por tanto, T' = Ay.

Un céalculo tedioso pero sencillo revela que los 3-ciclos estan formados por dos clases
de conjugacién con cuatro elementos cada una. Cada uno de esos cuatro elementos
fija un vértice distinto. La pertenencia a una u otra clase tiene que ver con el sentido
de la rotacion. Una de ellas contiene las rotaciones horarias; la otra, las antihorarias.
Por ejemplo, en la primera tendriamos el elemento (123), que fija el 4, y en la otra
estarfa el (132), que también fija el 4 pero permuta los otros vértices al revés. Por
altimo, todas las composiciones de 2-ciclos disjuntos estan en la misma clase, lo que,
contando también la identidad, resulta en un total de cuatro clases de conjugacion.
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T Ay

1 e=(1)(2)(3)(4)

Ocho rotaciones de dngulo +27/3 que fijan | 3-ciclos de la forma (ijk) con i # j # k
uno de los vértices

Tres rotaciones de angulo 7 alrededor de | Composiciones de 2-ciclos de la forma
un eje que une los puntos medios de dos | (ij)(kl) coni # j #k #1
aristas no adyacentes

Tabla 2.2: Isomorfismo entre Ty Ay

Usando el teorema 2.2.1 concluimos que T debe tener cuatro representaciones
irreducibles. Sabemos que la representacion regular tiene dimension 12 y contiene
todas las irreducibles y que entre ellas debe estar la trivial, luego tenemos 12 + d? +
d3 + d% = 12. Esta ecuacion se puede resolver por simple inspeccion (o fuerza bruta),
resultando d; = dy = 1y d3 = 3. Por el lema de Schur, la representaciéon de dimensién
3, w3, debe ser equivalente a la representacion sobre R? de T, luego 73 = ¢~ 1. Las
otras dos representaciones de dimension 1 surgen de considerar homomorfismos que
“ignoran” los ciclos de la forma (ij)(kl), enviandolos a la identidad, pero “respetan”
los 3-ciclos, enviandolos a una rafz primitiva tercera de la unidad, w = e27/3 ¢ w? =
e¥7/3 . Enviar las rotaciones horarias a w y las antihorarias a w? da una representacion
mientras que la asignacién inversa da la otra.

Pasamos ahora a calcular la tabla de caracteres. En dimensién 1, la traza es la
funcién identidad, por lo que no hay nada que discutir. Para 7, sabemos que toda
rotacion de angulo 6 en R? tiene como traza 14 2 cos 6. Por tanto, los 3-ciclos tienen
caracter 14 2 cos(+2m/3) = 0; las composiciones de 2-ciclos disjuntos tienen caracter
14 2cosm = —1; y, como siempre, la identidad tiene caracter igual a la dimension.
Resumiendo:

| ESEAEENEN
[e] 1] 1] 1]3
[(12)(34)] | 1 | 1 | 1 |-1
[(123)] | 1 | w | w? | O
[(132)] | 1 |w?| w | O

Tabla 2.3: Caracteres de Ay

Fijando una base B en R? se pueden calcular explicitamente las matrices 3. Por
ejemplo, en la base en que el tetrahedro inscrito en la esfera unidad tiene por vértices

22 | (-V2 | (-2 0
(2.19) V1 = = 0 , V2= = \/6 , U3 = = 7\/6 s, U4 = 0
-1 S\ 41 S\ 1 1
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se tiene que 73((123)) es diagonal por cajas

~1/2 —V/3/2 0
(2.20) m3((123)) = [ V3/2 —1/2 0
0 0 1

mientras que los otros 3-ciclos tienen expresiones més complicadas. Por otro lado, los
tres elementos de orden 2 conmutan entre si, luego debe existir una base B’ donde
son simultdneamente diagonales. Ademaés, sabemos que son rotaciones de angulo T,
luego su expresion diagonal debe contener un 1 y dos —1. Un célculo sencillo permite
encontrar la matriz de cambio de base

1 V3 =2
(2.21) Cosp=—F4|2 0 V2
B—B NG R Y-

y la expresion de los ¢((ij)(kl)) en B

-2/3  1/vV/3 —V2/3
m3((12)(34)) = | 1/V3 0 —V/2/3
—/2/3 —/6/3 —1/3
-2/3  —1/V/3 —/2/3
(2.22) m3((13)(24)) = | -1/V3 0 2/3
—/2/3 2/3  —1/3
1/3 0 2v2/3
0o -1 0
2v/2/3 0 —1/3

m3((14)(23)) =

2.3.2. Modos normales de un sistema mecanico

La teoria de representacion de grupos se usa frecuentemente en fisica para codificar
las simetrias de un sistema, facilitando algunos calculos. En esta seccién vamos a apli-
car esa filosofia al estudio del movimiento de tres masas iguales m unidas por muelles
idénticos con constante elastica k que se desplazan sobre un plano sin rozamiento (ver
2.1).

Como tenemos tres masas en dos dimensiones, el espacio de configuracion es
R?@R?@R? = RS Llamaremos a las coordenadas r = (x1,y1,22,%2,73,3) v a
la velocidad v = 1. Las ecuaciones de movimiento méas generales para un sistema de
este tipo en el que las masas y constantes elasticas no son necesariamente idénticas se
pueden obtener a partir del lagrangiano

(2.23) L(r,t) ="Mt —rTKr

con M = diag(mq,mg, m3) la matriz que contiene las masas en su diagonal y K una
matriz simétrica que nos da la energia potencial elastica del sistema. Las ecuaciones
de movimiento vendran dadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange:

doL  oc

(2.24) @ = o
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Figura 2.1: Sistema de tres masas y muelles idénticos en equilibrio

En general, resolver este sistema requiere diagonalizar la matriz M~ K. Como K es si-
métrica, los autovalores son reales y los autovectores son ortogonales. La nomenclatura
fisica suele llamar a las raices cuadradas de los autovalores frecuencias fundamentales
(porque tienen unidades de frecuencia, rad/s) y a los autovectores modos normales.

En lugar de seguir este camino, nosotros vamos a explotar las simetrias del sistema
para ahorrarnos céalculos. Empezamos observando que como las tres masas son iguales,
las podemos intercambiar entre si. Dicho de otra forma, el problema es simétrico
bajo permutaciones arbitrarias. Esto induce una representacion de S3 de dimensién 3.
Ademas, como los muelles son también idénticos, la configuraciéon de equilibrio debe
ser un triangulo equilatero, que no se ve alterado bajo la accién del grupo dihédrico
Ds. Llegados a este punto, conviene ver a R® como el producto R? ® R? y cambiar las
etiquetas de nuestras coordenadas como

(2-25) (7"11,7"1277"21,7“22,7“31,7“32)

para hacer manifiesto que S5 acttia sobre el primer indice (que etiqueta masas) y Ds
sobre el segundo (que etiqueta los vértices del triangulo. Esto nos permite escribir la
representacién que contiene la simetria global del problema como

596 D: S3 — GL(R® ®R?)
(226) or— (my @ m3)(0).

Por el teorema 2.1.1 tenemos que Xp = Xr,Xn3;- ISto nos permite aprovechar los
caracteres calculados en la seccién 2.1 para obtener

227)  xo(e)=2-3=6 xp(12)=—1-0=0; xp([123))=0-1=0

FEstos no son mas que los caracteres de la representaciéon regular, por lo que ambas
deben ser equivalentes y D = w1 @ ma @3 P73 por el lema 2.2.1. Por otro lado, usando
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las relaciones de ortogonalidad, se puede demostrar® que si una representacion p se
descompone como suma directa de 7(® irreducibles, el operador

> Xalg)e

geG

2.2 Py
(2.28) dlmp

con do, = dim7(® es la proyeccion sobre el subespacio asociado a 7(®. Para verlo,
basta poner ¢ = j en la relacién de ortogonalidad 2.1.2 y sumar parat=j =1,...,d,.
A la izquierda estaremos calculando la traza de 7% y a la derecha estaremos imponien-
do que @ = j, luego las deltas son solo distintas de cero si ¢ = j = m = [. Resumiendo,
en la base en que p es diagonal por cajas, P, sera
1,, O
0= (% 0)

) IPILLE

i j 1 geG
En particular, si p es la representacién regular, esto nos permite calcular proyecciones
sobre cada una de las representaciones irreducibles de G. Aplicando este resultado a
Ss, se tiene, en la base B = {e, (23), (12), (132), (123), (13)}:

2.2
(2.29) dlmp

1 9 _¥8 V3 1 V3
4 12 12 4 6
0 0 0 0 0 0
1 Y3 9 L L V3 1
_ _ 12 12 12 12 6
AR PR NI
e 1 g 5 B 1 3
4 12 12 4 6
VIR R R
6 6 6
(2:30) 1 _1 3 _¥3 1
12 6 12 12 12
11 V3 3 1
6 3 6 6 6
V3 V3 1 1 VB
ngn 12 6 1 1 2
V3 8 1 1 _\B g
0653 12 6 4 4 12
1 1 3 _v3 1
12 6 12 12 12
0 0 0 0 0 0

Ambos operadores tienen rango 1, por lo que se tratan de proyectores sobre subespa-
cios de dimensién 1. Diagonalizando podemos calcular los vectores que definen estos

subespacios:

<

=

Il

|
N

(2.31)

<
1\
I
|

=%

3Ver en |5, pp.23-4].
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Figura 2.2: Modos normales asociados a la representacion trivial (izquierda) y del
signo (derecha).

Recordando lo que significa cada coordenada en este espacio, podemos leer la informa-
cion fisica y dibujar los modos normales (ver 2.2). Observamos que la representacion
trivial estd asociada con un modo simétrico en el que las particulas oscilan en fase ale-
jandose y acercandose al centro del tridngulo, mientras que la del signo esta asociada
a una rotacién rigida sin oscilacién.

2.4. Tablas de Young y la hook length formula

Introducimos ahora un lenguaje grafico que permite calcular ciertas propiedades
de las representaciones de S, usando argumentos combinatorios. Dado un nimero
natural n, decimos que A = {A1,..., A} € N™ es una particion de n si ), \j = n.
Denotamos por p(n) al namero de particiones de n diferentes. Cada particion se puede
representar graficamente de la siguiente forma: primero, ordenamos sus elementos en
orden decreciente; a continuacién, dibujamos m filas de simbolos, con A; simbolos en
cada fila para ¢ = 1,...,m. Por ejemplo, dadas las particiones 3 = 3,3 =2+ 1y
3 =14 141, sus respectivas representaciones son

00
ooo0 g

OO

Estos dibujos se conocen como diagramas de Young. Mas formalmente, podemos
dar la siguiente

Definicion 2.4.1. Dada una particion A de n de tamano m, el diagrama de Young
de \ es:

(2.32) Yy = {(i,j) € N?:i <m, j < N}
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Cada diagrama de n celdas esté asociado a una clase de conjugacion de S,,. Para
ver esto, basta notar que las columnas del diagrama reflejan la estructura de ciclos
de cada clase®. Por el teorema 2.2.1, esto implica que existe también una biyeccion
entre diagramas de Young de n y representaciones irreducibles de S,,. Ademés, de
cada diagrama se puede leer la dimension de la representacion irreducible asociada
usando el siguiente

Teorema 2.4.1. (Hook length formula) La dimension de la representacion irre-
ducible de S, asociada al diagrama de Young Y) viene dada por

n!

[T [n(iJ)]

(17])€Y>\

(2.33) d=

donde h(i,7) es el “gancho” de la celda (i,j), i.e. el conjunto de celdas (k,l) € Yy con
k=tyl>jdl=j5yk>i.

Demostracion. Ver en [6]. O

Este resultado da una forma eficiente de calcular dimensiones de representaciones
de grupos simétricos grandes. Por ejemplo, dado el siguiente diagrama de Young

[
(W

correspondiente a la los elementos de Sg de la forma (ij)(kl)(mn), es inmediato cal-

cular la hook length de cada celda

y, con esto, la dimension de la representacion irreducible de Sg asociada

8!

(2:34) 6-5-4-2.-1-3-2-1

28

4Cada clase de conjugacion de S,, se corresponde con una estructura de ciclos, ver en [5] pp- 35-37.



CAPITULO 3

Grupos de Lie y teorias gauge

3.1. Grupos de Lie

Todos los grupos que hemos considerado en las secciones anteriores eran finitos a
excepcion de Z. Pasamos ahora a considerar grupos infinitos con cardinal no nume-
rable que, ademaés de la estructura algebraica, poseen una topologia y una estructura
diferencial que los hace localmente difeomorfos a R™.

Definicién 3.1.1. Un grupo de Lie G es un grupo que ademds es una variedad dife-
renciable de dimension finita equipada con una estructura diferencial compatible con
la operacion del grupo, de tal forma que las funciones

o:G— G
0:GxG— G

(3.1) )
g——g

1
(g,h) — gh

sean requlares.

Los grupos de Lie mas importantes que vamos a ver son grupos de matrices. Mas
en concreto, se trata de los subgrupos de GL(N) con entradas reales o complejas
que vienen recogidos en la tabla 3.1. Algo que tienen en comun todos ellos es que
son compactos. Ademés, todos son conexos salvo O(N), que tiene dos componentes
conexas: una que contiene la identidad y es isomorfa a SO(N) y otra que contiene las
matrices de determinante —1. Una prueba de estos resultados puede encontrarse en
[12, pags. c. 8-9|.

’ Nombre ‘ Subgrupo de ‘ Definicion ‘ Comentario/lectura
O(N) GLy(R) MM =1 Grupo ortogonal
SO(N) GLn(R) MTM =1y det M =1 | Grupo especial ortogonal
U(N) GLyN(C) MM =1 Grupo unitario
SU(N) GLy(C) MM =1y detM =1 | Grupo especial unitario

Tabla 3.1: Grupos de Lie notables

21



22 Grupos de Lie y teorias gauge

Veamos un ejemplo sencillo para fijar ideas: SU(2). Primero vamos a dar una para-
. . . b .
metrizacion. Para una matriz en GL2(C) cualquiera, M = (CCL d)’ con determinante

1, de la condicion MMT = 1 se deduce:

(5 )

luego a = d* y ¢ = —b*, de modo que podemos escribir cualquier matriz en SU(2)
como
e cosu e sinu
3.3 M = o -
(3.3) <—e"¢ sinu e " cos u)

con u, 6, ¢ € R. Es decir, SU(2) se puede parametrizar por un par de nimeros com-

plejos, z = e cosu y w = '? sinu tales que |z|? + |w|? = 1.

Un resultado conocido es que SU(2) es isomorfo a los cuaterniones unitarios. Recor-
damos que los cuaterniones H son el algebra no conmutativa de ntimeros de la forma
q=qo+ qii+q2j+gsk con los g; € R tales que las unidades imaginarias satisfacen
iZ = j2 = k? = —1 y el producto de dos unidades cualesquiera es la tercera multiplica-
da por el signo de la permutaciéon cuando leemos la igualdad de izquierda a derecha,
i.e. por ejemplo ij = k pero kj = —i. Los cuaterniones unitarios son aquellos para
los que ||q]] = q¢* = \/ @2 +qi + g5 +q3 = 1, donde la conjugacion se define como
¢ = qo — q11—q2j —q3 k. Topologicamente este conjunto no es més que S°, la esfera
de dimensién 3.

Por otra parte, una forma alternativa de definir los cuaterniones es como el algebra
compleja generada por {1,j}, pues qo+q1i+q2j+qgsk = (q0+q12) + (q2 +¢32) j.' Esto
sugiere que los cuaterniones unitarios se pueden ver como pares de nimeros complejos
cuyos modulos al cuadrado suman 1. Dada la parametrizacion previa de SU(2), el
isomorfismo f entre ambos salta a la vista:

Hjg)=1 SU(2)

)

0 1 .
k <z 0)-2096

Tabla 3.2: Isomorfismo entre cuaterniones unitarios y SU(2)

donde las o; son las conocidas matrices de Pauli. De esta manera queda establecido
que SU(2) = 83 como grupos de Lie.

'El abuso de notacién necesario para que esto funciones es identificar la unidad imaginaria com-
pleja ¢+ € C con la cuaternionica i € H.
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A la vista de este resultado cabe preguntarse si la esfera S? es también un grupo de
Lie. Un primer intento naive de darle estructura de grupo es usar el producto vectorial
en R? y después normalizar. Llamemos a esta operacion *. Rapidamente nos damos
cuenta de que esto falla porque no es posible encontrar una identidad. En efecto, si
buscamos e € S? tal que u * e = u para todo u € S? debe ocurrir que exista A # 0 tal
que u X e = Au. Si planteamos el sistema lineal que implica esa ecuacién

Ug2€e3 — uzey — )\ul
use1 —uij€esz = )\UQ

U1€2 — U2€1 = )\Ug

vemos que no tiene soluciéon para e porque el rango de la matriz de coeficientes es
2 pero la matriz ampliada tiene rango 3. [da una intuicén geométrica de qué quiere
decir esto|

En realidad no hay forma alguna de hacer de S? un grupo de Lie. Esto es con-
secuencia del siguiente resultado importante: en cualquier grupo de Lie G, dado un
vector tangente en la identidad v € T.G, es posible definir un campo vectorial en
todo G que no se anula en ningtn punto y tal que vale v en T.G. Esta construccion
es posible porque £, la aplicacion que consiste en multiplicar por la izquierda todo
el grupo por un elemento g, es un difeomorfismo, luego su diferencial es invertible en
todo punto y por tanto dfyv siempre serd distinta de cero. Esto significa que las esferas
de dimension par no pueden tener estructura de grupo de Lie, dado que satisfacen el
teorema de la bola con pelo, que nos dice que todo campo vectorial definido sobre
ellas debe anularse en al menos un punto.

~Y

Por otro lado, en dimensiéon 1 si tenemos que S' = U(1) mandando 6 — e, De
hecho, esto agota las opciones de esferas con estructura de grupo de Lie. La demos-
tracion de este resultado requiere el uso de cohomologia. Basicamente se tiene que en
el espacio tangente de todo grupo de Lie G compacto y conexo es posible definir un
producto escalar llamado forma de Killing y, a partir de este, una 3-forma mediante
w(z,y, z) = (z, [y, z]) conocida como forma de Cartan. Sin = 1, S™ es abeliano, luego
w = 0 y el siguiente argumento no es valido. Para n > 1, sin embargo, se tiene que w
es cerrada, i.e. dw = 0, pero no exacta, i.e. no existe 2-forma 7 tal que dn = w. Esto
implica que el grupo de cohomologia de de Rham H3(G), que se define precisamente
como el cociente entre formas cerradas y exactas, no es trivial, lo cual estd en con-
tradiccion con que S™ sea una esfera salvo si n = 3, porque H¥(S™) = 0 salvo para
k=0,n?

3.2. Algebras de Lie

Pasamos ahora a considerar las llamadas élgebras de Lie. Damos primero su defi-
nicién abstracta.

Definicién 3.2.1. Un dlgebra de Lie g es un espacio vectorial real o complejo equipado
con una forma bilineal [,]: g X g — @ antisimélrica que satisface la identidad de

2Ver [10] para mas detalles.
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’ Nombre ‘ Subgrupo de ‘ Definicion ‘ Dimension ‘
o(N) My «n(R) M =-MT N(N —-1)/2
s50(N) Myxn(R) | M =—-MT, TrM =0 | N(N —1)/2
u(N) My «n(C) M =—-M N2
su(N) | Myxn(C) | MT=—-M, Tt M =0 N2 -1

Tabla 3.3: Algebras de Lie de grupos de Lie notables

Jacobi
(3.4) [, [y, 2]l + [2, [z, 9] + [y, [2,2]] =0 Vz,y,2 € g.

Los elementos de una base cualquiera de un dlgebra de Lie se denominan generadores.

A primera vista, esto no tiene nada que ver con grupos de matrices. En particular, en
el algebra de Lie existe una estructura de espacio vectorial que no esta presente en los
grupos, que son variedades. La conexién entre ambos conceptos viene de entender las
algebras como una linealizacion del grupo, identificiAndolas con el espacio tangente en
la identidad y tomando como corchete el conmutador.

Definicién 3.2.2. Dado un grupo de Lie de matrices G € GLy, definimos su dlgebra
de Lie g como el espacio tangente en la identidad T'1G equipado con el corchete definido
por el conmutador [X,Y] = XY — Y X.

El algebra de un grupo de matrices se suele denotar con las mismas letras que el
grupo pero en minuscula y tipografia fraktur. Pasamos ahora a calcular las algebras
de Lie de los grupos vistos en la seccién anterior. Para ello, procederemos del siguiente
modo: consideramos una curva genérica M : (—1,1) — G que pase por la identidad,
M(t = 0) = 1. A continuacién, derivamos las ecuaciones que definen G como subgrupo
de GLy y, evaluando en ¢t = 0, obtenemos las condiciones que deben satisfacer las
matrices del espacio tangente. Los resultados se recogen en la tabla 3.3. Para ver por
qué det M = 1 en el grupo implica Tr M = 0 en el algebra hay que usar la formula
de Jacobi [16] que nos dice que

d ~ d
. — ME)=Te | M(t)—M
(3.5) 7 det M (t) T ( (t) o (t))
donde M es la matriz de adjuntos de M. Observamos que M 0) = 1 =1, luego si
det M(t) = 0 efectivamente se cumple Tr(M') = 0.

Por otro lado, el calculo de las dimensiones sale de “contar grados de libertad”.
Asi pues, toda matriz N x N con entradas reales requiere especificar N? parametros.
Si es antisimétrica, como es el caso de o(N) y so(N), los (N? — N)/2 elementos
por debajo de la diagonal vienen fijados por los que estan por encima y los N de la
diagonal deben ser cero®, luego dimo(N) = dimso(N) = N2 — N — (N2 — N)/2 =
N(N — 1)/2. El razonamiento en el caso complejo es analogo, solo que ahora cada

3Esto también implica que la condicién Tr M = 0 es redundante en este caso.
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entrada requiere dos valores reales, luego en principio tenemos 2N2, de los que la
condicion de antihermiticidad fija N?>— N por debajo de la diagonal y N en la diagonal,
que ahora debe estar hecha de numeros imaginarios puros. Por tanto, dimu(N) =
2N? — (N2 — N) — N = N? y dim (su)(N) = N? — 1 porque la condicién de la traza
ahora si resta un grado de libertad.

Ademaés del corchete de Lie, bajo ciertas hipotesis* podemos equipar un algebra
de Lie con otra forma bilineal, en este caso simétrica, que funciona como un producto
escalar. Esta se conoce como la forma de Killing y ya hizo su aparicién mas arriba
cuando discutimos de pasada por qué casi ninguna esfera es un grupo de Lie. Por
ejemplo, en el caso de su(2), la forma de Killing se escribe (X,Y) = —1 Tr(XY).
Veamos que, en efecto, es un producto escalar. En primer lugar, es bilineal y simétrica
por las propiedades (lineal y ciclica, respectivamente) de la traza. Ademas, vemos que
las matrices de su(2) se pueden escribir como

(3.6) X:< ci aﬂn’)

—a+bt —ci

con a,b,c € R, y con esto podemos calcular que (X, X) = a? +b?> + ¢ > 0, con
igualdad si y solo si X = 0. Este calculo muestra ademas que la base escogida es
ortogonal. Los elementos de esta base son de hecho {0;,10,10.}, donde los o; son
las matrices de Pauli que ya aparecieron anteriormente cuando estudiamos SU(2).

3.2.1. La aplicacién exponencial

Dado un elemento X de un algebra de Lie, existe una manera canénica de enviarlo
al grupo mediante la curva que pasa por la identidad con velocidad X. Como hemos
visto antes, cualquier vector en la identidad se puede extender a un campo vectorial
en todo G gracias a la propiedad de grupo. Eso garantiza que la siguiente definicion
funciona.

Definicion 3.2.3. Dados un grupo de Lie G y su dlgebra de Lie g, la aplicacion
exponencial se define como

exp: g — G

(3.7) X s (1)

donde v: R — G es la unica curva tal que v(0) = e, v'(0) = X y v(t)v(s) =
v(s+t)Vs,t € R. En particular, si G es un grupo de matrices, se cumple que
oo
Xk
k=0

Las condiciones impuestas a « en la definicién anterior la convierten en un homo-
morfismo de R a un subgrupo de GG que se suele conocer como grupo uniparamétrico.

4E] grupo ha de ser compacto y simple.
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Hace falta comprobar algunos flecos sueltos: que v es efectivamente tnica, que am-
bas definiciones coinciden para grupos de matrices y de que la serie infinita converge.
Remitimos a |7, pags. c. 2| para las demostraciones.

Si X e Y son dos matrices N x N que conmutan, se puede expandir cada término
de la serie anterior como un binomio de Newton para probar que exp(X +Y) =
exp(X) exp(Y). Esto no es cierto en general, cuando las matrices no conmutan, porque,
por ejemplo X2 + XY + Y X +Y? £ X? + 2XY + Y? y resultados semejantes para
términos de orden superior. Es posible obtener una expresion cerrada para el producto
de exponenciales en el caso general en forma de serie infinita, aunque es bastante
engorrosa. Se conoce por el nombre de féormula de Baker-Campbell-Hausdorff>. Si
llamamos exp(Z) = exp(X) exp(Y'), los primeros términos son

(3.9) 2(X,¥) = X +Y + X, Y]+ O(x%)

suponiendo Y = O(X) [xk?7?]. En efecto, si comparamos el desarrollo de Taylor de
exp(hX)exp(hY) para h € R alrededor de h = 0

2 2
exp(hX)exp(hY) = (1 X+ xr O(h3)> (1 +hY + %W - O(h3)>

2
(3.10) 2

=1+h(X +Y)+ ?(XQ + Y% + h2XY + O(h?)

con el de exp(hZ)

exp(hZ) =1+h(X +Y) + h; ((X,Y]+ (X +Y)?) + O(h%)

(3.11) A

h
=1+h(X +Y) + o (X2 4+Y?+2XY) + O(h?)

comprobamos que coinciden hasta segundo orden.

3.2.2. Constantes de estructura

Dada una base de un algebra de Lie, las coordenadas de los corchetes de elementos
de la base reciben un nombre especial.

Definicién 3.2.4. Dada un dlgebra de Lie g con generadores {ei}f\il, las constantes de
estructura f;; se definen como las coordenadas de los corchetes de pares de generadores
en la base de los generadores, es decir

N
(3.12) [ei,ej] = Zf!jek
k=1

Por ejemplo, en su(2) tenemos

(3.13) (102,10 = 210,, [10,10,] = 210y, [10y,10;] = 210,;

5La formula y su demostracion se pueden consultar en [11, sec. 5.3].
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k

luego, en términos del stmbolo de Levi-Civita, f;; = 21€'% en la base ordenada B =

{104,104,10}.

Otro ejemplo sencillo es so(V). Siguiendo a [12], denotamos por e;; a las matrices
N x N con 1 en su entrada (i, j) y cero en el resto. Sus antisimetrizaciones E;; =
e;j — e;; dan una base de so(/N) si tomamos 1 < i < j < N. Con esta notacion, los
conmutadores son

(3.14) [Eij, Ex] = Eydji + Ejpdy + Egi0j + Eyjoa

Por la definicién de d;;, el lado derecho es distinto de cero si y solo si el primer elemento
del conmutador comparte un indice con el segundo. Por otra parte, dado que E;; = 0,
para que el lado derecho no se anule, los dos indices restantes han de ser distintos. Si
esto se satisface, la constante de estructura vale +1. Por ejemplo, sii # j =k # [ # 4,
se tiene [Eyj, Ej| = Ey.






CAPITULO 4

Representaciones de grupos y
algebras de Lie

4.1. Los casos SU(2) y SO(3)

4.1.1. Representaciones y algebras de Lie

Empezamos dando dos definiciones que seran necesarias después.

Definicion 4.1.1. Si G es un grupo de Lie de matrices, llamamos representacion

adjunta, Ad, de G a la aplicacion

Ad: G — GL

(4.1) (9)
g — Ad,

que actia por conjugacion, enviando cada X € g a Adg(X) = gXg!

de Lie de G.

, con g el dlgebra

Es facil ver que Ad es un homomorfismo de grupos de Lie. Como consecuencia de esto
[7, sec. 3.5, podemos calcular la aplicacion tangente a Ad en la identidad como

d
adx(Y) = at Adexp(tX)(Y)|t=U

d
(4.2) = (e (1X) Y exp (~X) |imo
=XY-YX
= [X,Y]
Se tiene ademés que ad es un homomorfismo entre las algebras de Lie g y gl(g), es
decir, respeta los corchetes de forma que ad([X,Y]) = [adx,ady]. La representacion
adjunta sirve para definir en el caso general la forma de Killing

Definicion 4.1.2. Dada un dlgebra de Lie g real definimos su forma de Killing como

K:gxg—R

(4.3) (X,Y) — Tr(ady ady).

29
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El caso complejo es idéntico cambiando R por C. Si g es real y G es simple y compacto,
se tiene que K es definida negativa [??7?], por lo que la aplicacion (X,Y) = —K(X,Y)
define un producto interior en g. De hecho, se puede probar [7] que, salvo una constante
multiplicativa, este es el inico producto interior invariante bajo la acciéon de Ad. Dicho
de otra manera, la forma de Killing nos da una manera natural de medir angulos en
g si queremos que actuar por conjugacion con elementos de G sobre g resulte en una
isometria.

4.1.2. Toros maximales y subalgebras de Cartan

Para estudiar las representaciones de un grupo de Lie compacto se empieza por
estudiar las de su “mayor” subgrupo abeliano, T' C G, en el sentido de que no existe
T" abeliano tal que T C T C G. A este grupo se le denomina toro maximal, por
razones que seran evidentes en breve'. Por ser T’ abeliano, cualquier representaciéon
de G restringida a T" debe consistir de matrices que conmutan entre si. En particular,
podremos diagonalizar simultdneamente todos los m(h) para h € T. Ademaés, si nos
restringimos a representaciones unitarias, algo que siempre podemos hacer si G es
compacto?; se tiene que todos los elementos de la diagonal estdn en U(1), luego

eflo) o ... 0
0 et 0

4.4 m(g) = ,
(44 O
0 0 ... eWald)

y Im 7|7 es isomorfa a un toro de dimension igual a 7|7, lo que justifica su nombre.
Se cumple ademéas que T' contiene elementos de todas las clases de conjugacion en G
[7, 7]. Este hecho permitira extender las representaciones de 7" al resto del grupo de
forma esencialmente tinica, médulo equivalencias unitarias.

Para entender las representaciones de G y 1" vamos primero a ver qué ocurre con
las representaciones de sus algebras de Lie asociadas, g y t. Después extenderemos
esa informacion local a todo el grupo®. El &algebra t hereda de T las propiedades de
ser conmutativa y maximal. Esto convierte a en una subalgebra de Cartan?. En todo
rigor, necesitaremos considerar las extensiones complejas

gc=9Dg

(4.5) tc=tdat

Esta construccion aparentemente artificial se revelara necesaria en el apartado siguien-
te para poder diagonalizar ciertos operadores que acttian sobre g y tienen autovalores

!Evidentemente, T no es tinico, pero se puede probar [| que dos elecciones cualesquiera son conju-
gadas entre si. Esto nos permite hablar de un solo toro maximal, entendido que lo hacemos mo6dulo
conjugacion.

2Ver [].

3Podemos hacer esto siempre que pasar al algebra no se pierda informacion, algo que solo ocurre
cuando G es simplemente conexo ||

4Esta no es la definicién general, pero es una caracterizacion adecuada para algebras semisimples,
que son las tnicas que consideramos [7, pag. 7.2].
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complejos. A la dimensién real de t o, alternativamente, a la dimensiéon compleja de
tc, se la conoce como rango.

Vamos a ilustrar todo esto con varios ejemplos. En SU(2) podemos tomar

(4.6) Tz{(%a 6%):9@1@}, t:{(’g _%):eeue},

luego t tiene dimension 1 y esta generada por w0, por lo que el rango de SU(2) es 1.
La situacion para SU(3) es similar pero con dos parametros libres

mientras que para SO(3) podemos escoger

cos(f) sin(d) O 00 0
4.7 T= —sin(f) cos(f) 0] :0€R,, t= 0 0 —0]:0eR,,
0 0 1 06 O

4.1.3. Pesos y raices

Por lo visto en el apartado anterior, cualquier representacion m|p de dimension d
se puede escribir como la suma directa

(4.8) =B xx

donde las xx son unitarias de dimensién uno y, por tanto, irreducibles e iguales a sus
caracteres. Ademas, por ser m un homomorfismo de grupos de Lie, el diagrama

G —"— U(CY)

T o]
g

—9" s u(d)

conmuta, por lo que para cualquier H € t se cumple

(4.9) xk(exp(H)) = exp(dxx(H))

con los dy; lineales en t. Dicho de otra forma, cada representaciéon unidimensional xp
queda univocamente determinada por un funcional lineal ¢;, € «t*, con dy; = 27/,
donde el factor 27 se introduce meramente por conveniencia posterior. En ese mismo
espiritu definimos también

e:t— G
(4.10)
H — exp(2mH),

una versiéon normalizada de la funciéon exponencial. Se tiene entonces que todos los xx
deben ser triviales en el reticulo

(4.11) L =kere={H € t: exp(2nH) = 1}.
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Esto equivale a pedir que los £ se encuentren en el reticulo reciproco
(4.12) L*={tet:l(x)eZ VzxelL}.

A cada uno de los elementos de L* lo llamaremos peso analiticamente entero. Lo intere-
sante de esta construccién es que existe una biyecciéon entre pesos y representaciones
irreducible de T'. Estéa claro que por cada peso podemos construir una representaciéon
irreducible 7|7 que actia sobre h € T como exp(2ml(H)) cuando exp(H ) = h. Menos
obvio es que cualquier representacion irreducible 7| se obtiene a partir de un peso.
Remitimos a [7]| para la prueba. Ademas, si t es semisimple, todas sus representacio-
nes finitas son completamente reducibles |7, sec. 10.3], por lo que estan univocamente
determinadas por la funcién
w: L¥ — N

(4.13)
0 — my

que da la multiplicidad de cada peso en la representacion®. De este modo las repre-
sentaciones de T' quedan completamente caracterizadas.

La pregunta natural llegados a este punto es qué pasa al extender las representa-
ciones a todo el grupo. En particular, nos gustaria saber qué forma tienen las repre-
sentaciones irreducibles de G. Para dar una respuesta debemos introducir la siguiente

Definicion 4.1.3. Dada un dlgebra de Lie g y una subdlgebra de Cartan t C g, se
denomina raiz a cualquier elemento no nulo o € 1t* para el cual existe Z € gc tal que
ady Z = a(H)Z para todo H € t.

Dicho de otro modo, las raices son los pesos de la representacion adjunta de la subal-
gebra de Cartan. El conjunto de todas las raices de un algebra, R, se suele llamar
sistema de raices. Un resultado trivial pero importante es que como ad_g = —ady,
se tiene que si a € R, entonces —« también es raiz. Las raices ademés inducen una
descomposicién

(4'14) gc = t@ 9o,
acR

donde g = {Z € gc: [H,Z] = a(H)Z VH € t} es el autoespacio asociado a la
rafiz «. Se puede ver que los subespacios asociados a cada raiz son de dimensiéon
uno |14, prop. 35.2|, por lo que podemos escoger un elemento Z, por cada raiz para
generar el subespacio asociado. Estos Z,, tienen una propiedad que los convierten en
una herramienta fundamental para clasificar representaciones irreducibles. Dada una
representacion finita 7: G — V, si ur(¢) # 0, entonces existe un subespacio no
trivial

(4.15) Vi={veV:drn(H)v={¢H)v VH €t}
asociado al peso ¢ € t*. Al diagonalizar 7|7 se induce una descomposicion

(4.16) V=> W
¢

5Sujeta por supuesto a que D vers (€) < oo.
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Entonces, siv € Vy, v H € t, se cumple que
dr(H)dn(Za)v = drn(Zy)dn(H)v + dn([H, Za))v
(4.17) ={(H)dn(Zy)v + dr(adg(Za)v
=((H)+ a(H))drn(Zy)v

es decir, dado v € Vj, actuar sobre él con dr(Z,) lo convierte en un vector de peso £+«
que perteneciente a Vi, con la convencion de que Vi, = {0} si £4+a no es peso de 7.
Por otra parte, sabemos que ker dm(Z,) no puede ser trivial porque V tiene dimension
finita, por lo que si seguimos aplicando dn(Z,) acabaremos en el {0} eventualmente.
Las raices nos permiten por tanto “subir” y “bajar” entre los subespacios asociados a
cada peso de la representacion. Esta intuicién es lo que motiva que los elementos Z,
se conozcan como ladder operators en nomenclatura fisica.

Pasamos ahora a ilustrar estas ideas en SU(2). Para H € t = 1R generado por 10,
se tiene que e(H) = 1 si y solo si H = no, con n € Z, luego L = Z y L* =1Z. Por
otra parte, la representacion adjunta de 20, en la base usual B = {10;,10,,10.} es

00 0
(4.18) ady, = |0 0 -2,
02 0

luego las raices son ar = £22. Supongamos que 7 es una representacion irreducible de
SU(2) tal que pr(n) = 1 pero no existe m € L* tal que pr(m) # 0. Diremos entonces
que n es el peso mas alto de w. El siguiente teorema nos dice que el peso més alto
caracteriza univocamente las representaciones irreducibles de SU(2).

Teorema 4.1.1. Sea 7: SU(2) — V una representacion irreducible con peso mds
alto n. Entonces se tiene que

1. La representacion contiene todos los pesos de la forma {n,n—2,...,—n+2,—n},
cada uno con multiplicidad uno.

2. Cualquier otra representacion irreducible con los mismos pesos es equivalente.

Demostracion. En toda la prueba obviamos los prefactores ¢ y trabajamos en Z. En
primer lugar, observamos si n es peso también lo es —n porque si h € T, al actuar
por conjugacién con o, equivale a permutar los elementos de la diagonal, que son
iguales de signo opuesto y como w(h) = w(oyho, 1) el peso asociado a —n también
debe estar. Por lo tanto, n < 0 estaria en contradicciéon con que es el peso méas alto,
asi que debe ser n > 0. Ahora supongamos que r = n — 2 no estéd en 7. Usando la
formula ?? con a— = —2 vemos que el subespacio V,1o = V,,_4 = {0} y por tanto
V! = Up<r Vi, seria invariante por dm(Zy) y por dn(H) para H € t, contradiciendo
que sea irreducible. Repitiendo el argumento para todos los —n < r =n —2k < n con
k entero queda probada la primera parte. Para la segunda remitimos a [sepanski|. [

Para SO(3) tenemos un resultado similar. Tomando

0 10 0 0 1 00 0
(4.19) J.=|-1 00|, J,=[0 0 o0f, 2.=[0 0 -1},
0 00 -1 0 0 01 0
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como generadores de 50(3) se puede generar una subélgebra de Cartan con J,, por lo
que volvemos a tener L =7 y L* =17 como en SU(2). Sin embargo, al diagonalizar
ad, encontramos que los pesos son oy = 1. Al probar el analogo del teorema 4.1.1
nos encontraremos con que las representaciones irreducibles de SO(3) tienen pesos de
la forma {n,n —1,...,—n 4+ 1,—n}. Como cada peso esté asociado a un subespacio
de dimensioén 1, una consecuencia inmediata es que SO(3) solo tiene representaciones
irreducibles en dimensién impar.

4.2. SU(3) y orden superior

Consideremos ahora SU(3). Los generadores méas frecuentes en la literatura son
las llamadas matrices de Gell-Mann {/\j}?:l debidamente escaladas para que sean
antihermiticas y tengan norma uno con el producto interior definido por la forma de
Killing. La base para su(3) es entonces B = {B; = 2\;/V12, j =1,...,8}. Una
eleccion sencilla para la subalgebra de Cartan estd generada por las dos matrices
diagonales

. 1 0 0 . [t 0 0
(4.20) B3=—-10 -1 0), Bg=—71(0 2 0
0 0 O V3 0 0 —2
En esta base, sus representaciones adjuntas son:
1 1
(4.21) adp, = 7 (oy @oy @ (—0y)), adp, = B (02 @ oy @ 0y)

con oy la segunda matriz de Pauli. Al diagonalizar simultdneamente encontramos los
siguientes autovalores y autovectores:

| Subespacio | Autovalores (adp,,adp,) |
(Bs, Bs) (0,0)
{ ) (1v/3/3,0)

{ ) (=1/3/3,0)

{ ) (—1/3/6,—1/2)
(1B3 + By) (1v/3/6,—1/2)
{ )

{ )

(1v/3/6,2/2)
(=1/3/6,2/2)

Las raices son todos los vectores formados por pares de autovalores salvo el primero,
dado que es nulo. Notamos que los subespacios asociados a cada peso estan generados
por las matrices {Ej;}icj=123 que tienen cero en todas sus entradas salvo la (i, j)-
ésima. Si omitimos el factor ¢+ observamos que las raices apuntan a los vértices de un
hexagono regular de radio 1/v/3 en R?.

Por otro lado, imponiendo e(aBs + bBg) = 1, podemos calcular el reticulo

(4.22) L =kere= {\/§(2k —1)B3 +31Bs: k,l € Z} — (V/3B3/6,V/3B; — 3Bs) C t
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y su reticulo dual, que estara generado por (v/3B3)* =1 (\/§B§/6 + B§/6) y (—V3B3+
3Bg)* =185 /3, es decir

m m
(4.23) L= {F (V3B; + B3) + S Bgsmn € z}
Llegados a este punto nos preguntamos cémo extender el teorema 4.1.1 para encontrar
los pesos asociados a representaciones irreducibles de SU(3). En dos dimensiones no
tenemos un orden como en Z, por lo que no esta claro como definir el peso mas alto.
Las siguientes definiciones dan respuesta a este problema.

En primer lugar, notamos que un sistema de raices R nunca puede ser una base para
su algebra de Lie g ya que £a € R para toda a € R. Sin embargo, se puede demostrar
que si el algebra es semisimple, span R = t* [sepanski| es posible escoger una base (de
hecho, muchas) formada solo por elementos de R. Para ello basta tomar un hiperplano
que no contenga ninguna raiz® y emplear la particién que induce en el espacio para
escribir las raices como unién disjunta de “positivas” y “negativas”, R = R~ UR™, en
funcion de a qué lado del hiperplano caen. Se tiene entonces que sia € RT, —a € R™.
En general, sin embargo, seguird habiendo elementos colineales en R*. La manera de
deshacernos de ellos la indica el siguiente

Teorema 4.2.1. El subconjunto A C RY de raices positivas tales que no se pueden
escribir como suma de otras dos es una base de t*.

Demostracion. Ver |7, th. 8.16]. O

A las raices a € A obtenidas de esta forma se las suele llamar positivas y simples. No
solo es este un método 1til para encontrarlas, sino que ademas es el anico [7, th. 8.17].

Por otro lado, R tiene asociado un grupo de simetrias discreto de manera natural
mediante la siguiente

Definicion 4.2.1. Dado un sistema de raices R, el grupo de Weyl es el grupo de
isometrias generado por las reflexiones respecto a los hiperplanos normales a elementos
de R, es decir,

(4.24) W = ({$a: a € R})
con
IR —

(4.25) Ho i — ol H)

(o, )

Cada generador de W deja invariante un hiperplano 11, C t* diferente. El conjunto
t*\Uaerlly es la union disjunta subespacios abiertos y convexos denominados camaras
de Weyl. Es posible probar que estan en biyeccion con las bases A de R [7].

Con estas nociones preliminares ya podemos dar una definiciéon de peso més alto
en el caso de mas de una dimensién. Para ello usamos la siguiente

8Siempre podemos hacer esto dado que el nimero de raices es finito, tomando el complemento
ortogonal de cualquier elemento de Uscra™[7, Pgs.8, 8,14].
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Definicion 4.2.2. Dados dos pesos £1,0s € L* y una base de un sistema de raices
A C R, diremos que £1 < lo si existen Ao > 0 tales que fo — {1 = ZQEA Ao L.

que define un orden parcial sobre £*. Dada una representacién, su peso més alto seré
cualquier elemento maximal del conjunto de pesos asociados a ella. En principio, al
tratarse de un orden parcial, este peso no tendria por qué ser tinico. Sin embargo,
el teorema del peso mas alto [7, th. 9.4] garantiza unicidad si la representacion es
irreducible. Ademas este peso estara en la caimara de Weyl fundamental asociada a la
base A que hemos elegido para definir el orden.

Volviendo a SU(3), vemos que una posible eleccion es tomar

R' = {(\/5/3,0), (_\/5/67 1/2)7 (\/5/67 1/2)}
A ={(V3/3,0),(~V3/6,1/2)}

donde hemos prescindido de los factores 2. Ahora, escogido un peso en la camara
de Weyl asociada podemos actuar con los operadores dm(Z_,) con o € A hasta que
obtengamos un subespacio trivial. Todos los pesos generados de esta forma seran simé-
tricos bajo la accion del grupo de Weyl y estaran asociados a una tnica representacion
irreducible. Esta idea si generaliza a dimensiones més altas y ademés constituye una
herramienta esencial para la clasificacion de grupos de Lie simples |7, cap. 8,10].



CAPITULO 5
El principio gauge

5.1. Lagrangianos y simetrias

Cualquier teoria en fisica clasica sale de considerar un principio de minima accién,
que nos dice que la cantidad

5= /Mc[x, 6, D),

conocida como accion, debe ser estacionaria. En esta definicién, M es una variedad,
x € M, ¢ es una seccion de algin fibrado sobre M que llamaremos campo (o campos)
y L es un funcional llamado lagrangiano que manda puntos de M, campos, ¢, y sus
derivadas primeras’, D¢, a R. Casos particulares de esta idea general son

= Kl movimiento de una particula de masa m en un potencial V segin las leyes
de Newton, poniendo ¢t € M = [tp,t1] C R el tiempo, ¢ = ¢(t) la posicion,
D¢ = v(t) la velocidad y £ = fmu(t)? — V(q(2)).

» El campo electromagnético generado por una (1-forma de) corriente j segun las
ecuaciones de Maxwell, poniendo x € M C M el espacio de Minkowski, ¢ = A
(la 1-forma que describe) el potencial electromagnético, D¢ = dA = F el tensor
de Faraday y £ = %F AxF 4+ A Axj, donde % es el operador estrella de Hodge.?

= Las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio, poniendo M una 4-variedad
lorentziana, ¢ = g su métrica y £ = R/2k su escalar de Ricci multiplicado por
constantes fisicas, k = 87G/c?.

El principio de minima accién implica que los campos satisfacen las ecuaciones de
Euler-Lagrange:

oL o oL

(5-1) 96 ~ 020(D)

'Somos deliberadamente ambiguos sobre qué significa exactamente la derivada D, ya que en dis-
tintos contextos puede ser cosas ligeramente diferentes, como una diferencial exterior o una derivada
covariante.

2En la siguiente seccién veremos de donde sale este lagrangiano.
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El arte de inventar teorias fisicas es por tanto el arte de inventar lagrangianos. His-
toricamente, sin embargo, ha sido mas frecuente partir de una ecuacion diferencial
y tratar de averiguar después de qué lagrangiano se podia derivar. Es este el caso
de la segunda ley de Newton, las ecuaciones de Maxwell o la ecuacién de Dirac. Co-
mo contraejemplo curioso, David Hilbert encontré la formulacién lagrangiana de la
relatividad general casi a la vez que Einstein publicé sus ecuaciones de campo.

Imaginemos ahora que queremos recorrer el camino inverso, de lo integral a lo di-
ferencial: ;Qué reglas generales podemos usar para escribir “buenos” lagrangianos?
Ademas de las obvias, como que la teoria prediga fend6menos experimentales, o que, a
falta de evidencia en contra, es preferible un lagrangiano simple a uno complejo, existe
un principio extremadamente 1til para generar candidatos: un lagrangiano debe ser
independiente del sistema de coordenadas que utilicemos. Esta idea tiene al menos
dos vertientes: una global y otra local.

La vertiente global, quizé la més intuitiva, nos dice que, como las leyes fisicas deben
ser independientes de las coordenadas que ponemos en la variedad base M, el lagran-
giano debe ser invariante bajo cambios de coordenadas arbitrarios. Por ejemplo, el
movimiento de una particula sera el mismo tanto si damos su posicién en cartesia-
nas como en esféricas. Una ramificacién importante de este principio es el teorema
de Noether, que nos dice que, si el lagrangiano es invariante bajo un grupo continuo
de transformaciones, entonces hay unas cantidades que se conservan en el tiempo.
Ejemplos particulares de este teorema son la conservaciéon del momento lineal en sis-
temas con simetria traslacional; la conservaciéon del momento angular en sistemas con
simetria rotacional; y la conservacion de la energia en sistemas con simetria temporal.

La vertiente local es lo que se conoce como principio gauge y nos dice que “moral-
"3 podemos elegir coordenadas diferentes para las fibras en cada punto de la
variedad. Esto es mas dificil de imaginar que la invariancia global, ya que en este caso
estamos hablando de coordenadas que no tienen nada que ver con la variedad base.
En [13] se da un ejemplo discreto muy esclarecedor que ayuda a ganar intuicién sobre
qué significan estas coordenadas. Dado un grafo no dirigido G = (V, E), existen 2l
grafos dirigidos con su misma topologia. Para especificar uno de ellos, podemos proce-
der del siguiente modo: fijamos uno como referencia, llamémoslo Gy, y a continuacion
identificamos los demés con la funcion f: F — {—1,+1} que envia cada arista a +1
si esta orientada como en Gg y a —1 si tiene la orientacion opuesta. Esto es lo que
significa dar unas coordenadas locales. Evidentemente, los valores de f en cada grafo
dirigido dependen del G escogido. Por tanto, cambiar el Gy equivale a un cambio de
coordenadas. El espiritu del principio gauge es que ninguna teoria fisica que se precie
deberia depender de Gy.

mente

3Evidentemente, la fuerza moral del argumento queda a gusto del lector. Lo méas importante del
principio gauge es que funciona, pues usindolo mecanicamente podemos explicar lo que pasa en
experimentos de fisica de altas energias. Ver sin embargo [13] para una discusién algo mas detallada
v [4, cap. 9] para entender su origen historico.
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5.2. El principio gauge en accién

Obviamente, los casos relevantes en fisica no son discretos como el ejemplo anterior,
sino que requieren lidiar con fibrados sobre el espacio de Minkowski, M. Lo que nos
interesa es que en estos casos las simetrias locales vienen dadas por grupos de Lie que
llamaremos grupos gauge. Veamos dos ejemplos.

5.2.1. Teoria U(1) o electrodindmica cuantica

Partimos de una teoria que contiene solo el campo asociado al electréon, W. Este
campo es una seccién de algo llamado fibrado espinorial. Sin entrar en detalles, lo
relevante para nosotros es que se trata de un objeto con cuatro coordenadas que
transforman bajo cierta representaciéon del grupo de Poincaré cuando cambiamos de
coordenadas globalmente en M y que satisface la ecuacién de Dirac*

(5.2) (140, —m)¥ =0,

donde las v* son las llamadas matrices gamma, definidas mediante la relacion de
anticonmutaciéon

(5-3) (Y97} =419 At =20 1y
siendo
10 0 0
0 -1 0 0
wo_
(5:4) K 0 0 -1 0
00 0 -1

la métrica de Minkowski. La constante m representa la masa del electréon. Dos ba-
ses empleadas cominmente para las matrices v en funcién de las matrices de Pauli
{o1,09,03} son

(5.5) Y =03®1y, Y=10® 0,
conocida como representaciéon de Dirac; y
(5.6) V=01®1;, =00,

conocida como representaciéon de Weyl. La elecciéon de una base cambia la interpreta-
cion fisica de las coordenadas de W. En la base de Dirac, blabla. En la base de Weyl,
las dos primeras coordenadas estan en el subespacio asociado al autovalor positivo del
operador helicidad, etc.

Esta ecuacion se puede obtener usando el principio de minima accién a partir del
lagrangiano

(5.7) Ltree = 1949, ¥ — mI ¥

Ver [4] para una motivaciéon de la ecuacién que sigue el razonamiento empleado originalmente
por Dirac.
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con ¥ = U0 Para verlo basta considerar la variacion de £ free con respecto a g

OLfree
=10,V —mV, e

aﬁfree
7 2 (9,9)

(5.8) o

Variar respecto a ¥ darfa lugar a la ecuacion de Dirac adjunta.

Observamos aohra que Ly, es invariante bajo la transformacion ¥ —— e, con
0 € R una constante. Dicho de otra forma, podemos multiplicar el campo ¥ por un
elemento cualquiera de U(1) sin que la teoria cambie. Ahora bien, segin el principio
gauge, deberfamos poder elegir un elemento distinto en cada punto, siempre que nos
movamos entre puntos de forma diferenciable. Es decir, deberiamos poder convertir 6
en una funcion diferenciable §(z) no necesariamente constante. Sin embargo, vemos
que este requisito es incompatible con nuestro lagrangiano, dado que ahora la derivada
ya no conmuta con #, sino que se tiene

(5.9) 0u(e®) = e ((0,0)® + 9,,®).

Para “arreglar” esta situacién necesitamos modificar la manera en que derivamos, de
tal modo que se cancele el término extra en 0,0. Para ello, introducimos un nuevo
operador D, que llamaremos derivada covariante y que, en coordenadas, se escribe
D, =0, —1qA,, donde A, es una 1-forma con coeficientes en el algebra de Lie u(1)
denominada campo gauge y ¢ es un numero real, llamado constante de acoplo, que se
introduce por conveniencia y consistencia dimensional. La propiedad que le pedimos a
A, es que, al aplicar e se transforme en AL de tal manera que D;L(ew\lf) = ewDM\I/,
por lo que

(Ou —1qA),) (W) = e (9, —1gA,) U
(5.10) e (On — g A}, + 0u0) ¥ = (9, —1qA,) U
A=A+ q 0,0

Esto nos da la ley de transformacion de campos gauge. Si reemplazamos 9, por D,
en Lre. y expandimos resulta un nuevo lagrangiano igual a Ly, mas un término de
interaccion

(5.11) Lint = qUAHTA, = JHA,,

donde hemos definido J#* = qU~*W¥, el vector corriente eléctrica. Es decir, aplicando
el principio gauge hemos obtenido de manera gratuita una interaccién entre el campo
original que describe al electron, ¥, y el nuevo campo gauge, A,,. La intensidad de esta
interaccion estd parametrizada por ¢, recuperandose la teoria libre en el caso ¢ = 0.
En este ejemplo concreto, la constante de acoplo, g, no es méas que la carga eléctrica
del electron.

Falta todavia una pieza para tener el lagrangiano completo de la electrodinamica
cuantica: un término que describa la dinamica del campo gauge. Siguiendo de nuevo
el criterio de invariancia global bajo el grupo de Poincaré, un primer ansatz puede ser
A, AP Sin embargo, esta idea falla porque el término no es invariante gauge, es decir,
A AR £ ALA’/‘. Consideramos entonces su derivada exterior, F,, = 9,4, — 0,4,
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conocido como tensor de Faraday. La contraccion F,, F'*” si es localmente invariante
bajo transformaciones gauge, por lo que puede incluirse en el lagrangiano, resultando
finalmente®

1
(512) LQED = Efree + [fint - EF'LWF;U/;

donde el factor 1/4 resulta necesario para recuperar las ecuaciones de Maxwell.

5.2.2. Teoria O(n)

Veamos ahora un ejemplo sacado de [17] en el que el grupo gauge es no abeliano.
Supongamos que nuestra teoria contiene n campos escalares ¢; € C*°(M) con i =
1,...,n. Sidichos campos no interacttian entre si, su dindmica (en unidades h = ¢ = 1
y sumando sobre indices segtin el convenio de sumacién de Einstein) viene dada por
el lagrangiano libre®

1 1
(5.13) Liree = 5(0,®)79,® — 5m?qﬂcp

donde ® = (¢1,...,¢,)T y m es un niimero real que representa la masa de las particulas
asociadas a los campos. Técnicamente, podemos decir que ® es una secciéon de un
fibrado vectorial sobre M con fibra R™. La ecuaciéon de movimiento correspondiente
a este lagrangiano para cada uno de los campos es la conocida como ecuaciéon de
Klein-Gordon:

(5.14) (0,0" —m*)¢; =0

Observamos que Ly, es invariante no solo bajo las isometrias de la variedad base
(dadas por el grupo de Poincaré), sino también sobre las de la fibra. En efecto, esco-
giendo G € O(n) y haciendo ® — G® se tiene 9,GP = GI,P y, como GTG = 1,,, el
lagrangiano no cambia. Esta simetria es de caracter global, puesto que hemos escogido
una misma G para toda la variedad.

Ahora, segin el principio gauge, deberiamos poder escoger una matriz diferente G(z)
en cada punto x € M, siempre que al movernos de un punto a otro lo hagamos de
manera diferenciable. Mas técnicamente, esto equivale a pedir que G es una seccion
de un fibrado principal sobre M con grupo O(n). Al igual que en el caso anterior,
necesitamos introducir una derivada covariante que en este caso escribiremos como
D, = 0, —19A,, donde A, es una 1-forma con coeficientes en el algebra de Lie o(n)
y g es la constante de acoplo real. La transformacién gauge resulta en este caso

(8 —194},) GO = G (9, —19A,) P
(5.15) (0,G —19A,G + GO,) © = (GI), —19GA,) P
Al =GAG =g H(0,G)G

SQED son las siglas de Quantum ElectroDynamics.
STLos criterios para escoger este lagrangiano son invariancia bajo el grupo de Poincaré y exigir que
las ecuaciones de movimiento no tengan derivadas de orden mayor que 2.
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Observamos que, a diferencia de lo que ocurre en el caso abeliano, ahora es necesario
conjugar el campo A, por el elemento del grupo. Si reemplazamos 9, por D, en L
obtenemos como término de interaccién

2
(5.16) Lint = z% (PTATP*® + (9,8)TA*D) — %@TA;A*‘@

Finalmente, el tensor de Faraday se generaliza al caso no abeliano usando la forma
general del tensor de curvatura, F' = dA + A A A, que en coordenadas se escribe
F ;i,j = 9,A%, — (9VAL +g f;kAﬂAf Notese que las constantes de curvatura son cero si
el grupo es abeliano, recuperando la definicion dada para U(1) en tal caso. A partir
de F},, podemos construir la llamada accién de Yang-Mills para el campo gauge

1.
(517) £gf = —iFéyf?iuu

de forma que el lagrangiano completo se escribe

(518) EYM = Efree + Eint + ‘Cgf

5.3. El modelo estandar

El principio gauge es una de las ideas fundamentales detras del lagrangiano del
modelo estandar de la fisica de particulas, que da cuenta de todos los fen6menos
vistos hasta la fecha en experimentos en aceleradores. Existen algunas diferencias entre
nuestros toy models con grupos U(1) y O(n) y el lagrangiano del modelo estandar.

En primer lugar, el grupo gauge del modelo estandar es U(1) x SU(2) x SU(3).
La pieza U(1) x SU(2) se conoce como sector electrodébil. Contiene cuatro campos
gauge (uno por U(1) y tres por SU(2)) que, en cierta base, se pueden identificar con el
foton v, mediador de las interacciones electromagnéticas; y los bosones W+, W~y Z,
mediadores de la interaccién nuclear débil, que es la responsable de, entre otras cosas,
ciertos tipos de desintegracion nuclear. La pieza SU(3) da lugar a ocho campos que
se conocen colectivamente como gluones y dan cuenta de las interacciones nucleares
fuertes que, entre otras cosas, mantienen unidos los nucleos atémicos.

Por otra parte, segtin lo visto anteriormente, los campos gauge no tienen masa.
Sin embargo, es un hecho experimental que los bosones W y Z tienen masa distinta
de cero. Para dar cuenta de este fendémeno se introduce un campo escalar llamado
campo de Higgs cuyo acoplo con el sector electrodébil da lugar a un término que se
comporta como una masa en las ecuaciones de movimiento. La masa del electrén y de
sus “compaiieros’ pesados, el muén y el tauén, también aparece por interaccién con
el Higgs.

Finalmente, cerramos esta seccién haciendo hincapié en que toda la discusién de
teorfas gauge ha sido puramente clésica, mientras que el modelo estandar es una
teoria cuéntica. Grosso modo, la manera de pasar de una teorfa clasica a una cuantica
es reemplazar los campos (secciones) por operadores hermiticos sobre un espacio de
Hilbert cuyo espectro contiene los valores que pueden tomar sus observables asociados.
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A este proceso se le denomina cuantizacién y ni siquiera esti claro que esté bien
definido mateméaticamente [2]. Este es uno de los problemas matematicos abiertos que
més atencion ha atraido en las dltimas décadas, razén por la que el Instituto Clay lo
coloco entre los famosos siete problemas del milenio, de los que hasta la fecha solo se ha
resuelto la conjetura de Poincaré [8]. Sensu stricto, la existencia de una teoria cuantica
bien definida (de acuerdo a ciertos axiomas) es solo la primera parte del problema.
De existir tal teoria, el siguiente paso seria probar rigurosamente la existencia de un
mass gap, esto es, que la particula mas ligera de la teoria tiene masa estrictamente
mayor que cero.
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