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Resumen

Este trabajo describe la teorfa bésica de las fracciones continuas y la aplica a diversos
ejemplos de series numéricas. Concretamente, todos los capitulos excepto el sexto incorporan la
evaluacién o el estudio analitico de algunas series. A pesar de que la relacién con el anélisis no
es demasiado conocida, tiene raices clasicas y en nuestro trabajo se materializa en un ejemplo,
que denominamos la serie cotangente. La distribucién de los contenidos es como sigue. Tras un
primer capitulo en el que se introduce la notacién y las definiciones béasicas, se dedica un segundo
capftulo al criterio clasico para la periodicidad y un tercero a las propiedades de aproximacion.
Con ello se cubre la teoria fundamental de las fracciones continuas. Los capitulos cuarto y
quinto se destinan, respectivamente, a la evaluacién de la serie cotangente en puntos especiales
v a la caracterizacion completa de su convergencia, que es la parte mas complicada del trabajo.
Finalmente, se termina con un capitulo méas breve que incluye una prueba extremadamente
corta de la fraccién continua del ntmero e.

Abstract

The present thesis describes the basic theory of continued fractions, and applies it to a
wide variety of numerical series. In particular, every chapter, except for the sixth, includes
the evaluation or the analytical study of some series. Despite not being widely known, the
relationship with analysis has classic roots and in our thesis this manifests in an example,
which we call the contangent series. The content distribution is as follows. After a first chapter
in which the notation and basic definitions are introduced, the second chapter focuses on the
classic criteria for periodicity, while the third one covers the approximation properties. This
concludes the fundamental theory of continued fractions. In the fourth and fifth chapter, this
work respectively deals with the evaluation of the cotangent series in special points and the
complete characterization of its convergence, being this the most complex part of the thesis.
Ultimately, a briefer chapter including an extremely short proof of the continued fraction of
the number e, completes the work.
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CAPITULO 1
Propiedades y definiciones basicas

Una fraccion continua es una expresion de la forma
1 I
ap + ———3— conag € Zy aj €Z" para j > 0.

ay+ —
as + ...

Si esta expresion termina en cierto a,, hablamos de fracciones continuas finitas, y en caso
contrario, de fracciones continuas infinitas. Es poco comin ver una expresién como la que
acabamos de mostrar, puesto que se emplean notaciones mas oportunas. La clasica y la moderna
son, respectivamente,

1 1

aljaaj y [ao,al,QQ,...}.

ap +

Sera esta tltima, la moderna, la que se empleara a lo largo de este trabajo. Siguiendo esta

notacion, para el caso finito, y aunque los a; sean enteros, podemos tratar el corchete como una

funcién real de su tltimo argumento. Veamos alguna de sus propiedades, que nos seran ttiles
mas adelante.

Lema 1. Sea f(x) = [ag,a1,...,an,xz]. Se cumple que

(1.1a) lim f(x) =lag,a1,az,...,a,],

(1.1b) { lim f(z) = [ao,a1,a2,...,an_1].
z—0

La demostracion es trivial, asi que no nos detendremos mucho aqui. Basta con observar que,
expresando la fraccién de la forma candnica, esto es

1
ap + 1 ,
ay +
1
anfl + 1
an + —
se observa facilmente que lim,_ oo % =0, y se tiene asi (1.1a). Por otro lado, lim,_,q L. —o,

1
lln"r;

obteniéndose (1.1b).



2 Propiedades y definiciones basicas

El numerador y el denominador de [ag,...,ay], como fraccién irreducible (tomando deno-
minador positivo), se denotan habitualmente como p, y gp. Es decir,
bo 20 p2 b3
= [CL()], - = [a’0>a’1]’ - = [aovalaaﬂ? - = [a03a13a23a3]7
q0 q1 a2 a3
Estas fracciones p, /¢, son las denominadas convergentes de la fraccion continua. Es facil ob-
servar que po = ao, go = 1, p1 = apa1 + 1, 1 = ay.

Algo muy tutil e interesante es la relacion que hay entre las fracciones continuas y las matrices
enteras 2 X 2 de determinante +1 (las tnicas con matriz inversa entera). Sea z € R, definimos

ar+b a b

v(x) = wrg PAav= <c d> con det(y) = £1.

La aplicacién es una Transformacién de Mobius, y es compatible con el producto matricial,
puesto que (v172)(z) = 71 (72(z)). Esto se deriva del propio desarrollo de ambos lados de la
igualdad, de modo que no nos desviaremos en ello. Lo importante es observar que la relacién
con las fracciones continuas viene de que

a 1 _ 1 : ) _fao 1\ (a1 1 an, 1
(1 0>(x)—a—|—x implica [ao,al,...,an,x]—<1 0><1 O>.I.<1 0 (x).

Teorema 1. Se cumple que

ago 1 al 1 anp 1 _ Pn DPn-1
1 0o/\1 0 1 0 n Gn-1)

Demostracion. Sean q,r,s,t € 7Z tales que

E 06D )-(0)

Dado z € R, debe cumplirse

[ao,al,...,an,x]:<a10 é) <“11 é)(aln é) (x):@ Z) ().

Aplicando (1.1a), tenemos

Y, aplicando (1.1b)

r , q T Pn—1
/ lm( t) () = lans ] = 22

Solo queda, por tanto, que las correspondientes fracciones sean irreducibles. Esto se sigue
de (1.2), puesto que un factor comun dividiria al determinante del primer miembro, cuyo valor
absoluto es 1. Asi concluye la prueba. O



El Teorema 1 nos permite dar demostracion a diversos resultados (véanse [5, Th. 1.1] y [5,
Th. 1.2)):

Teorema 2. Se cumplen las propiedades

1. p,=anpn-1+pn—2 paran > 2,
2. Qn=0nQn—1+Gn—2 paran > 2,
3. GuPn—1— Pnln-1 = (—1)

n

para n > 1.

Nota: A veces definimos p_1 = 1, g_1 = 0, para que las dos primeras propiedades del
teorema se cumplan para n > 1. Asi, la convergente —1 seria formalmente oc.

Demostracion. Empecemos por I y 2. Utilizando el Teorema 1 con n = m — 1, se tiene
ap 1\ fa1 1 am-1 1 Pm—1 Pm—2
R — L
<1 0> <1 0) ( 1 0> (qm—1 G2 Hese
Pm Pm-1\ _ (a0 1) far 1\ —fam-1 1Y fam 1
dm  Gm-1 1 0 1 0 1 0 1 0

_ (pml pm2> <am 1> _ <anpm1 + Pm—2 pm1> para n > 2.
qm—-1 dm-—2 1 0 Amdm—1 +Qm—2 dm—1

Y obtenemos lo buscado. Para la demostracién de 3, basta con observar

_1yn+1 _ |40 1 S|a 1 . |Gn 1 _ |Pn Pn—1| _ .
( 1) 1 0’ 1 0’ 1 0 - O Qo1 = Pngn-1 qnPn—1-
Por tanto, (—1)" = gupn—1 — Pngn—1, ¥ esto concluye el resultado. O

Pasamos ahora a probar otro resultado muy relevante de la teoria de las fracciones continuas.

Teorema 3. Toda fraccion continua infinita converge. Es decir, para cualquier sucesion {an}72
con ag € Z, a, € ZT, sin > 0, existe un o € R tal que lim,,_,o[ao, a1, ..., a,] = a.

Demostracion. Sea la sucesion de intervalos cerrados encajados [pan/qan, P2n+1/q2n+1]. Son en-
cajados porque de la tercera igualdad del Teorema 2 se deduce que la sucesién de convergentes
de indice par es creciente; y la de indice impar, decreciente. Se puede observar que

Pontl  Pan _ Poatifn — Poadern _ (=D 1

gon+1 qon gon+192n g2n+192n gon+192n

De ¢, = angn—1 + gn—o deducimos que g, > @n—1 + gn—2 y por tanto ¢, > g,—1 para n > 0.

Aplicando de nuevo esto 1ultimo, obtenemos ¢, > 2¢,_2 si n > 0. Por tanto,

lim g, > lim 2"¢y = lim 2" = cc.
n—o0 n—oo n—o0
Concluimos que limy,, o0 1/(g2n+192n) = 0, luego la longitud de los intervalos encajados tiende

a cero. Por tanto, aplicamos el Principio de los Intervalos Encajados para concluir que
DPn

lim [ag,aq,...,a,] = lim — = «, para algin a € R.
n—oo n—oo qn

Es decir, toda fraccién continua infinita converge. O



4 Propiedades y definiciones basicas

Procedemos ahora a explicar un algoritmo para escribir cualquier nimero, racional o irra-
cional, como fraccion continua (véase |3, Cap. 10.6]).

Sea a € R, empezamos en ag = a 'y ap = |ap], siendo |x| la parte entera de x. Es decir,
a=ay+{a}, 0 <{a} < 1. Consideramos la recurrencia

1
Qpt1 = ma Up41 = Lan-l—lJa
n

de forma que, en cada paso, obtenemos [ag, ..., an—1,a,]. Si @ € Q, para algin n, a, = an,
es decir, o, € Z, porque el denominador va decreciendo, llegando asi a una fraccién continua
finita. Si @ € Q, es evidente que «,, € Q y el proceso se prolonga indefinidamente (fraccion
continua infinita). Por tanto, a partir de este algoritmo, podemos afirmar lo siguiente:

Teorema 4. Todo a € R admite un desarrollo en fraccion continua, que serd finita si y solo
st € Q.

Una buena forma de trabajar con un algoritmo es programarlo en un software de matema-
ticas, como SageMath. Aunque SageMath tiene funciones nativas sobre fracciones continuas, el
c6digo que se exhibe en este trabajo es original y puede ser extendido a otros lenguajes, que no
posean tales funciones. Dicho c6digo nos permitird escribir la fracciéon continua de un niimero
racional, asi como aproximar un ntmero irracional (con control de error) mediante (parte de)
su desarrollo en fraccidn continua. Puede encontrarse en el apéndice.

Conocido este algoritmo, es muy fécil hallar la fraccién continua de un ntmero racional. Por
ejemplo, la de 7/10 es [0, 1, 2, 3], y sus convergentes, po/qo = 0; p1/q1 = 1; p2/q2 = 2/3; p3/q3 =
7/10. Aplicando el algoritmo a —2/5, vemos que su fracciéon continua es —2/5 = [-1,1,1,2], y
sus convergentes, po/qo = —1; p1/q1 = 0; p2/q2 = —1/2; p3/q3 = —2/5.

Una aplicacién muy interesante de las fracciones continuas es su capacidad para aproximar
nimeros irracionales. Por ejemplo, para 7, las primeras convergentes son:

Po_ o P22 pp_ 333

- 9% D T T TAp?

0 @ 7 g2 106

aproximando respectivamente con errores ey =~ 0,14159265; e; =~ 0,00126448; es =~ 8,32196E — 5.
Para el ntmero e, se tiene
o, = ;
qo qQ 2 3
aproximando respectivamente con errores eg ~ 0,71828182; ¢ =~ 0,28171817;e5 =~ 0,05161516.
Ademas, se necesitan tan solo 8 iteraciones del algoritmo para llegar a un error menor que 107>,

Busquemos, ahora, dar la fraccién continua de otro nimero irracional: La razén aurea
r= %(1 + \/5)

El resultado se deriva de la relacién r =1 + % Comprobemos que esta identidad es cierta:

1+1:1+r_3+\/5_ B+v5)(1-Vv5) _1+V6 _

r 1445 —4 2 "



Aplicando este resultado, se tiene que

1
r=lt+-—=1+ —g=l+—7— = =1+ —7—
,

14— 1+ —
r .

Luego la fraccion continua que buscamos es r = [1,1,1,1,...].

Teorema 5. Sea r = 1+—2\/B Su (n-ésima) convergente es Z” = Fnﬁ, donde F\, = F,_1+ F,,_o,
con Fy =0, F; =1, los nimeros de Fibonacci.
Demostracion. Como ag = a1 = ag = --- = 1, observamos que p_1 =1, g1 =0; pg = ag = 1,

qo=1; p1 = apa1 +1 =2, g1 = a; = 1. Aplicandolo al Teorema 2, se tiene lo siguiente:

1. pn=pn—1+pPn—2, paran > 2,
2. ¢n=(qn-1+Gqn-2, paran>2.

De aqui concluimos que p, = gn+1, pues las recurrencias son las mismas, pero con las condiciones
iniciales desplazadas. Analogamente, podemos concluir que ¢, = Fj 1. Por tanto, efectivamente

F,
se cumple que F"ﬁ = %. O
n

Vamos a utilizar lo que hemos visto hasta ahora para evaluar una serie.

Teorema 6. Los nimeros de Fibonacci, F, verifican

1—ﬁ:i (—1)*

Para probar el resultado, demostraremos un resultado auxiliar.

Lema 2. Se verifica

n
-1 k—1
P gy 3 OV
dn el qk—19k
Demostracion. Basta con observar que
k—1
Pk Pk—1 _ PrGk—1 — Pk _ (1)
ax  qk-1 Ak qr—1 Teorema 2. Qi qr—1
Por tanto,
Pn _ Do Pk Pk—1 S
—— =ap+ S
Z 1 9k dk—1 ; dkdk—1
y esto concluye el resultado. O

Pasamos, pues, a la demostracion del Teorema 6.



6 Propiedades y definiciones basicas

Demostracion. Sea r = 1+72\/S A partir del Lema 2, y aproximando r por sus (n-ésimas) con-

vergentes, se tiene que

Zqﬁ =ao+ i 7(_1)]671 =1+ i 7(_1)]%1-

= Qk-1Gk — IiFln

De modo que

y obtenemos

como buscédbamos.



CAPITULO 2

Periodicidad e irracionales cuadraticos

Aunque el algoritmo, en general, no parece mostrar ningun patrén, hay algunos niimeros,
como /2 o incluso e para los cuales, experimentalmente, podemos encontrar patrones para sus
cocientes parciales (1os ay,).

De hecho, todos los irracionales cuadraticos reales siguen un determinado patréon. Esto es,
los ntimeros que resuelven ecuaciones ax? 4+ bx 4+ ¢ = 0 con a,b, ¢ € Z, o lo que es lo mismo, los
de la forma A + BV D con A,B € Q, D € Z" donde B # 0 y D no es un cuadrado perfecto.

Escribiremos las fracciones continuas periddicas como o = [ag, @1, . - ., Gm—1, Gm, - - - G tk—1)
donde identificamos el periodo mediante una barra. Es decir, se cumple que a,, = a4 Vn > m,
para algin k € Z™ que habitualmente se escoge minimo. Vamos a ver que cada fraccién de este
tipo se corresponde univocamente con un irracional cuadrético.

Proposicion 1. Sea o = [ag, a1, .., Qm—1,Cm, - Gmik_1] una fraccion continua periddica.
Entonces, a es un irracional cuadrdtico.

Demostracion. Empecemos suponiendo que la fraccion es periddica pura. Esto es,

a = [ag, az, -, ap_1) = [a1,a2,...,0n_1, Q).

Tenemos, por tanto, que

o = ]ﬁ _ OPn—1 + Pn—2
qn aQn—1+ qn—2

De modo que « resuelve

TPp—1 + Pn—2
€T = —re s — C]n—lfc2 + <Qn—2 _pn—l) T — Pn—2 = 0.
TGn—1 + gn—2

Luego claramente « es un irracional cuadrético. Sabemos que « no es racional porque la
fraccion continua es infinita.

i Qué ocurre si la fraccion continua (8 es peridédica pero no peridédica pura? Entonces, pode-
mos escribir 8 = [ag, . . ., any, @|. De modo que

B = QPng + Prg—1 _ (A + B\/E) Pro + Pno—1

Oy + Gno—1 (A + B\/ﬁ) Gno + Gno—1

7



para ciertos A,B € Q, D € Z" donde B # 0 y D no es un cuadrado perfecto. Claramente
B € Q(vD) porque Q(v/D) es un cuerpo. De nuevo, 8 debe ser irracional porque la fraccion
continua no es finita. Concluimos que g es irracional cuadratico. O

El reciproco es algo mas dificil de probar, y se le denomina Teorema de Lagrange. Antes de
pasar a su prueba, veremos algunos ejemplos de que, efectivamente, los irracionales cuadraticos
pueden escribirse como fracciones continuas periddicas. Para ello, usaremos el algoritmo que
previamente explicamos, racionalizando los coeficientes.

Por ejemplo, para a = v/2 el algoritmo es

1 1
ay=V2 = ay=1, a= =V24+1 = a1=2, ar=
0 0 1 V21 1 2 721
y como a1 = ag, se tiene /2 = [1,2,2,2,...]. Por otra parte, vimos que la fraccion continua
de la razon aurea 3(1+v/5) es [1,1,1,...]. El caso o = ‘%27@ se seguiria asi:
ST S WIS &) S
a0—72 ap = 9, 041—3+§/ﬁ_3— 6 ar =1,
1 3++V21
g = _ ot = «. Concluimos que o = [3,1,3,1,...].

3+%/ﬁ_1 2

De forma mas general, tratemos los ntimeros de las formas vn? + 1y n++vn? +n, n € Z*.

Proposicion 2. Sea a = vVn?2+1, n € Z*; entonces, a = [n,2n,2n,2n,...|. En cambio, si
a=n+vVn?+n, se tiene que o« = [2n,2,2n,2,...].

Demostracion. Sea a = vVn2+1, n € Zt. Como Vn > 1 se tiene que n? < a®> =n?>+1 <
(n 4+ 1)2, se cumple que n < a < n + 1. De modo que ag = [a] = n. Aplicando el algoritmo,

1
vni+1l—n
1
ag=———=Vn?2+1+n=a.
vni+1—n

Como g = ay, se concluye que a = [n,2n,2n,2n,...].

Ahora, sea a = n + vn? + n. ;Cual es la parte entera de 8 = vn? +n? Se cumple que
n2<B2=n24+n<n?+2n< (n+1)% Luegon < |8] < n+ 1,y concluimos que |3] = n.
Por tanto, ap = |a| = |n + vn? +n] = 2n, pues n € Z*. Aplicando el algoritmo,

1 1
)= ———=14+/1+1/n= a1=2, ag= ————=n+Vn24+n=o.
Y Vi tn-n / ' ? 1+1/n—1

Donde hemos aplicado 2 < 1+ /1+1/n < 14 4/3/2 < 3 para afirmar a; = 2. Por tanto,
concluimos que a = [2n,2,2n,2,...]. O

o = :oz+n:>a2:{n+ n2+1J:2n,

Como vemos, en todos los casos anteriores hemos obtenido fracciones continuas periédicas.
Parece, pues, que tiene sentido intentar probar el reciproco de la Proposicion 1. Seguiremos la
demostracion recogida en [1].
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Teorema de Lagrange. Todo nidmero irracional cuadrdtico tiene una fraccion continua que
es periodica.

Demostracion. Supongamos que « es solucidon de la ecuacion

(2.1) Az’ +Bx+C, A B,C €.

Sea a = [ag, a1, ...,0n,...] Y Qp = [an,ant1,-..], n=1,2,... Podemos escribir o como
P e + Pn—2

Qn—10n + qn—2 .

Sustituyendo esta expresion en (2.1) obtenemos que «,, satisface otra ecuacion de coeficientes
enteros: Ana% + Bpay, + C, = 0, cuyos coeficientes son, de hecho,

An = Apiq + Bpn—lQn—l + qu%fl

By, =2Ap,_1pn—2 + B (Pn—1qn-2 + Pn—2an—-1) + 2Cqn—1¢n—2
Cn = Ap?—b—g + BpanQn72 + qu?z—Q-

Es claro que C,, = A,,_1. La relacién )a — Z "*i < qgl que aplicamos en la demostracién del
n— n—1
Teorema 3 implica que p,_1 = agp_1 + 7 il, donde |e| < 1. Sustituyendo esta relacion en la

expresion de A,, obtenemos que:

2
€
Ap =A <OCQTL—1 + > +B <OCQn—1 + > Gn—1 + Cq?%—l

n—1 n—1
2 2
— (Aa® + Ba+C) ¢, + 2A4ea + A—— + Be = 2Aca + A—— + Be.
q'n,—l qnfl

En particular, [A,| < 2|Aal+ |A] + |B|.

Observamos, pues, que todos los coeficientes enteros A,, y, por tanto, los C),, estan acotados.
Lo mismo ocurre con los By, puesto que B, = —A,a, — C, /. Por tanto, A,, B, y Cy, solo
pueden tomar un ndmero finito de valores. Fn consecuencia, solo hay un nimero finito de
posibles polinomios A,2% + B,z + C,, vy por tanto un ntmero finito de posibles soluciones
(de posibles valores para los «y). De modo que, necesariamente, deben existir dos iguales
(o = anir).

La unicidad del desarrollo en fraccién continua implica la periodicidad. O

Las fracciones continuas de irracionales cuadraticos (los denotaremos aqui como v D) son
de enorme utilidad a la hora de resolver la ecuacion de Pell:

>~ Dy*=1 donde DeZtyVD¢LZ.

Nos centraremos en las soluciones positivas z,y € Z*, puesto que para el resto basta solo
cambiar los signos. Las soluciones positivas (z,y) provienen siempre del numerador y el deno-
minador de convergentes de v/D, respectivamente. Experimentalmente, podemos observar qué
convergentes de /D dan soluciones positivas & = pp, y = ¢, de 2% — Dy? = 1.
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Por ejemplo, sea o = v/2 = [1,2]. En este caso, el numerador p,, y el denominador g, de las
convergentes son solucién = = p,, y = g, de la ecuacion z? — 2y? = 1 cuando n = 2ki — 1 =
2i —1, i € ZT, donde k = 1 es la longitud del periodo, es decir, k es tal que a, = a, 1 Vn.

Por otro lado, consideremos o = /7 = [2,1,1,1,4]. En este caso, sus coeficientes p, y qn
son soluciéon = = p,,, ¥y = ¢, de la ecuacion 22 — Ty? =1sin=ki—1=4i—1, i € ZT, donde
k = 4 es la longitud del periodo.

Vemos computacionalmente que cuando la longitud k del periodo es par, las convergentes
solucion son las n-ésimas, siendo n = ki — 1, i € Z™. Por el contrario, si k es impar, se tiene
n = 2ki — 1. Podemos comprobarlo, por ejemplo, al hallar la primera solucién entera positiva
de 22 — 331y? = 1. Con el siguiente cédigo obtenemos que dicha solucion (x,y) = (pn,qn) s
(p33 = 2785589801443970, ¢33 = 153109862634573).

1 a=continued fraction(sqrt(331)); D=331; i=0; p=0; gq=0

2 while p~2—Dxq~2!=1:

3 i=i+1; b=a.convergent(i); g=b.denominator(); p=b.numerator ()
4 print(p, q, i, p"2-Dxq~2==1)

Computacionalmente podemos ver que la longitud del periodo es k = 34, que es par, asi que
efectivamente el n buscado eran =k — 1 = 33.

La razén de que las soluciones vengan siempre de convergentes, viene del siguiente resultado
que probaremos mas adelante (ver el Teorema 16):

Si a € R es irracional y p/q es una fraccién irreducible tal que 2¢? ‘a —p/q‘ <1,
entonces p/q es necesariamente una convergente de a.

Por tanto, para obtener el resultado buscado solo hace falta demostrar lo siguiente:

Teorema 7. Sea (x,y) una solucién positiva de la ecuacion de Pell x> — Dy* = 1. Entonces,
se verifica que 2y2}\/ﬁ— x/y| < 1.

Demostracion. Estudiemos, primero, los casos D = 2,3. Sea (z,y) una solucion positiva. Em-
pecemos observando que como (m — y\/ﬁ) (m + y\/ﬁ) = 1, se tiene que VD — z/y < 0, para
cualquier D. De modo que queremos demostrar 2y2@(@ — a;/y) > —/D:

2Dy? — 2xyV'D = 2(x? — 1) — 20yVD = 2(z%> — 1) — 22/22 — 1 > —V/D.

Para demostrar la tltima desigualdad, basta comprobar que 22 — 1 — 2v/22 — 1 > —1/2 <=
22 —1/2 > 222 — 1, lo cual es claro elevando al cuadrado a ambos lados de la desigualdad.

Pasemos ahora a los casos D > 4. Es decir, v D > 2. Se cumple que
1= yQ‘x/y - \/5‘ |lz/y + \/5} > 2y2|x/y — \/5’,

porque x,y > 0y v/D > 2. Concluimos que 2y%|v/D — z/y| < 1. O

Ahora, estamos en condiciones de caracterizar todas las soluciones en términos de una sola
convergente (véase [2, Th. 4.4]).
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Teorema 8. Sea p/q la primera convergente de VD tal que p?> — Dg? = 1. Entonces, todas las
soluciones positivas (x,y) de la ecuacion de Pell tienen la forma

z+yVD=(p+qVD)", con necZt.

Noétese que esto es equivalente a decir

_ (p+aVD)"+(p—qVD)" _(p+avD)" ~ (p—aVD)"
2 ’ Y 2v/D '

(2.2)

Demostracion. Sea (r1,y1) una soluciéon de 22> — Dy? = 1, con z1 + 31V D lo mas pequefio
posible. Supongamos que existe una solucion (z,9) tal que Z + yv D # (331 + y1V D)n, para
cualquier n € Z*. Entonces, vamos a demostrar que existe otra solucién (Z1,71) tal que 1 <

#1 +51vVD < 21 +y1VD.
Sabemos que z1 + 11V D < & + §v/D por hip6tesis, y como se cumple que & + §vV D #
(#1 + 1V D)", ¥n € Z*, entonces In; € N tal que

(2.3) (:L‘l + yl\/ﬁ)nl <T+ gj\/ﬁ < (:L‘l + ylx/ﬁ)nlﬂ.

Ahora, definimos #; + §1vD como
(2.4) i1+ §1vVD = (i + VD) (x1 +y1vVD) ™.

Observemos primero que #14§1v/D es solucion. Basta con utilizar la norma N sobre Q(v/D)
(obviamente se debe cumplir 22 — Dy? = N(z +yv/D) = 1). Como N(a)N(B) = N(ap) Va, 5,
y se tiene N(fv + gj\/ﬁ) =1y N(l’l + yl\/ﬁ) ™ =1, concluimos que & + 91V D es solucion.

Finalmente, usando (2.3) y (2.4), vemos que efectivamente 1 < & 4+ §1vVD < x1 + 1V D.
Esto contradice la minimalidad de (z1,y1). O

El caso 22 — Dy? = —1 es muy parecido a la ecuacién de Pell, solo que no siempre tiene
solucién. Suponiendo que la soluciéon existe, las férmulas anteriores se mantienen, y se demues-
tran de la misma forma, restringiendo n a los impares. Por ejemplo, las soluciones positivas de
22 — 2y?> = —1 son de la forma z + yv/2 = (1 +v/2)", con n impar.

Una vez maés, usaremos lo explicado para evaluar una serie infinita. Consideremos la serie

S = Z d(k)(vV2 — 1)
QJ(k
siendo d(k) el namero de divisores (positivos) de k. Usando fracciones continuas, podemos

aproximar S muy facilmente, mientras que de otra forma necesitariamos la factorizacién de los
sucesivos k. La férmula que nos permite realizar esto es la siguiente.

Teorema 9. Se cumple que

- Z " con 22 las convergentes de /2.

dn
2|n
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Con esta expresion, podemos usar SageMath para aproximar S con 8 cifras decimales, con
muy poco esfuerzo computacional. El cédigo empleado puede ser:
i=0; p=100; a=continued_fraction(sqrt(2)); suma=0
while 1/p>10~—10:

1
2
3 b=a.convergent(i); p=b.numerator(); sumat+=1/p; i+=2
4 suma=1/2xsuma; suma.n()

El resultado obtenido es S ~ 0,586149019514507. Efectivamente, estamos aproximando con
més de 8 cifras decimales: Como p, > 2pn_1, ¥ pn < 10719 Vn > ng (los p, que no hemos
sumado), el error en la aproximacion es

LR
22: n 2:02

Procedemos, pues, a probar el Teorema 9 . Utilizaremos dos resultados:

Lema 3. Se verifica que, para n > 0,
20 = (1 +V2)" ™ + (1 —v2)" .
En particular, si n es par,

2pp = (14 V2)" — (V2 —1)"*

Demostracion. Comenzamos por comprobar que

1+V2+1-v2 (1+ V2?2 +(1-v2)?*
2 - 2

Suponiendo el resultado cierto hasta n — 1, podemos ver que
Pn= 201+ pna = (14V2)" 4+ (1= V)" 27 (14 v2)" P (1-v2)" )
—2 3422 —2 3—22
—(14v2)" 2.+2f+(1\/§>n 2 3-2v2

2
_ (V2 VER 4 (L= VR - VR (L VRN VD)
B 2 B 2 ‘
De modo que, por induccién, queda demostrado el resultado. O

Lema 4. Se cumplen las siguientes identidades:

1
%(1+ﬂ)n \/5_1 Z ZZ 2-1)"

2tn 2tm

Demostracion. La primera igualdad se demuestra de manera sencilla, basta multiplicar por
(v/2 — 1)" en numerador y denominador.
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Para la segunda igualdad basta observar que, dado r € (0, 1), se cumple que

ZN 7

%

De modo que, tomando r = (\/i — 1)", se tiene que

V2 - 1)
S e o (1)) = (ve )
2tn 2fn 2fm 2fn 2im

y esto concluye el resultado. O

Probados estos resultados, podemos pasar a demostrar el Teorema 9.

Teorema 10. Se cumple que

1 1
Z d(k)(V2-1)F = 5D
n—o Pn
ka 2|n
Demostracion. Aplicando los lemas 3 y 4, se observa que
D I [ TR O MLCEE e WUCIEEH
glz() n 2tn 2tm ka
n

Para la ultima igualdad solo hay que darse cuenta de que nm son las distintas formas de
descomponer cualquier nimero entero k (es decir, k = mn) de la serie, con multiplicidad d(k),
que corresponde a los distintos valores que se pueden asignar a n (o a m). O

Finalmente, utilizaremos el Teorema 9 para, aunque resulte asombroso, poder evaluar la
siguiente serie:

Teorema 11. Sea {c,}22, = {1,49,1681,57121,...} la sucesion de cuadrados que son de la
forma 2m? — 1 con m € Z*. Se cumple que

1 1A 1
5 chl/z =z Z = con 2 s convergentes de /2.
2 n=0 n=0 pn qn

Demostracion. Los cuadrados 2m? — 1 son los ntumeros 22 tal que 22 =2y%> — 1, z,y € ZT, es
decir, tal que 22 —2y? = —1. De modo que las soluciones “z” son los py, es decir, el numerador
de las convergentes de v/2.

Por tanto, basta con tomar ¢, = p3,, (elegimos las convergentes de indice par), y equivalen-
temente po, = /cp, v tenemos la igualdad
[e.9] o
EZ 2oty
2 n=0 2 n=0 Pn
2|n

como buscédbamos. O






CAPITULO 3

Propiedades de aproximacion optima

En lo siguiente, buscaremos demostrar que no solo las fracciones continuas aproximan bien
a los irracionales, sino que en cierto sentido son las “mejores”. Suponemos, pues que a € R — Q.

Con este propdsito, comenzamos introduciendo una igualdad basica:

Teorema 12. Sin > 0, se cumple que

(3.1) a—Lr (=1" .
dn Qn(an—HCIn + Qn—l)

Demostracion. Basta observar que

_ On+1Pn + Pn—1
Qnt1Gn + Gn—1’

de modo que

o — Pn _ dnPn—1 — Pndn—1 _ (_1)n
dn dn (anJrIQn + anl) dn (an+1Qn + anl)
Y esto concluye la prueba. O

Corolario 1. Para n > 0, se verifican los siguientes resultados:

a) la—pn/qn| < ar—Hl_lq;g

b) (qn + qni1) ' < |gna—pul < gt
C) QQRQn—H’O‘ _pn/Qn| € (L 2)-

Demostracion. a) El resultado se deduce de la siguiente manera:

1

o= Pn/n] = Pony1 + Gn-19n ~ q20n41 = an—il-lan'
Porque an4+1 < an41 al ser « irracional.
b) Basta ver que, por un lado,
1 1 1

nC — pn| = > = .
gn nl ni1Gn + n-1 ~ (@ns1+1)gn + o1 Gni1 +qn

15
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Por otro lado, demostramos la segunda igualdad, con el siguiente razonamiento
|Qna _pn‘ = 1/(an+IQn + Qn—l) < q;ly pues a1 > 1.
Finalmente, para demostrar ¢), empezamos observando que

2Gnqn+1 |05 - pn/Qn‘ = QQH+1/(an+IQn + Qn—l)-
Utilizamos ahora este resultado para concluir

2 2 2 2
1< gn+1 _ dn+1 < gn+1 < gn+1 —9
Qn+1 + qn (an—i-l + 1)Qn + gn—1 Ont1Gn + Gn-1 An+19n + Gn—1

Y llegamos asi al resultado deseado. O

A partir de b), basta desarrollar la recurrencia ¢, = angn—1+qn—2 > an(an-1Gn—2+Gn—3) >
anan—1(an—2qn-3 + qn—q) > ... > Hzg ap para concluir que |g,a — py| < HZJ:F% alzl. Esto
muestra que la bondad en la aproximacion depende del producto de los a,,.

Lema 1. Paran > 1, se cumple que g, > 2(~1/2,

Demostracion. Empezamos observando que ¢n12 = apt2qn+1+Gn > Gn+1+dn > 2¢n. De modo
que, para n par, gn > 2qp—2 > ... > 2”/2q0 = 27/2 El mismo razonamiento para m impar nos
dice que g, > 2("1/2¢; > 2(=1)/2_ Concluimos que ¢, > 2"~Y/2 paran > 1. 0

Hasta ahora, hemos visto que las convergentes dan buenas aproximaciones. Nuestra inten-
cion ahora es ver que, en cierto modo, lo hacen de forma 6ptima. Esto es, queremos demostrar:

Teorema 13. Se verifica que |gna — pn| < |goe — p| para cualquier p € Z y 1 < q¢ < qn, n > 0.

Lo probaremos mas adelante. Por ahora, veamos que el resultado también se cumple si
4= Gn, P # Pn-

Lema 2. Se tiene que |g o — pn| < |gnae — p| para cualquier p € Z, p # pp.

Demostracion. Sabemos por el Teorema 12 que a — pn/qn = (—1)"/(gn(@n+1Gn + qn-1)). Por
otro lado, notemos que

o — P _ Qp1PnGn + @nPn—1 — POn+1Gn — PGn—1

an Gn(On+1qn + Gn-1)
Reescribimos el numerador como m = ay+1Gn (P —p) +P(Wn+1G¢n — @n—1), y lo comparamos con
(—1)™. Sabemos que p # p,. Por otro lado, m # 0, pues de otra manera, & = p/qy, y sabemos

que a ¢ Q. Dicho esto, concluimos que m ¢ (—1,1), pues todos los factores del numerador son
enteros. Solo nos queda comprobar que m # (—1)"*1. Si no fuera asi, se cumpliria que

+
a-Pr_ 4425420 pn,peroaqﬁ(@.
dn q 2q,

Llegamos a contradiccién, quedando probado asi el resultado. O
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Esto nos permite reescribir el resultado de aproximacién 6ptima de la siguiente manera:

Teorema 14. Se cumple que |a— pp/qn| < |a—p/q| para cualquierp € Z y1 < q < qn, n > 0,
con igualdad si y solo si pn/qn = p/q.

Demostracion. El caso ¢ = qp, p # pn 1o hemos demostrado en el Lema 2. Por el Teorema 13,
tenemos que |gna —pp| < |ga—p|. Como 1/g, < 1/q, dividiendo entre ¢, a la izquierda y entre
q a la derecha, concluimos que |a — p,/qn| < | —p/q|- O

Para comprobar la potencia del resultado, vamos a observarlo de forma empirica. Se trata
de calcular pg/qs para o = 7/4 y compararlo con

min min o — .
1<g<gqs peZ | p/q|

Empleando el c6digo que hicimos previamente, vemos que pg/qs = 25732/32763. El error en la
aproximacion es e; ~ 8,36022251426982¢ — 10.

Ahora, para hallar el valor del minimo para 1 < ¢ < gg, empleamos el siguiente codigo:

1 alpha=pi/4; err=alpha

2 for ¢ in [1..32762]:

3 a=ceil (q*(alpha—err)); b=floor (qx(err+alpha))
4 for p in [a..b]:

5 error=abs (alpha—p/q)

6 if error<err:

7 err=error; print(p,q,error.n())

Obteniendo el valor p/q = 25377/32311. El error aqui es e = —1,78066139611133¢ — 9. Efecti-
vamente, vemos que e; < ez. Otra cosa que podemos observar es que las fracciones p/q que dan
los minimos sucesivos (llamadas semiconvergentes) tienen la forma (pp—1 + kpn)/(gn—1+ k¢n)-

Procedemos ahora a probar el resultado de aproximacién éptima propiamente dicho. Su-
pondremos en adelante que ¢ > 1, pues el caso ¢ = 1 es sencillo.

Lema 3. Se cumple que |qgn,a — pp| decrece estrictamente cuando n aumenta.

Demostracion. El resultado es equivalente a comprobar que an+1¢, + gn—1 Ccrece.
n42Gn+1 + Gn > Qnt1Gn + Gn-1 € Ont2qnt1 + ¢l — any1) — gu—1 > 0,
y, efectivamente, se verifica que
Wnt2qnt1 + qn(l — ng1) = Gn—1 > @nt2¢nt1 — Ant1Gn — Gn—1 = Gn+1(an+2 — 1) > 0.
Luego queda demostrado el resultado. O
Esto permite suponer ¢,—1 < ¢ < qp, pues, en tal caso, si para todo n > 0, [g,a — p,| <

|gna — p|, el resultado serd evidentemente cierto para todos los ¢ < gn—1, al ser |gna — py|
estrictamente decreciente.

Proposicién 3. Las siguientes dos identidades se cumplen:

q=|(Pdn-1 = aPn—1)dn — (PGn — qPn)dn—1

)

lga = p| = | (PGn—1 — @Pn—1) P — @) = (PGn — qPn) Pr—1 — Gn-10)|.
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Demostracion. Comprobamos que

|(PGn—1 — aPn—1)n — (Pdn — @Pn)Gn-1| = |a(—@nuPn-1 + Gn-1pn)| = a(=1)" | = ¢

Aplicando esto, y de manera equivalente, obtenemos

|(P@n—1 = qPn—1)(Pn — @n ) = (Pgn — qPn) (Pr—1 — Gn—10)|

n+1

= |(_1)nqap(ann—1 _pn—1Qn)| = {(—1)nqa + (—1) p‘ = ]qa —p| .

Y esto concluye la prueba. O

La primera identidad prueba que pgn—1 — qPn—1 ¥ Pgn — qpn tienen el mismo signo. Si no
fuera asi, se tendria que ¢ = [(pgn—1 — @Pn—1)qn — (PGn — qPn)an—1] > ¢n > q (contradiccion).

Podemos aplicar esta observacion a la Proposiciéon 3. Como por el Teorema 12 sabemos que
(Pn—1 — @n-1@) ¥ (pn — qne) tienen distinto signo, de

lga — p| = |(Pgn—1 — qPn—1)(Pn — G @) — (Pgn — qP1) (Pr—1 — Gn—1¥)

)

aplicando la observacién se observa que los dos sumandos tienen el mismo signo, lo que permite
escribir g — p| = alpn — gna| + blpn—1 — gn-1¢|, con a,b € Z*. Por tanto, concluimos que

lgoe — p| > méx{|pn—1 — gn-1a|, |pn — |} para ¢,—1 < ¢ < gn, p € Z, n > 0.

Esto nos permite dar una forma fuerte del resultado de mejor aproximacién, que serd util
més adelante. Enunciamos, pues, la siguiente desigualdad:

Teorema 15. Se verifica que |qo — p| > |pn—1 — gn—1¢| para ¢n—1 < ¢ < Gn, p € Z, n > 0.

Del resultado anterior se deduce lo siguiente (véase [4, Lemma 21.11]):

Teorema 16. Si p/q es una fraccion irreducible tal que 2q2‘a — p/q‘ < 1, necesariamente p/q
es una convergente de o

Demostracion. Si g no fuese el denominador de una convergente de «, existirfa un n > 0 con
Gn—1 < q < @n, de modo que

1 < |pn-19 — gn-1P| < qlgn—10 — pp—1| + gn—1lga — p| < (¢ + gn—1)|goe — p| < 1.

La primera desigualdad se debe a que pn—1q¢ — gn—1p # 0, como dijimos antes. Para la se-
gunda, comprobamos que [pp—1q — Gn-1P| = |qgn-10 — qPn—1 — Gn—190 + g —1p|, y llegamos al
resultado directamente de la desigualdad triangular. Para la tercera desigualdad, aplicamos el
Teorema 15. Finalmente, sabemos que es menor que 1 porque o ¢ Q, y todos los factores son
enteros.

Como q es el denominador de una convergente, se tiene que ¢ = ¢, para algan n > 0.
Asumiendo cierta la hipdtesis del teorema, se tiene que |g, o — p| < 1/(2¢,). Por otro lado, por
el Corolario 1, apartado c¢), sabemos que |g,a — p,| < 1/2. De modo que de la desigualdad
triangular obtenemos que [p — pn| < |gna — p| + |gna — pu| < 1/(2¢,) +1/2 < 1. Concluimos,
por tanto, que p = p,. [
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Podemos utilizar lo demostrado hasta este punto para evaluar una serie.

Teorema 17. Se verifica que

= 1 6
47 mbx e b =24 —
T;) 1%22(2" {Frac(k:r) } + V5

donde r es la razon durea y Frac indica la parte fraccionaria.

Demostracion. Comenzamos calculando el valor del maximo de la expresién, que equivale a
hallar min; <,<,2n {Frac(kr)}. Con este propésito, buscamos en primera instancia demostrar que
MAX| <<y, ., 11/Frac(kr)} = max,<y<,2n {1/Frac(kr)}. Notemos antes el siguiente resultado:

Lema 4. Paran > 1, se cumple Foni1 < r2n < Fonio.

Demostracion. Aplicamos la férmula de Binet:

r"— (_,r)—n T2n+1 + T—Qn—l

F, = T, luego Fopy1 = NG

Asi que queremos probar
(P2t el VB < < (22 T S o I 5 < 2 — A2

Es claro que el término de la izquierda decrece cuando n aumenta, mientras que el de la derecha
crece. De modo que basta observar que para n =1,

r4r 0 =1,7082...; r2=2618...; r2 —r "2 =26737...

Luego vemos que r + 7> < 72 < r2 — 77472 1o que nos permite concluir el resultado. O

Visto esto, ahora observamos que minimizar Frac(kr) equivale a minimizar rk — [, para
1 < k < 7?2 y cualquier I € N. Sabemos, por los resultados obtenidos anteriormente, las
convergentes de un nimero « minimizan |ga — p|, para 1 < q¢ < g, p € Z. Por tanto, para
minimizar rk — [, debemos tomar k = gy, | = pm, cOn pp, ¥ gy unas convergentes determinadas
de r. ;Cuéles? Necesitamos p,,/qm < r; en cierto modo, que la fracciéon continua aproxime por
abajo; de lo contrario, la fraccién continua maximiza la parte fraccionaria.

Por el Teorema 12, sabemos que 7 > py,/qm si m es par. De modo que, teniendo en cuenta
el desarrollo que hicimos de la razén &urea, los valores buscados son k = qo, = Fome1, I =
Pam = Fomyo. Por tanto, aplicando de nuevo el Teorema 12, con agy, = 7 Vm, tenemos:

max
1<k<Fom+1

1 1
{Frac(kr) } TF2m+1 — F2m+2 "H2mt1 * 2m

En base al lema, lo que ahora queremos ver es si hay algin K tal que Fopy1 < K < Fopyo
que verifique méxi<p<p,, , {1/Frac(kr)} < méxi<p<g {1/Frac(kr)}. Entonces, existirian p y
qeconp € Zy Fopy1 = qon < ¢ < @ant1 = Fango tales que |gr — p| < [g2n417 — p2nt1|, lo cual
también vimos anteriormente que no podia suceder.
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De modo que se cumple max; <<,2n {1/Frac(kr)} = maxi<p<p,, ., {1/Frac(kr)} = rFo, 1+
F5,. En consecuencia, podemos reescribir la serie inicial como:

o0
Z 47" (rFopy1 + Fop).
n=0

Si denotamos por S = ) 02 4" F,, resulta que S — S/4 = 1/4>">° (47" Fapq1 = M. Apli-
cando el mismo procedimiento, observamos que %M = % + %S . De modo que

{ 39=M
3 _ 1 S
M=3+7

Resolviendo el sistema, llegamos a S = 4/5, M = 3/5. Por tanto,

00

6
24771(7“}72”4_1 + an) =S+4rM =2+ —.
n=0

V5

Queda, pues, probado el teorema. ]



CAPITULO 4
La evaluacion de la serie cotangente

A continuacién, estudiaremos la siguiente familia de series, que llamaremos genéricamente
serie cotangente.

ns

Fop— Z cot(mnv/D)

)

n=1

con s € Ry D € Z* que no sea cuadrado perfecto. Por otro lado, en adelante hablaremos de
“constantes” C'. En realidad, seran constantes una vez fijado D, esto es, C' = C(D).

Parte del desarrollo que haremos en este capitulo esta basado en [6]. Antes de empezar,
exhibiremos una desigualdad trigonométrica.

Lema 5. Se cumple que | cot(rz)| < 3(x)~! para todo = ¢ Z donde (z) representa la distancia
al entero mds préximo a x.

Demostracion. Como para todo n € Z, cot (w(x 4+ n)) = cot(mx), y (z+n) = (z), y ademés (x)

y | cot(z)| son pares, basta demostrar el resultado para = € (0,1/2]. Que en x = 1/2 se cumple
es trivial porque cot(mw/2) = 0. Para los demés valores, utilizamos el desarrollo de Taylor

tan(z) =z + — +—+... parax € (—7/2,7/2).

Esto nos permite deducir

cot(mx) = =

1
3 2
tan(mz) x4+ T+ T+

para z € (—1/2,1/2).

L si > 0. Ahora, observemos que (z) = z para z € (0,1/2). Como
si 2 > 0, vemos que |cot(mz)| < 1(z)~!, como querfamos demostrar. [

Luego |cot(mx)| <
claramente - < L

™ 2z
Una vez demostrado este resultado auxiliar, vamos a estudiar la convergencia de F§ p.

Teorema 18. I p no converge para ningin s < 1.
Demostracion. Basta demostrar que |cot(mny/D)/n®| - 0. Es claro que para estos valores de
s, se verifica que | cot(mny/D)/n®| > |cot(nnv/D)/n| (n > 1), luego basta considerar s = 1.

Sabemos que la funcion cot(mx) se va a infinito cuando = € Z. En nuestro caso, como nv D

21
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no es entero para ningtn n, la funcién alcanzara sus valores mas altos cuando Frac(nv/D)
sea lo mas pequeno posible. Esto se debe a la monotonia de la cotangente en cada intervalo
limitado por dos asintotas verticales, que en nuestro caso coinciden con los valores enteros de
z. Razonando como hicimos anteriormente, consideramos para ello las convergentes de v/D. De
modo que consideramos n = g; con ¢; el denominador de alguna convergente de VD.

| cot (’/T?’L\/E)‘ = | cot (pjm + (mvV'Dg;j — mp;))| = | cot (7”/5%‘ — mp;) |-

Como sabemos que |¢;vV D —pj| < 1/gq;, y teniendo en cuenta que en cada intervalo (k, k+1],
k € Z, la funcion cot(mx) es decreciente, deducimos que si ¢; > 2:

| cot(nv/Dg; — mp;)| > cot(|mV/Dg; — mp;|) > cot (m/g;) -

Como cot (7/q;) # 0 para g; > 2, solo queda estudiar

) T 1
= lim —— = —.
j=oo gy z—0+ tan(mx) 7w

Donde para la primera igualdad hemos hecho el cambio z = q{l y, para la segunda, hemos
aplicado L’Ho6pital. Esto concluye el resultado. ]

Vemos que la condicién s > 1 es necesaria para que la serie converja, pero, ademés, es
suficiente. Por el momento, nos conformaremos con un resultado parcial y mas adelante daremos
una prueba completa.

Proposicién 4. Dado D como antes, existe una constante C' > 0 tal que para todo n € Z™ se
cumple ‘cot(ﬂn\/f?)‘ < Chn.

Demostracion. Sea n € Z. Apelando al lema 5, observamos que cot(mnvD) < %(n\/ﬁ)*l
Luego el problema equivale a hallar el minimo de |n\/5 — p|, para p € Z. Supongamos que
gj—1 < n < g;, entonces n|nv'D — p| > qj—1/¢v'D — p| > q¢j_1|gj—1V'D — pj_1| para cualquier
p € Z, donde para la dltima igualdad hemos recurrido al resultado de mejor aproximacion.
Por tanto, |[nvD —p|~! < q]:lln|qj,1\/5—pj,1|_l. Por el Teorema 12, se tiene qj—1|qu—
pj\*l = a1+ ¢j—1/q; < C, para algin C > 0, pues los a; estan acotados y ¢j—1 < ¢j. Queda
demostrado, por tanto, que cot(mny/D) < Cn. O

Esta proposicién nos permite concluir el resultado que buscabamos.

Corolario 2.

n

converge para cualquier s > 2.

> cot Wn\/ﬁ
Fop=Y D)
n=1

Demostracion. Por la Proposicion 4, existe C' > 0 constante tal que Y oo | cot(rnv/D)|/n® <
o0, Cn/nf =320 C/n*"1 que converge para s > 2. Si F; p converge absolutamente, en
particular es convergente. O
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Ahora pondremos el foco en s > 3 entero impar. La convergencia viene garantizada por el
corolario anterior, de modo que pasamos a evaluar la serie.

De ahora en adelante, consideramos la funcién

o0

t
F(Z):ZW con §(z) >0 ymeZt.
n=1

Teorema 19. Sea F' como antes, se verifica que
F(2) = 2"™F(=1/2) + G(2)  para S(2) >0 (ecuacion funcional)

donde
m—+1

G(z) = (_1)m(27")2m+1271 Z fmfm+1—n22n
n=0

con fn = Ba,/(2n)! y By los niimeros de Bernoulli.

Antes de proceder a la demostracion, notemos que (—1)"f,, son los coeficientes de Taylor
de la funcién ¢/2 cot(t/2). Es decir, en un entorno del origen,

(4.1) %cot (;) - i(—l)“fnt%.

n=0

Tomaremos este desarrollo como definicién de los nameros de Bernoulli, a pesar de que haya
otras definiciones més basicas.

Demostracion. Para z en la mitad superior del plano complejo, consideramos la funcién mero-
morfa

f(w) = —mz"™w 1 72™ cot(rw) cot(mzw).
Los polos de la funcién son w =ny w =n/z, paran € Z. Si n # 0, los polos son simples, pues

lim (w — n) cot(mw) = lim vw = lim cos(mv)— R
wosn v—=0 sin(mv+7n)  v—0 sin(rv) 7

No hemos tenido en cuenta toda la funcién, solo la parte que nos da el polo, pues es lo que nos
es relevante a estos aspectos. El cambio de variable empleado ha sido v = w — n. Aplicando el
mismo razonamiento a w = n/z sobre cot(mzw), tomando esta vez v = w — n/z, vemos que
dichos polos también son simples. Calculemos ahora los correspondientes residuos.

) - . cot(zv+ mzn) cot(mzn)
Res(f,n) = ul;%(w = n)W cot(mw) cot(mzw) = %1_1)1}) T mpiem T Lmpiem
_7-‘-Zl+2m

Res(f,n/z) = lim (w—n/z)

cot(mw) cot(mzw)
w—n/z

Zmnl—i-Qm
_.m

, z ™
= lim ———7vzcot(rzv + mn)cot (— ) =
v—0 plt2m z

2™ cot (—mn/z)
n1+2m
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Con los mismos cambios de variable que hicimos para el estudio del orden de los polos. Como
ambas férmulas son invariantes por n — —n, vemos que

ZRes(f, n) = ZZRes(f, n) = —2z""F(2); ZRes(f, n/z)=2z"F(—1/z).
n#0 n=1 n#0

De modo que la suma de los residuos es 22" F(—1/z) — 2z7™F(z) 4+ Res(f,0).

Consideremos, ahora, los paralelogramos centrados I'y de la forma t £ i(N + 1/2)S(1/2)
y (t £i(N +1/2)(z))/z y con orientacion positiva, para N € Z, t € R. Notese que estos
paralelogramos evitan los polos en su frontera, y sus lados son paralelos a 1 y 1/z. Por el
Teorema de los Residuos,
1

2:"F(—1/z) — 227" F(z) + Res(f,0) = o f(w)dw = 0.
T 'y

La integral tiende a 0 cuando N — oo porque el integrando es O(n~'=2™), pues las cotangen-

tes estan acotadas a lo largo de los paralelogramos, y m > 1. Luego solo queda probar que
Res(f,0) = 227™G(z). Usando (4.1) tenemos que en un entorno del origen,

FW) = e SO () S (1) )
k=0 =0

El coeficiente de w™! del desarrollo en serie de Laurent que acabamos de mostrar, que coincide
con k+1=m+ 1, nos da el resultado buscado:

m+1
Res(f,0) = (=12 203" fofoiy 2™ = Gl2).
n=0
Luego, efectivamente, F(2) = 2>™F(—1/2) + G(z), como queriamos demostrar. O

La ecuacién funcional nos permite demostrar un resultado que, eventualmente, nos seré de
tremenda utilidad para la evaluaciéon de multiples series. Antes de pasar con él, introducimos
los siguientes productos parciales de los coeficientes «; relativos a la fracciéon continua de un
nimero x, que utilizaremos en la demostracién.

J
A():l y AJZHO%.
k=1

Por brevedad, no incidiremos en los temas de convergencia, que se pueden encontrar en [8, Th.
1.1], |7, Cor. 3.3] |7, Prop. 4.3]. La convergencia no supone ningin problema en nuestro caso
de irracionales cuadréticos ni para la aplicacién de la ecuaciéon funcional.

Teorema 20. Si los coeficientes parciales de la fraccion continua de x satisfacen a; = ajin
para un determinado n € Z y todo j > 0, entonces
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Demostracion. Observamos primero que a;_1 — aj—1 = a;'. Como a; € Z, se tiene que
J J 9 )

J
Flaj1) = F(a;l +a;_1) = F(a;l). Usando induccién, nuestra primera intencion serd probar

n—1

(4.2) F(z) = (-1)"A"Flag) + ) (-1 A7*"G(az).

J=0

En primer lugar, tomando en la ecuacion funcional z = afl, y recordando que Ag = 1, se tiene
que
F(z) = F(ag) = F(ay') — ay ™" F(a1) + Ag?"G(ag ).

Ahora, supongamos que (4.2) es cierto para j < k — 1. Entonces, se cumple

F(z) = ()" A F(ag-1) + ) (1) A7 Glag ).

ol
[\

.
Il
o

Sustituyendo F(ay) = F(ax—1) y aplicando la ecuacién funcional con z = a; ', llegamos a

e

-2
F(z) = =(=D)" A2 e ™ + (DA G ) + Y (-1 A7PG(ag )

T
—
<.
Il
o

=(*1)kA;§2mF(ak)+A (—1) A7 G(az ).

<
Il
o

Luego (4.2) queda probado por inducciéon. Ahora, como aj = aj4n, siendo n la longitud del
periodo, se tiene que F(ay) = F(ag) = F(x). Solo queda despejar F(z) de

n—1
Fla) = (-1 4,27 F(2) + 3 (-1 47" Glahy) = BoF(x) + ZB Gloh)
j=0
obteniendo asi F(z) = (1 — B,) ! P &B G(a H_1) como querfamos demostrar. O

Este teorema nos permite evaluar una infinidad de series. Como corolario, vamos a calcular
algunas de ellas.

Corolario 3.

i cot(mnv2) V2 y i cot(mnv/3) 713\/?

~ 1890 n3 T 60

n=1 n=1

(4.3)

Demostracion. Sea F(v/2) = >°° cot(mny/2)/n®. Como la fracciéon continua de /2 tiene
periodo 1, basta aplicar el Teorema 20 con m = 2, n = 1. Notemos que dicha fracciéon continua
no es periédica pura, pero basta observar que la de 1+ /2 si, y que F(v/2 +1) = F(v/2).

Trabajamos, pues, con o = 1 4+ v/2. El Teorema 20 nos dice que

1 _
F(z) == 7 BoG(ah).
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Donde By = —l/A‘l1 = —(ﬂ — 1)4. Por otro lado, se tiene que ay = 1/(\@ — 1), luego

—(2n)p &
G(ay!) = \g_)l > fafmir-n(V2— 1)
n=0

Donde fo =1, f1 = 1/12, fo = —1/720, f3 = 1/30240. Con un poco de ayuda computacional
de SageMath, calculamos el resultado, que efectivamente es 7°v/2 /1890.

Para calcular Y % | cot(mnv/3)/n?, procedemos del mismo modo. En este caso, n = 2 y
m =1, de modo que el Teorema 20 nos dice que

1
F(z) =
(x) 5
Ahora, By =1, B; = —1/A2m = —(v3 - 1)2. Por otro lado, se tiene que

2n
\/g anfm-H n(\/g_l)Qn G( 3_1 anfm-H -n <\/> 1) )

con los f,, como antes. De nuevo, podemos utilizar SageMath para comprobar que, efectivamente,
el resultado es —m3v/3 /60. O

(BoG(afl) + BlG(Oz;l))

Glay') =

El Teorema 20 nos permite también evaluar familias de series, como la que mostramos a
continuacion.

Corolario 4. Para todo { € Z, se verifica que
i cot (mnv2 + 1) w42 - 3)
n? 180V2 +1

n=1

Demostracion. Sabemos, por la Proposicion 2, que o/ = V02 +1 = [¢,2¢,2¢,2(,...]. Del mismo
modo que antes, consideramos o« = o’ + |[o/| = o + € = [20,2¢,...], que si es una fraccion
continua periddica pura, y ademés F(«) = F(a/ + [/]). Aplicando el Teorema 20, con n = 1

v m = 1, observamos que
1
F =
(@) =15

donde ay =1/ (V2 +1—-10), By=1, By = —1/A} = =20 = 20/1? + 1 -1,y

Gloy!) = ng(i)—z (7_22 + 1314 (Ve 5)2 - % (Ves+i- €>4> .

De modo que obtenemos Y o cot (mnv/€2 + 1) /n® = (4m3¢% — 373) /(180v/(2 + 1), llegando

asi al resultado deseado. O

BOG(al_l>7

Para concluir este apartado, podemos alardear de la potencia del resultado, calculando la
correspondiente serie para el periodo méas largo (n = 16) de todos los k < 100 (k = 94).

icot(wn 94)  239642998630562136177 /94
n? ~100230311093209098265800

n=1
Para lo cual, claramente, hemos requerido ayuda computacional, que se puede consultar en el
apéndice.



CAPITULO 5

La convergencia de la serie cotangente

En lo sucesivo, vamos estudiar la convergencia de Fy p en el intervalo 1 < s < 2. Presentamos
para ello una nueva serie, asociada a la “distancia con signo” al entero mas préximo:

()« = — |x+1/2].

Se verifica (x) = |(z).|. La serie es un modelo para Fy p evitando los problemas que se derivan

de la cotangente:
oo

1
Gsp=)_ T

n=1

Para ver su utilidad, enunciamos el siguiente lema:

Lema 6. Para todo x € R\ Z, se verifica que |m cot(rz) — (z); 1] < 7%/2.

Demostracion. Como F(x) = | cot(rz) — (x);!| es 1-periodica y ademas es par, basta estudiar
el intervalo I = (0,1/2). Si observamos la funcién f(x) = tan(wz) — 7z, vemos que £(0)=0,
y ademas f'(r) = msec?(mx) — 7 > 0 en I, luego es creciente. De modo que f(z) > 0, luego
meot(mz) — 2! < 0. Como (z), = z para = € I, se tiene que F(x) = 1/z — 7 cot(nz).

Por tanto, F'(z) < C equivale a g(x) = sen(mz) — mx cos(mx) — Cxsen(mz) < 0 en (0,1/2).
Derivando, ¢'(z) = (72x — C) sen(rx) — 7Cx cos(mx), que es menor que 0 en I tomando C =
72/2. Esto, junto con ¢g(0) = 0, prueba que g(z) < 0 en I, lo que concluye el resultado. O

Corolario 5. F, p converge si y solo si Gs p converge.

Demostracion. Consideremos Spn vy Sg,n las sumas parciales de Fy p y G p, respectivamente.
Se cumple que

N
D) — D)1
SpN = Sa,N + Zan con a, = cot(rny/D) — (/D). .

ns
n=1

Por el Lema 6, sabemos que > | a, converge, de hecho absolutamente (s > 1). Por tanto, el
limite de Sg n cuando N — oo existe siy solo si existe el de Sg v, y esto concluye la prueba. [
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En adelante, suponemos sin decirlo que s > 1. ;Cémo probamos la convergencia de G5 p?
Como las convergentes aproximan muy bien a /D, es logico que el mayor aporte a la serie
venga de los miltiplos pequenos de los denominadores de dichas convergentes. Dicho de otra
forma, de los elementos del siguiente conjunto:

A:{nEZ 1<g <n< g conqj\nparaciertoj}.

En esta linea, empezaremos comprobando que la contribuciéon de estos elementos a G p nos
da una serie convergente:

1
5.1 G, = ————  converge.
( ) s,D ; n5<n D>* g

Y finalmente, que el resto de términos no dan complicaciones. Es decir,

1
5.2 E; = ——— converge, en particular, lim E; = 0.
5-2) ! Z ns(n\/D) & P jooo 7

n>q;
ngA

Lema 7. Si E; y GS,D convergen, entonces G p converge.

Demostracion. Dividimos Gsp en Y., 4 1/(n*(nvD),) y 2 ongA 1/(n*(nvD),), de modo que
basta que converjan ambas para que G p converja. Como la primera coincide con (5.1), basta
comprobar que la convergencia de (5.2) implica la de la segunda suma. Por otro lado, si converge
absolutamente, entonces converge, luego basta tomar la distancia sin signo ((z)).

De modo que queremos ver que la convergencia de Ej implica la de }_, 4 4 1/(n5<n\/5>)
Como ambas sumas solo difieren en los términos n < g;, n ¢ A, es suficiente con ver que la
suma de dichos términos (los asociados a esos valores de n), no diverge. Como es una suma
finita de términos finitos (porque nv/D ¢ Z), efectivamente la suma de esos términos también
es finita, luego si Ej converge, también lo hace } -, 4 41/ (n*(nv/D),). Y concluimos asi que la
convergencia de Ej y GgD implica la de G, p. O

Lo que haremos a continuacion tiene como motivo demostrar (5.1). Para ello, introducimos

N-1

1
A;(N) = - donde 1<¢q; <N <gjyq1-
2 D),
gjln

Lema 8. Para 1 < ¢j <n < gj+1 y q; | n, se verifica que qj<n@>* = n(qj@>*.

Demostracion. Por el Teorema 12, sabemos que (qj\@>* = qj\@—pj = (1) /(ojs14;+qj-1)-
De manera similar, se tiene que

D (3 ) ().

¢ q(ajp1q5 + qj—1) aji1q; +qj-1)

Basta observar que, como n < gj41,

n(—1)7
¢i(aj1q5 + qj-1)

1
5

n
qj(aj119; + qj-1)

n

q595+1
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De modo que |(—1)’n/(g;(cj+1q; + gj—1))| < 1/2, lo que nos permite eliminar la distancia con

signo de la expresion, y concluimos (nv' D). = (—1)In/(gj(aj1+1q; +gj-1)), de lo cual se deduce
facilmente que n(qj\/ﬁ>* =g <n@>* O

Corolario 6. Para 1 < g; <n < gj11 yq;j | n, se cumple que

Aj(N) = q;*( Z m~57L

m<N/q;

Esto implica que Gg}D converge para s > 1, es decir, (5.1).

Demostracion. Por el Lema 8, se tiene

N-1 N-1

1 _ dj
AN =3 —— = (VD) Y L
J nij n5<n\/ﬁ>* J = nS"Fl
qjIn qjln
/QJ s—1

, simplemente tomando los
—s5—1

Podemos reescribir la suma de la derecha como ¢; Y, . (mg;)~
multiplos de ¢; hasta N — 1. Esto, claramente, es igual a q; =8 Zm/ im , v esto concluye el
resultado para A;(N). Veamos que esto implica la convergencia de GS,D. Sea 1 < ¢qj, <N <
Qjo+1+ j() € Z, escribimos las sumas parciales de G, como Sy = 3, c 4 pen(n°(nV D))~ =

i 0 LA, (q]+1) + A, (N). Luego queremos ver que Sy converge cuando N — oo, es decir

i\Aj<N>}=i(qu<qj@>—l 5 m—s—l):f;(%ﬂqfq TERS g )
=0 =0 J

m<N/q; j=0 m<N/q;

+ s— S 3 K
_Z<O‘J+1qﬂl/qﬂzm ) Z(Slzm ) SG-D(-D/2

qJ m<N/q; m<N/q; 3=0

donde 1 < ¢; < N < gj41, K > 0, y hemos visto que converge absolutamente. Como para
s > 1, el tltimo término converge, concluimos que G° s,D €8 convergente. O

Pasamos ahora a demostrar (5.2). Para ello, definimos

lgj+1/2] gj+1—-1

1 1
Bj - Z ——— y Cj - Z T
in /) n=lapfzpn VD)
i gjtn

Nuestro objetivo es demostrar lo siguiente:

Teorema 21. Para cada s > 1, existe un K = K(s) tal que

(5.3) By < Kqj°log(¢;+1) y  C;j < Kqjflog(gr+1).

Primero, vamos a asegurarnos de que el Teorema 21 nos garantiza lo que buscamos.

Corolario 7. La serie Ej converge.
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Demostracion. Es claro que basta demostrar que (5.3) garantiza la convergencia de Z;‘;o Bjy
Z?io Cj, y por tanto la de la suma de ambas.

Con esa intencion, basta ver que Zj olog(q; + 1)/q5 1 converge. Como sabemos que
(logxz)/2z* — 0 para todo t > 0, y aplicando la definicién de limite con € = 1,3.J tal que log(q; +

1)/(]](-5_1)/2 < 1 para j > J. De modo que > 2 ,log(g; +1)/q;~ < K+ 3352 ,1/q; (s=1)/2
K+ Z]O'; 2-(s=DU-D/4 que efectivamente es convergente. O

Procedemos ahora a demostrar una serie de resultados que necesitaremos en la demostracion
del Teorema 21.

Lema 9. Se cumplen las siguientes desiqualdades
A
(54) (@)= @W)| <|lzr—y| paraz,yeR Yy ZE<2log(N—|—1) para N > 1.

Demostracion. Empecemos con la primera desigualdad. Como |(z) — (y)| est4 acotado por 1/2,
podemos definir x = y + a, con a € [0,1/2], y € [0,1]. Para aligerar notacién, denotamos
[2+1/2] = [2]. Luego queremos ver |(z) = (y)| = |ly+a—[y+al| = |ly=[ll| <ly+a-y[=a.

= Caso 1 (y,2 €[0,1/2]): [{2) = ()| = [y — ¥l +a —y + ]| = a.

» Caso 2 (y€[0,1/2],z € [1/2,1]): () = (y)| = | -2y —2[y]+1—a| =|-2y+1—0a| < q,
pues en este caso, —2y+1>0 ya>1/2—y.

= Caso 3 (y,z € [1/2,1)): [{z) — ()| = |[y] y+a (W —v)|=—al=c

» Casod (y€[0,1/2],x € [1/2,1]): [(z) — (y)| = | =2y — 2[y] + o] = |2(y — 1) + a|. Como
y—1<0,s2(y—1)+a >0 es claro que |(z) = (y)| < a. Para 2(y — 1) + o < 0, si
12(y — 1) + a| > a, es decir, 2(y — 1) + o < —a, se tendria a < 1 — y (contradiccion).

Centrémonos ahora en la segunda desigualdad. Demostramos para ello un resultado auxiliar:
(2n)~1 < f:H 7 tdx paran > 1. Como 1/z > 1/(n+1) para x € (1/n,1/(n + 1)), se cumple
que f:H x> f:ﬂ 1/(n+1)=1/(n+1) > (2n)~! para n > 1. Aplicando esto, vemos que

N N
1
Z - < 22 (log(n+ 1) —logn) = 2log(N + 1),
n=1 n n=1
lo que concluye la demostracién. O

Sigamos demostrando resultados auxiliares con vistas a probar el Teorema 21.

Lema 10. Se cumple ‘(n\/ﬁ>* - (m\/ﬁ>*‘ > (2¢j+1) " para n y m enteros tales que 0 < m <
n <gj+1-

Demostracion. Como (x), es la distancia con signo a un entero, podemos escribirla como x — k,
k € Z, luego claramente |(nv/ D). — (mv/D).| = |(n—m)v/D — (ki — k)|. Aplicando la primera
desigualdad de (5.4), tenemos que |(n — m)VD — (k1 — ka)| > [{(n — m)VD) — (k1 — ko)| =
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((n — m)V/D). Ahora, por el resultado de mejor aproximacion, como 0 < n —m < gjt1, se
verifica que ((n —m)v/D) > (g;v'D). Finalmente, por el Corolario 1, apartado c), se cumple
que |¢; VD — pj| > 1/(2¢;j+1), luego (g;vD) > (2¢j+1)"}, lo que finaliza la demostracion. [

Corolario 8. 7 = {qu+1<n\/ﬁ> 1< n< qj+1} es un subconjunto de [1,00) tal que cada
intervalo [k, k + 1), k € ZT, contiene como mdzimo dos de sus elementos.

Demostracion. Sea 1 <n < gj11, tomando m = 0 en la desigualdad del Lema 10, tenemos que
(nVD) = [(nV/D).| > (2gj4+1) 7", luego 2¢j4+1(nv/D) > 1. Esto demuestra que 7 € [1, 00). Para
demostrar la segunda afirmacion del lema, asumamos que, para un mismo intervalo [k, k + 1),
k € Z* hay dos elementos (sean z e y) de T, y busquemos un tercero, llamémoslo z. Como hay
3 elementos en el intervalo, necesariamente dos de ellos (sean x y z) seran tales que (). v (2)«
tengan el mismo signo. Entonces, denotando = = 2¢;11(nV'D), z = 2¢;+1{mv/D):

& =yl = [{2) = (2)] = [(2)« = (2)+| = 2¢j21[(nV'D) — (mVD)| > 1,

donde para la tltima desigualdad hemos usado el Lema 10. Asi que z deberia estar a distancia
mayor que 1 de alguno de los puntos del intervalo, que es de longitud 1 (contradiccion). O

Introduciremos un tltimo lema, y estaremos ya en condiciones de pasar a la demostracién
de la segunda desigualdad del Teorema 21. Necesitamos, antes, hacer una pequena observacion:

Observacion 1. Para n en el rango de sumacion de Cj, se cumple que 2qj11n~° < 234—1%1.4—_?

Para demostrarlo, basta ver que en dicho rango, n > [gj+1/2| + 1 > g;+1/2, de modo que

2qj41n % < 25+1qj+%. Introduzcamos, pues, el tltimo lema:
Lema 11. Se verifica que

qj+1—1

1 1
C.: < 2s+1 1-—s < 2s+2 1—s iy
J 9j+1 Z 2qj+1<n\/5> — 9j+1 kz:l L

qj+1/2<n<qjq1

Demostracion. La primera desigualdad es clara a partir de la observacién, modificando los
limites de sumacion por los equivalentes ¢j41/2 < n < gj41, y permitiendo n | g; (como todos
los términos son positivos, obtenemos una cota superior).

Para la segunda, consideramos el conjunto 7_1 = {1/(2¢j41(nvD)) : 1 < n < gj11}.
Por el Corolario 8, 7_; € (0,1], y en cada intervalo (1/(k + 1),1/k], k € Z™*, hay como
mucho dos elementos. Luego para cada intervalo de esa forma, la suma de los elementos
de 7_; contenidos en él es a lo mas 2/k. Por otro lado, para 1 < n < gj41 se tiene que
2¢;11(nVD) < 2¢;+1/2 = gj+1, luego T—1 C [1/(gj4+1 — 1), 1]. De modo que podemos acotar la
SUMA D50 o ey 1/(2¢j+1(nV/D)) por Z,Zj;’f_l 2/k, y de aqui se deduce el resultado. [

Como prometimos, demostramos ahora la primera desigualdad del Teorema 21: para cada
s> 1, existe un K = K(s) tal que C; < qullf log(gj+1)-
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Demostracion. Por el lema anterior, y aplicando después la segunda desigualdad de (5.4),

qj4+1— 1
C; < 22 Z = < 2% log(g;11) = Kqj 7 log(g;41),

donde K = K (s) una constante, distinta para cada s. O

Queda, por tanto, demostrar la primera desigualdad del teorema. Usaremos un resultado
auxiliar:

Lema 12. Para n en el rango de sumacidon de B; se tiene

|(nv/D) — (np;/q;)| < %@pg’/qj)-

Demostracion. Por (5.4), sabemos que }(nﬁ)—(npj/qjﬂ < ‘n(\/ﬁ—pj/qj)} = n}\/ﬁ—pj/qj‘.
Como, en el rango de sumacion de Bj, n < gj4+1/2, y aplicando posteriormente el Corolario 1,
apartado c), concluimos que n}\/ﬁ - pj/qj‘ < (qj+1/2){\/5 - pj/qj} < 1/(2q;).

Por tanto, solo queda demostrar que 1/g; < (np;/q;). Esto es cierto, claramente, si y solo si
np;j/q; no es entero. Como med(qj,p;) = 1 (las convergentes son irreducibles), y ademas, para
estos valores de n, g; 1 n, entonces ¢; { np;, luego np;/q; ¢ Z, y esto concluye el resultado. O

Estamos a un lema de probar la segunda desigualdad del Teorema 21:

Lema 13. Se cumple la siguiente cadena de desigualdades:

laj+1/2] laj+1/2]

1
Bj <2 < 4q; log(q; —.
Y ) <) Y

qﬁ” qjlm

Demostracion. Para la primera desigualdad, debemos demostrar que (nv/D) > 1/2(np,/q;). Si
(nv/D) > (np;j/q;), no hay nada que demostrar. Si no, por el Lema 12, —(nv/D) + (np;/q;) <
1/2(np;/q;), luego (nv/D) > 1/2(np;/q;).

Detengdmonos a demostrar la segunda desigualdad. Sea k € ZT fijo, se tiene que ((kg; +
i)p;/q;) = (ipj/q;), parai € [1,...,q; — 1]. Como med(p;,q;) = 1, para cada i € [1,...,q; — 1]

se tiene k; = ip; méd ¢, con k; € {1,...,q; — 1} todos ellos distintos entre si. De modo que
k;/q; alcanza un elemento de {1/g;,...,(¢; —1)/q;} exactamente una vez.

Como (ipj/q;) = (ki/ax) v, ademés, (1/k) = (1 — 1/k), k € Z*, esto implica que (np;/q;)
alcanza cada elemento de {1/¢;,...,1—1/g;} a lo més dos veces.

Apliquemos lo anterior a nuestra suma. Consideramos los n tal que gj t n, ¢j < n < |gj4+1/2].
De modo que podemos descomponer la suma en bloques de la forma n = kq;+1,...,kgj+q;—1,
k € Z*. Luego, para cada bloque, n > kg;. Por el razonamiento anterior, como para cada k
(cada bloque), n > kq;, y (np;/q;) alcanza cada elemento de {1/¢;,...,1 —1/¢;} como mucho
dos veces, podemos calcular la suma para cada bloque:

kqj+q;—1 kqj+q;—1 q;—1

1 2 g
’ Z np]/Q] =2 Z (kqj)5<npj/qj> - (kqj)s Z i

n= kq]+1 n=kq;+1 =1
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De modo que, al sumar todos los bloques, tomando m = kg,

lgj+1/2] lgj+1/2]
2
nz;j TLS np /QJ Z mZ;] ms
a;tn q;lm
Para concluir el resultado, basta ver que g; 1/1 < 2gjlog(gq;) por (5.4). O

Al fin, demostramos la segunda desigualdad del Teorema 21: para cada s > 1, existe un
K = K(s) tal que C; < Kqj$log(gj41+ 1).

Demostracion. Como m > gj,

lgj+1/2] 1 lgj+1/2]
dgjlog(q;) > 5 < 4dgjlog(g;) Y. = Kqjlog(g)),
m=qj m=gq; J
q;|m q5lm
v asi termina la demostraciéon del Teorema 21. O

Esto nos permite concluir que G5 p converge y, equivalentemente, también Fy p. De modo
que, con los resultados obtenidos en este capitulo, hemos probado que

Teorema 22. La serie Fs p diverge para s <1 y converge para s > 1.






CAPITULO 6
La fraccion continua del nimero e

A dia de hoy, no se conoce ningtn patron para la fraccion continua del nimero 7. No es asi
para el nlimero e, cuya estructura es:

e=1[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...] = [2,T,2n, 1|2

n=1>

con la notacién que cabe esperar. Es facil observar que una expresién equivalente y mas elegante
(y que simplifica la demostracion) se obtienede e = [1,0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,...] = [1,2n, 152,
al reemplazar el 2 inicial por 1,0, 1. Esto es claro, puesto que dando la vuelta a la fracciéon, se

tiene )
14— =2+ ...

1
0+ ———
14+...
En este capitulo, pretendemos dar la demostracion mas breve conocida de este resultado (véanse
[9, Prop. 1] y [9, Th. 1]).

Teorema 23. La expresion de la fraccion continua del nimero e es

e=[1,0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...] = [T,2n, 1], n > 0.

Sea [ap,a1,az,...] la fraccion continua del enunciado. En otras palabras, as;11 = 2i y
as; = agjy2 = 1. Por el Teorema 2, vemos que p9 = 1, p1 = 1, p2 = 2, p3 = 3, pg = 8,
ps =11,... yq=1,¢1 =0, =1,q3 =1, g4 = 3, g5 = 4,.... Notemos que ¢ = 0,
luego p1/q1 no esta definido, pero esto no supone ningin problema; lo hacemos para que las
recurrencias no tengan ninguna excepcion inicial. De modo que p; y ¢; satisfacen las relaciones
de recurrencia

(6.1) P3n = D3n—1 + D3n—2, Bn = @3n—1 + GBn—2,
DP3n+1 = 2NP3n + P3n—1, G3n+1 = 21G3n + q3n—1,
P3n+2 = P3n+1 T P3n, q3n+2 = 43n+1 1 93n-

Para verificar que la fraccién continua que mostramos converge a e, debemos probar que

,  Di
lim — =e.
1—00 (;
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Definamos las integrales

1,n — 1) 1 ,.n+1 — 1) 1,n -1 n+1
A, :/ @@= e g B, :/ G Gl SRS :/ Gl SR
0 n' 0 TL‘ 0 n‘

Proposicién 5. Paran > 0, A, = q3ne — P3n, Bn = P3n+1 — Gnt1€, ¥ Cn = P3n4+2 — @3n426.

Demostracion. Basandonos en las relaciones de recurrencia descritas previamente, basta con
comprobar que las condiciones iniciales coinciden, y probar las tres relaciones de recurrencia

(64) A,=-B,_1—-C,_1, B,=-2nA,+C,—1, C,=B,—A,.

En cuanto a las condiciones iniciales, por un lado sustituimos los valores de p;, ¢; que mostramos
anteriormente. De este modo, Ag =qe—po=e—1, Bo=p1—qe=1,Co=ps—qpe=2—c.
Por otro lado, Ay = fol e’der =e—1, By = fol zetdr = (v — 1)ex‘g:1 =1,Cp = fol(:z: —
1e*dr = (x — 2)636‘3:1 = 2 — e. Luego las condiciones iniciales coinciden.
Veamos que las relaciones de recurrencia dadas en (6.4) son equivalentes a (6.1), (6.2) y (6.3).
Sustituyendo B,—1 = psn—2 — q3n—2€ Y Cn—1 = P3n—1 — G3n—1€ en la primera relacion de (6.4),
el resultado es directo usando (6.1). Del mismo modo, con (6.2) se obtiene la segunda relacion

y con (6.3) obtenemos la ultima recurrencia, concluyendo que las dos ternas de recurrencias
son equivalentes.

Queda solo ver que, efectivamente, las expresiones integrales de A,, B, y C, satisfacen las
tres relaciones de (6.4). La mas sencilla es la ultima:

1 ,..n — 1" -1 1 .n _1n+1
Bn—An:/ e - e )dx:/ G PN
0 n! 0 n!

Para comprobar la primera, o equivalentemente, A, + B,,_1 + C,_1 = 0, observamos que, por
la regla de la derivada de un producto,

d (x”(x— 1>"6x> a(z — 1)

_ _ v + xn—l(x - 1)n -
dz n! B n! (n—1)! (n—1)!

Como ez (z — 1)" /n!‘gzl = 0, tomando integrales a ambos lados en la ecuaciéon de arriba,
obtenemos el resultado.

La segunda requiere mas célculos. Queremos ver B, + 2nA,, — C,,_1 = 0. Con un razona-
miento similar,

d (z"(x—1)" | L GO B L O I B L LY GO B L
. (n' e’ = o e’ + 1) e’ + . e’(n+1).
Basta ver que
n! e(nt1) = (n—1)! ot n! <

n—1 n+1 n n—1 n
—1 - —1
T (LN CU ) (R VS . .

(n—1)! N (n—1)! (n—1)! (n—1)!
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-1, @ @ -1, e —1), at(e—1)"
— et = e’ = e’ — ev.
n! n! n! n!

Si sumamos todos los términos, obtenemos ez *1(x — 1)"/n! + 2e%x™(x — 1)"/(n — 1)! —
e®z" Yz —1)"/(n —1)!, de modo que integrando llegamos a B, +2nA4, — C,_1. Como ademés
etz (x — 1)"*1/n!‘g:1 = 0, concluimos el resultado. O

Tras esto, es sencillo probar el Teorema 23.

Demostracion. Observamos primero que A,, B, y C, — 0 cuando n — oco. Haremos el desa-
rrollo explicito solo para Ay, pues es idéntico para B, y Cj.

Consideramos, pues, f,(z) = z"(z — 1)"e*/n!, para x € [0,1]. Se tiene que f, converge
uniformemente a 0 en [0, 1] porque 0 < lim;,_,o sup{|fn(z)| : z € (0,1)} < lim, o e/n! = 0.
Por tanto, se verifica que

1 .n n 1 n n
—1 -1
lim wex dx = / lim Mex dx = 0.
0

n—oo 0 n' n—r00 TL‘

Por tanto, por la Proposicién 5, tenemos que cuando n — oo,

An_>O:>q3n€_p3n_>0
Bn — 0= p3nt1 — qant16 — 0
Cn — 0= p3nt2 — @3nt2e — 0.

Esto nos permite concluir que lim; o (g;e — p;) = 0. Como ¢; > 1 para i > 2, podemos dividir
entre q; y obtener
e=lim 2 =[1,0,1,1,2,1,1,4,1,...],

1—00 (@
lo que culmina la demostracioén. ]
Una desventaja de esta demostracion es su poca versatilidad. En [10] se puede ver la fraccion

continua de e como parte de una familia mayor, que incluye otras cantidades como tan1 o e'/¥;
no obstante, dicha demostracién tiene una longitud mucho mayor.






APENDICE A

Algunos codigos

A continuacion, presentamos los diferentes codigos (todos ellos hechos en SageMath), a los
cuales se ha hecho referencia a lo largo del trabajo.

El primero se trata del algoritmo para hallar la fraccién continua de un nimero. Ya lo
explicamos detenidamente en el Capitulo 1, aqui el cédigo utilizado:

1 def fraccion_continua{alpha_ 0, error, max_iter):

2

3 alpha=alpha 0; a=floor (alpha 0)

4

5 Lista p=][]; Lista q=[]

6 Lista_p=Lista_p+[a]; Lista_qg=Lista_q+[1]

7 Lista alpha=[alpha 0]; Lista a=[a]

8

9 alpha=1/(alpha 0—a); a 1=floor (alpha)

10

1 Lista_p=Lista_p+[axa_1+1]; Lista_ qg=Lista_q+[a_1]

12 Lista a=Lista a-4[a 1]; Lista alpha=Lista alpha+[alpha]

13

14 a=a_1; i=2

15

16 error calculado=abs(alpha O—Lista p[1]/Lista q[1]);

17

18 while alpha not in ZZ and error calculado>=error and i<—=max iter:

19

20 alpha=1/(alpha—a); a=floor (alpha)

21

22 p=axLista_p[i—1]+Lista_p[i—2]; g=axLista_q[i—1]+Lista_q[i—2]

23

24 Lista_a=Lista_a+[a]; Lista_alpha=Lista_alpha+[alpha]

25 Lista p=Lista p+[p]; Lista q=Lista q+[q]

26

27 error _calculado=abs (alpha_O—Lista_p[i]/Lista_q[i])

28

29 i=i+1

30

31 print (’Eny’dyiteracionesgelyerror obtenidoyesy¥%s’ % ((i—1),
— (n(error calculado))))

32 print (’Losya_nyson:’); print (Lista a); print(’Losyalpha_nyson:?)
— print(Lista_alpha)

33 print (’Los,p_nyson:’); print (Lista p); print(’Losuq_nyson:’); print(Lista q)

34

35 if alpha in ZZ:

36 print(’Deumodouqueulauultimauconvergenteuobtenidauesu'V.su=u'Zs’

— %((Lista_p[i—1]/Lista_q[i—1]), (n(Lista_p[i—1]/Lista_q[i—1]))))
37 else:
38 print(’Deumodouqueulauultimauconvergenteuobtenidauesu'z,s,uqueuesu

— aproximadamente,%s’ %((Lista p|[i—1]/Lista q[i—1]),
— (n(Lista_p[i—1]/Lista_q[i—1]))))

39
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En el capitulo 4, requerimos ayuda computacional para resolver

n’ ~100230311093209098265800 °

i cot(mn\/94) 239642998630562136177 /94

n=1

Exhibimos a continuacién el c6digo que nos permitié realizar los calculos:

WOO~NO O dWN -

n=16; m=3; alpha O=sqrt (94)+floor (sqrt(94)); alpha=alpha_ 0
a=floor (alpha 0); Alpha=[alpha 0]; alpha=1/(alpha 0—a)
a_l=floor (alpha); Alpha=Alpha+[alpha]; a=a_1

for i in [2..16]:
alpha=1/(alpha—a); a=floor (alpha)
Alpha.append(alpha)
i=i+41

Lista_A=[1]; A=1

for i in [1..n]:
A=AxAlphali]
Lista_A.append(A)

Lista B=[1]

for 1 in [1..n]:
B=(((~1)~1)/(Lista_A[i]) " (2+m))
Lista B.append(B)

def G(z):
f=[bernoulli(2xk)/factorial (2xk) for k in srange(m+2)]
suma=0
for i in [0..m-+1]:
suma+t=f [ i]* f[mtl1—i]*z"~(2x%1)
G=suma#(—1)"mx*(2xpi) "~ (2*m+1)/z

return G

suma_resultado=0
for i in [0..n—1]:

suma resultadof+=Lista B[i]+*G((Alpha[i+1])~(—1))
resultado=1/(1—Lista_B[n])*suma_resultado
(resultado/sqrt (94)).canonicalize radical ()



APENDICE B
Grafico de los paralelogramos Iy

En el Capitulo 4, utilizamos “paralelogramos centrados I'y de la forma t £i(N +1/2)3(1/2)
y (t£i(N+1/2)S(2))/z y con orientacion positiva, para N € Z, t € R”. Procedemos a mostrar
el dibujo grafico de dichos paralelogramos, para z = 1/2 4+ 1/3i, y N = 4, N = 5, con la
intencién de dar una imagen grafica de los paralelogramos, y mostrar que evitan los polos en
su frontera, y sus lados son paralelos a 1y 1/z.

Exhibimos también el cédigo empleado para obtener la imagen. En primera instancia, de-
finimos la funcién que pasa ntmeros complejos a puntos del plano.

1 # Funcion que pasa complejos a puntos
2 def comp_2_ vec( v ):
3 return vector( (v.real part(),v.imag_ part()) )

Y a continuacién, mostramos el resto del cédigo:

41
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WO NSO W

7z = 1/241/3xi

# Reticulo de puntos generado por 1 y 1/z con coeficientes enteros
la = 8; L = []
for a in srange(—la,la+1):
for b in srange(—la,la+1):
L.append( comp 2 vec(atb/z) )
P = points (L, size=1)

# Puntos donde hay polos
L =1]
for a in srange(—la,la+1):
L.append( (a, 0) )
L.append{ comp_2 vec(a/z) )
P += points (L,size=5, color=’"red’, zorder=100)

N =4
# Los puntos de interseccion de las rectas
# t\pm i(N+1/2)\Im(1/2z) y (t\pm i(N+1/2)\Im(z))/z

# son \pm zl, \pm z2 que dan los vertices del paralelogramo
# donde se aplica el teorema de los residuos.

w = i*(N+1/2)*(z.imag part()—z=*(1/z).imag part())

z1 = w.imag part()/z.imag part() + i*(N+1/2)*(1/z).imag part()
w = i*(N+1/2)*(z.imag_part()+z=*(1/z).imag part())

z2 = w.imag part()/z.imag part() — i*(N+1/2)%(1/z).imag part()
pl, p2 = comp 2 vec(zl), comp 2 vec(z2)

# E1 paralelogramo donde se aplica el teorema de los residuos (verde)
# esta separado de los enteros
P 4+= line ([pl,p2,—pl,—p2,pl],thickness=1,color=’green’)

# Tambien lo esta el resultado de multiplicarlo por z (azul)
pl, p2 = comp_2 vec(z*zl), comp_2 vec(zxz2)
P += line ([pl,p2,—pl,—p2,pl],thickness=1, linestyle=’--)

P.set aspect ratio(1l)

N =25

w = i*(N+1/2)*(z.imag_part()—z=*(1/z).imag _ part())

z1 = w.imag_part()/z.imag_part() + i*(N+1/2)%(1/z).imag_part()
w = i*(N+1/2)*(z.imag part()+z=*(1/z).imag part())

z2 = w.imag_part()/z.imag_part() — i*(N+1/2)x(1/z).imag_part()
pl, p2 = comp_2 vec(zl), comp_2 vec(z2)

P += line ([pl,p2,—pl,—p2,pl],thickness=1,color=’green’)

pl, p2 = comp 2 vec(zxzl), comp 2 vec(zxz2)
P += line ([pl,p2,—pl,—p2,pl], thickness=1, linestyle=’--7)

P.set aspect ratio(l)
P.show ()
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