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Resumen

La funcion zeta de Riemann, ¢, es uno de los objetos més estudiados de la teoria
analitica de niimeros. Su importancia radica en la relacion que guardan sus ceros con
la distribucién de los niimeros primos, y es este el contexto en el que emerge de forma
natural la conocida hipotesis de Riemann. El objetivo del trabajo es desarrollar una
teoria que nos permita explicitar esta relacion entre la funcion zeta y los nimeros
primos. Para ello, se establecen las propiedades analiticas de {, primero construyendo
extensiones meromorfas de la funciéon a dominios més amplios y después a partir de su
relacion con la funcién I' y de la ecuaciéon funcional que surge a partir de esta relacion.
Tras esto, pasamos a estudiar diversas funciones relacionadas con ¢ que sirven de base
para desarrollar la demostraciéon de Donald J. Newman del Teorema de los ntimeros
primos. Por ultimo, se presenta la famosa hipotesis de Riemann y, asumiendo que
la hipotesis es falsa, se construyen cotas inferiores para la diferencia entre la funcion
contadora de primos y el logaritmo integral.

Abstract

The Riemann zeta function, ¢, is one of the most studied objects of the analytic
number theory. Its significance stems from the relation between its zeros and the dis-
tribution of the prime numbers, and is in this context where the well-known Riemann
hypothesis naturally arises. The purpose of this paper is to develop the background
necessary to make explicit this relation between the zeta function and the prime
numbers. To achieve this, we establish the analytic properties of the zeta function,
beginning with the construction of meromorphic extensions to broader domains and
continuing through its relation with the Gamma function and the functional equation
that arises from this relation. Afterward, we proceed with the study of a variety of
functions related to the zeta function, which play a fundamental role in the Donald
J. Newman’s proof of the Prime Number Theorem. Finally, we state the famous
Riemann hypothesis and, assuming that it is false, we build lower bounds for the
difference between the prime counting function and the integral logarithm.
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CAPITULO 1

Propiedades analiticas basicas

El contenido de este primer capitulo consiste en una primera definiciéon de la
funcién zeta de Riemann, ¢, y la prueba de algunas de sus propiedades analiticas.
Dado que las extensiones analiticas (meromorfas) son tunicas, con ¢ nos referiremos
tanto a la funcién en su primera definicion como a su extension a cualquier otro
dominio.

1.1. Definicién y propiedades analiticas

El objetivo de esta seccidon es dar una definicién de ¢, demostrar su meromorfia y
construir algunas de sus extensiones. Como es natural, empezamos con la definicion.

Definicién 1.1. La funcidn zeta de Riemann se define como la siguiente serie:
1

(1.1) ¢(s) = Z - para (s) > 1.
n=1

En el tercer capitulo veremos que esta definicién es equivalente a HpEP(]‘ —p~)7 4
donde P denota el conjunto de los ntimeros primos. Por ahora, comprobemos que ( es
analitica.

Proposicion 1.2. La funcién ¢ estd bien definida y es holomorfa en R(s) > 1, y la
serie diverge para s < 1 real.

Demostracion. Como para cada n € N la funcion f,(s) = n~° = e7*I"" es holomorfa,

aplicaremos el criterio M de Weierstrass. En este caso, para cada 6 > 1 tomamos
Mjs,, = n~% de modo que |n~*|= n~%*) < Ms,, para todo n € Ny Re(s) > 6.
Asi, dado que Y 7, n=9% < 400, el criterio M de Weierstrass nos asegura que la
serie converge localmente uniformemente y por tanto define una funcién holomorfa en

R(s) > 1.

Para ver que la serie diverge para s < 1 real basta con compararla término a
término con la serie armonica. O



2 Propiedades analiticas basicas

Ahora que sabemos que ¢ es holomorfa en R(s) > 1, es natural preguntarse si es
posible definirla para $(s) < 1 de alguna manera «razonable». Para avanzar en esta
direccién nos ayudaremos del siguiente resultado:

Proposicion 1.3. Para R(s) > 1 se cumplen las siguientes igualdades:

> |z s 1 Cx—|x]—-1/2
(1.2) C(s)zs/l :L‘LS*Jldmzs—12S/1 EBSJH/da:

Demostracion. Para la primera igualdad, vemos que podemos escribir

N—oo

lz] = n Ry N
ot =D it ey (@) = 1im D 21y ().
n=1 n=1

Para el caso s real tenemos una serie de funciones no negativas, de modo que
por el Teorema de la convergencia monétona podemos alterar el orden de sumaciéon e
integracion:

oo

8/1 :CLZH dx—sZ/ xs+1 Z —(n+1)" Zn78+1— ¢(s).

n=1

Para s complejo, la sucesién de funciones que estamos integrando estd dominada
por |z] 2~ R)=1 v como esta funcién es integrable, el Teorema de la convergencia
dominada nos permite de nuevo sacar el limite fuera de la integral y repetir los célculos
para llegar al mismo resultado, pero ahora con s no necesariamente real dentro de

R(s) > 1.

Para la segunda igualdad, podemos fijarnos en que para $(s) > 1 las funciones
=%y 751 son integrables como funciones de z en [1,00), por lo que por linealidad

y por (1.2) se obtiene

s 1 Cr—|z]-1/2 . 1 s [ 1
5—1_2_5/1 de ((s )+1—s/1 dx—2+2/ ﬁdx.
Dado que los cuatro sumandos de la derecha se cancelan en parejas, solo sobrevive

¢(s). O

Esta proposicion nos acerca a una primera extension de ¢ a R(s) > 0: como la
funcion f(s,z) = (z — |z] — 1/2) 275! es integrable como funciéon de z en [1,00)
incluso para 0 < R(s) < 1, su integral converge localmente uniformemente y define
una funcién holomorfa en todo el dominio R(s) > 0. Para comprobar esto altimo nos
apoyaremos en el Teorema de Fubini y en el Teorema de Morera. Dada una curva
cerrada v, O a trozos en R(s) > 0, vemos por el Teorema de Fubini que

7{/ $7x5+17 = dxds_/loo(gc_LxJ—l/?)jggcslﬂdsdx
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y como s — 25! es holomorfa, la integral de linea se anula y lleva la integral doble

a 0, tal y como necesitibamos para que el Teorema de Morera nos asegure que la
funcién es holomorfa.

Juntando este resultado con la segunda igualdad de (1.2) acabamos encontrar una
extension meromorfa de ¢ a R(s) > 0, con un polo simple de residuo 1 en s = 1.
En el segundo capitulo veremos que la funcién puede ser extendida al resto del plano
complejo y que este es su tinico polo.

1.2. Aproximaciones a partir de las sumas parciales

A lo largo de esta secciéon buscaremos una manera de aproximar ( en la region
0 < R(s) < 1, que es la region en la que se centra la hipotesis de Riemann. Antes de
entrar en materia, continuamos con otra extension, esta vez a R(s) > —1.

Proposicion 1.4. La funcion ¢ admite una extension a R(s) > —1 con un inico polo
en s =1, que es simple, dada por

(1.3) ((s) = ==+ 5 —s(s+ 1) / " g@)e 2 dr,

s—1

donde g(z) = [ (t—[t] — 1) dt.

Demostracion. La funcién g estd acotada y es 1-periddica, como se observa al desa-
rrollar:

(1.4) g(x):/lx (t_m_;> dt:(ﬂc—LxJ)Q—(w—LxJ)_

Apelando nuevamente al Teorema de Morera, podemos ver que

1
s—1

1 oo
+ 3~ s(s+1) / g(x)z™5 2 dx
1

define una funcién meromorfa en R(s) > —1 con un tunico polo en s = 1, de forma
que solo queda comprobar que esa funcién coincide con (.

Para ello, por ahora nos centraremos en el término integral. Integrando por partes,
obtenemos

> —s—2 _ —s—1
(+1) [ o)™ o = ~gla)a =2

N +/;O$_L$J_1/2dx.

r=

Como los dos extremos de la evaluacion son 0, sustituimos y vemos que

g stor ) [T ot tar= Aot [Tl g ),

s—1 2 s—1 2 rstl

donde la tdltima igualdad viene de (1.2). O
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Este resultado nos permite continuar con la extensién de ( y sienta la base para
la siguiente generalizacion:

Proposicién 1.5. Para N € Z*, R(s) > —1 y con g defiinida en (1.4) se cumple la
siguiente igualdad:

N

1 Nl—s N8 [e%e) o
(1.5) C(S):;rﬁ+ 1 —s(s+1)/N g(z)z™* "% dx.

Demostracion. Para esta proposiciéon daremos una prueba mas rudimentaria. Denote-
N . S
mos por {ny(s) = >, _; n~°. Atacando primero el término integral, da como resultado

00 ) Nl—s & ’I’L2 ) 1
2 —5=2qp = ) =51 _ (4 1)
/N g(x)x x S_1+n:NS+1(n (n+1) )

=z N~ L]
-2 T dz — + 5 dz.
N $S+ S N :L-S+
Si aqui nos centramos en los términos integrales nuevamente, vemos que tienen la
misma estructura, de modo que basta comprobar que

* |z > > s) — S 1=s
[t (S 55 o) -t

N n=N-+1

mientras que con las mismas ideas de reindexar y expandir la serie da como resultado

oo

S (= 17 =2(C(s) — G s)) — (Gl + 1) = s+ 1) + NI

n=N

Por tanto, tras un poco de trabajo y muchas simplificaciones, el término integral queda
asi:

2

1 (N L 2(6(8) = () £ NI N 2(Q(s) — Gvls) £ N o+ N-s>
s—1 s+1 s ’

A partir de aqui con sustituir y simplificar podemos llegar al resultado. O

De esta manera, a partir de las sumas parciales de ¢ hemos obtenido una familia
de expresiones equivalentes para la extension meromorfa de ¢ en R(s) > —1 que nos
permitirdn aproximar nuestra funcion en 0 < R(s) < 1 a partir de sumas parciales.
Antes de enunciar y demostrar el teorema necesitaremos el siguiente lema.

Lema 1.6. La funcion g definida en (1.4) admite el siguiente desarrollo en serie de
Fourier:

1 1 1 5 1 1 X cos(2mne)

1.6 — 2 gmine _ _ 1 1 N coslEmna)

( ) g(x) 12 + A2 Z n26 12 + 2772 Z n2
neZ—{0} n=1
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Demostracion. Podemos ver que g(z) = 3z(z — 1) en (0,1). Como es l-periddica,

es C! a trozos y la convergencia es absoluta. Integrando por partes, vemos que sus
coeficientes son

1

1 1
. 1
~ _ _ ~ _ —2minx _ _
g(0) = /0 g(z)dz = 13’ g(n) —/0 g(x)e dr = 2 € Z — {0}.

El paso de la serie exponencial a la serie de cosenos es inmediato usando la defini-
cibn exponencial del coseno. O

Y ahora tenemos todos los ingredientes para probar el resultado que buscidbamos,
que nos permite aproximar ¢ en la region 0 < R(s) < 1 a través de sus sumas parciales
y de un término de correccion.

Teorema 1.7. Existe una constante C' tal que

N 1 Nl—s
‘((s)— — = 1 < CN~RE) para 0 <R(s) <1yl+|J(s)|<NeZt.
n®  s—
n=1
Demostracion. Definimos las sucesiones de funciones fy,(x) := 2mnz — S(s)logz y

hn(x) := (fll(:c)x%(s)w)*l para n € Z — {0}, y observamos que para R(s) > —1,
1+ |S(s)| < N € Z* y x> N las funciones estan bien definidas, pues f}, no se anula.
Apoyandonos en la identidad ™% z=5=2 = f/ (z) e/»(®)h,, (z), integramos en [N, co0)
por partes y vemos que

/ e2ming . —5=2 0 / fr/L(x) elfn(ﬂﬂ)hn(g;) dr = zelf"(N)hn(N)+Z/ elfn(m)h/n(q,‘) dzx.
N N N

Como f, es real, |eif”(x)\ = 1, asi que tomando moédulos y usando la desigualdad

triangular,
S .
‘ / EQWWxSL‘_S_Q dz
N

pues h), es continua y no se anula, por lo que su signo no cambia. Ademaés,

< |ha(N)| + /NOO |y ()] da = 2|k (N)],

N—?R(s)—l

e N—?R(S)—l
2N — S(s)|

[ ()]

Y

tal y como se puede comprobar observando en qué regiéon trabajamos.

Ahora, usando (1.5), vemos que

1 les N—$ 00

() =D —— = - —s(s+1) [ gx)z™ 2 du,
n® s—1 2 N

n=1

de manera que solo necesitamos acotar el médulo del altimo término por AN —%(s)

para alguna constante A. Para ello, primero acotamos la integral: sustituimos g por
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su desarrollo en serie de Fourier y sacamos la serie fuera de la integral con el Teorema
de Fubini:

‘ / g(z)z™* 2 dx
N

1N7871 1 1 > 2minx s—2
=|- = — — —s=24
‘ TSR n2/N€ v

neZ—{0}
| |hn (V)]
<l 4= n < AN—R()
- 12 + 2m2 Z n2 - ’
neZ—{0}

donde A = 5 + # > onez—{0} n~2 < co. Por tanto,

< 2ANR),

00 —R(s) —R(s) x
‘S(S+ 1)/ g(x)a—>—2 da < AN N|s+ 1] < AN (2+3(9))
N

de modo que C' =1/2 + 2A es la cota deseada. O



CAPITULO 2
La ecuacion funcional de ¢

Este capitulo tiene por objetivo hallar una extension de ¢ al resto del plano com-
plejo mediante una ecuacion funcional siguiendo las ideas de Riemann en su famosa
memoria de 1859 |2, §8|, [4]. De esta salen, sin demasiada complicacion, los resultados
de evaluar ( en los niimeros pares negativos.

2.1. La funcion I'

Antes de lanzarnos a por la ecuacion funcional tenemos que definir ciertas propie-
dades de otra funcién involucrada en esta: la funcién I

Definicién 2.1. Definimos la funcion Gamma mediante la integral

(2.1) I(s) :/ 25 e du, para R(s) > 0.
0

Esta funcién es la generalizacion del factorial por antonomasia, como veremos a
continuacion. De hecho, su origen histérico esta en la interpolacion de factoriales [3].

Teorema 2.2. La funcion I' satisface I'(s + 1) = sI'(s) y admite una extension me-
romorfa a C con polos simples en Z<.

Demostracion. Integrando por partes, vemos que si R(s) > 0 tenemos

o0

o0
I'(s+1)= / e P dr = —xfe”
0

o
—I—/ se®le™ dx = sI'(s).
=0 0
Sipara —1 < R(s) < 0con s # 0 definimos I'(s) = F(SSH), obtenemos una continuacion
meromorfa a $(s) > —1 con un polo simple en s = 0. Repitiendo, en —2 < R(s) < —1,

definimos T'(s) = F(s;rl) _ E((jif)), y asf inductivamente para llegar a, dado n € N,

(2.2) M) = oy 15(52"1 g P ) >

Esto da lugar a una funciéon meromorfa en el plano complejo con polos simples en
Zgo. O]
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Como deciamos, T' es una generalizacion del factorial, pues I'(n + 1) = n! para
n € Z>o tal y como puede deducirse de la ecuacion funcional junto con que I'(1) = 1.

Para continuar con otras ecuaciones funcionales de I' usaremos el siguiente lema:

Lema 2.3. Para R(s) > R(w) > 0 se cumple
(2.3) I(s) / 211 4 2)~ dg = T(s — w)[(w).
0

Demostracion. Escribiendo la formulacién integral de I' vemos que

[e.9] o0 oo
I'(s) / U 14+ 2) 5 de = / / VN1 4+ 2) Sy e Y da dy
0 0 0
que con el cambio de variables z = u/v, y = u + v queda como
o o0
/ / T (v 4 w) TS0 (u + 0) e T 0 (u o) 2 dude =
0 0
o0

/ u e du/ v e dy = I'(w)T(s — w).
0 0

O]

Corolario 2.4. La funcion I" no se anula y por tanto 1/T" define una funcion entera
que solo se anula en Z<y.

Demostracion. SiT'(sg) = 0 para R(sp) > 0, podemos tomar w,, = 1/n partiendo de
un N € N tal que NR(sg) > 1 para poder aplicar el lema. De esta manera, tenemos
I'(so —1/n)I'(1/n) = 0 para todo n > N. Como I'(1/n) > 0 si n € N, necesariamente
I'(so —1/n) = 0 para n > N, contradiciendo el principio de la identidad.

De este modo, vemos que no hay ceros en R(s) > 0, y por (2.2) tampoco los hay
en el resto del plano complejo. O

Ahora tenemos los ingredientes para proceder con la demostraciéon de las formulas
de reflexiéon y de duplicaciéon, que aunque no son necesarias para llegar a una ecuacion
funcional de ¢ nos serviran para deducir una segunda ecuacién equivalente.

Teorema 2.5. (Férmula de reflexion de Euler). La funcion I' cumple

(2.4) 'l —w)l'(w) = $ para w € C—Z.

Demostracion. Tomando s =1y 0 < R(w) < 1 en (2.3) vemos que

00 xw—l

1+

(2.5) 'l —w)l(w) = /0 dz =: I(w).

Definimos v como la curva cerrada C'* a trozos construida conectando i/ R con R+i/R
y R —i/R con —i/R mediante segmentos de recta que denominaremos vp 4+ ¥ YR,—
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respectivamente, y los correspondientes extremos mediante arcos de circunferencia de
radio 1/R y vV R? + R—2 =: R, centrados en el origen, como muestra el esquema:

1
_1 TR+ (R’ }_z)

3
T

YR

Por el Teorema de los residuos, vemos que para todo R > 0

Zw—l Zw—l )
7{ dz = 2miRes,— 1 ( > = —2mie™".
w1tz 142

Separando la integral en las cuatro integrales sobre segmentos de recta y arcos, vemos
que las integrales sobre los arcos tienden a 0: una estimacion basica del médulo de-
muestra que la del arco interior esta acotado por 7R!™™®) /(R — 1) y la del exterior

por 277]%2%(1“)/(11k — 1),y R(s),1 —R(s) < 1. Por otra parte, en el segmento yr 1

w—1 R i /R w—1
lim z dz = lim M x = I(w)
R—o0 Jy,  1+2 Ry 14+x+4+i/R

porque los integrandos estan dominados por el de I(f(w)). Por otro lado, debido a la
orientacién y a la continuidad de la determinacion del d4ngulo a lo largo de ~g,

w—1 ) Zw—l
lim dz = —e?™ 1{m

R—oco YR.— 1+ 2 R—oc0 YR+ 1+ 2

dz.

Juntando todo,

- TIW 7 Zw_l 2miw ? Zw_l 2miw
—2mie™ = lim i dz = (1—€*™") lim 1 dz = (1 — ™) I(w),
g R

R—o0 z R—o0 +z
y despejando llegamos a I(w) = mcosec(mw). Esto se extiende al resto del plano
complejo considerando f(w) = I'(1 — w)[(w) — weosec(rw) en 0 < R(w) < 1y
comprobando que extiende analiticamente a 0 en C — Z de forma natural. ]

Teorema 2.6. (Férmula de duplicacion de Legendre). La funcion I’ cumple

(2.6) D(s)I'(s+1/2) =2'72/7[(2s),  para 2s € C — Z<y.
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Demostracion. Para R(s) > 1/2, sustituyendo w = 1/2 en (2.4) tenemos que

(s — 1/2)0(1/2)
I'(s)

:/ eV 4 )" du,
0

y con el cambio x = % vemos que (1 + 2)~% = 22y5(1 + y) 2%, asi que queda

19,1/2 2 _ 1
2 1
/ Yy 1223y3(1 + y)72s y4 - dy = 92s—1 / ysf3/2(1 + y)172s dy,

o Y¥Y— Y 0
que con el cambio y — y~! queda como

1 00
92s—1 / y873/2(1 + y)172s dy = 92s—1 / ysf3/2(1 + y)172s dy.
0 1

Uniendo las dos integrales, como $(2s — 1 — s+ 1/2) > 0 llegamos a

I'(s—1/2)I'(1/2)
I'(s)

[(s—1/2)?
r'2s—1) °

— 92s—2 /oo ys—3/2(1 + y)1—25 dy = 92s—2
0

Tomando s — s + 1/2 y despejando, para R(s) > 0 obtenemos
L(s)T'(s+1/2) = 2'7%T(1/2)['(2s) = 2'72°\/7['(2s),

lo que se extiende al resto del dominio de I' de manera similar a como probamos la
anterior. Es inmediato que I'(1/2) = /7, pues podemos sustituir s = 1/2 en (2.4) y
en la Definicién 2.1 para ver que su cuadrado es 7 y que es positivo. O

2.2. La ecuacion funcional

El propésito de esta seccidon es presentar una prueba de la ecuacién funcional y
analizar las consecuencias que se pueden extraer de la misma. Aunque al final se
pueden encontrar dos ecuaciones funcionales, una es un disfraz que podemos ponerle
o quitarle a la otra mediante las féormulas de reflexiéon y de duplicacion de T'.

Empezamos con una proposicién y un lema necesarios para probar el teorema.

Proposicién 2.7. Para y € R se cumple la siguiente 1gualdad:

> 2 27 2
(2.7) / eV T dp = 7Y

—00

Demostracion. Sea h(y) = f°° —z?—

> Imizy dx. Vemos que h(0) = 1, mientras que

o o]
B (y) = —i/ e e 2T (g = —27ry/ e~ MY (0 o —2myh(y),

—00 —0o0

donde la segunda igualdad viene de integrar por partes. Por tanto, h(y) = e~ ™. O
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Lema 2.8. Sea G(t) =",z e™t Parat € RT se cumple G(t) = ﬁ > onez e/t

Demostracion. Como F(z) := \[ Y onez € m(@+1)*/t eg continua y 1-periodica, coincide

con ., F(n)e? = sy serie de Fourier. Para calcular F(n), como todo converge
absolutamente, usamos Fubini y cambiamos z + n — x para llegar a

n 1 nt1/2 —7ra:2/t —2minT > —mw?=2minvitw —7rn2t
F(n)=— e e dz = e dw = ,

\/inEZ n—1/2 00
donde w = % y usamos (2.7). Evaluando F'(0) obtenemos la igualdad. O

Ahora tenemos los elementos necesarios para el siguiente teorema, del que se de-
ducen los resultados que buscamos de manera casi inmediata.

Teorema 2.9. Sea la funcion w : RT — R definida por w(z) = Y00 e ™% y

£(s) = s(1 — s)n*/2I'(5/2)¢(s). Para R(s) > 1 tenemos la siguiente igualdad:

) =51 =3) [ (@7 oI ) dr 1.

Demostracion. En primer lugar, podemos ver que

—1
(2.8) wz™) = \/52 + vz w().
Esto se deduce del Lema 2.8 y de que w(z) = G(?_l con G(t) =3 <z e~

P P B A1) L AL WUV )
2

Si consideramos las definiciones originales de ( y I' y cambiamos ¢t = mn“z, vemos que

> () s/2 0 oo
£(s) = s(1 — s) Z/ (2) et ldt = s(1 — s) Z/ R T
n=1 0 ™ n—1 0

Como converge absolutamente, aplicamos Fubini para llegar a la primera igualdad:
oo
&(s) =s(1—s) / Z:US/Q ! 7r”Idm—s(l—s)/ 2°? Yw(z) dx.
0

Para la segunda igualdad, cambiamos x + =1 en (0,1) y usamos (2.8):

/ 2*? () dx:/ :E_S/Q_lw(:n_l)d:z‘+/ %2 () dz
0 1 1

_ / xfs/Qfl \/5_ 1 dz _|_/ (x(lfs)/Z—l + .%‘5/271) w(x) dz.
1 2 1

De esta manera, como la primera integral vale ﬁ, llegamos a lo que buscabamos:

£(s)=—-14+s(1—s) /OO (aj(lfs)/%l + a:s/%l) w(z)dz.
1
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Pasemos a analizar qué se deduce del Teorema 2.9. En primer lugar, como w es
de la clase de Schwartz, la integral converge para todo s € C, definiendo una funcion
entera y, ademaés, la segunda igualdad vemos que £(s) = &(1 — s) para s € C. Los
siguientes corolarios son consecuencia directa de estas dos observaciones.

Corolario 2.10. La funcion ((s) — -1 es entera.

Demostracion. Vemos que F(s) := (s—1)((s) = —2(1;52:;2/)2 es entera, pues es producto
de —£(s), ©9/% y S%(S), funciones enteras. Como F(1) = 1, es inmediato que (F(s) —
F(1))/(s—1) = ((s)—1/(s—1) es entera si la definimos en s = 1 como 7, la constante
de Euler-Mascheroni (ver Proposicion A.2 en el apéndice). O

Corolario 2.11. (Ecuaciéon funcional simétrica). Para s € C tenemos

1—s

(2.9) W*S/QP@)C(S) - w*“*s)/?r( )g(l — 5).

Corolario 2.12. (Ecuacion funcional no simétrica). Para s € C tenemos
(2.10) C(s) = 2(2m)* ! sen (%)ru —8)¢(1— ).

Demostracion. Despejando ¢ de (2.9) tenemos que

371/2F((1 —5)/2)
I'(s/2)

Por las formulas de reflexion (2.4) y de duplicacion (2.6),

C(s)=m C(1—ys).

r'((1—s)/2
((F(S/Z))/ ) _ SGH(ZS/Q)F(G — )/2)T(1 - 5/2) = 2°7~ Y2 sen(rs/2)T(1 — s).
Sustituyendo, se tiene el resultado deseado. =

2.3. Los ceros triviales y otros valores

Vamos a mostrar rapidamente la existencia de infinitos ceros (los llamados ceros
triviales) de ¢ y a mostrar como calcular alguno de sus otros valores.

Teorema 2.13. La funcion ¢ se anula en los nimeros pares negativos.

Demostracion. Evaluando s = —2n con n € Z4 en (2.10), el seno se anula y el resto
de términos son finitos, por lo que {(—2n) = 0. O

Ahora pasaremos a evaluar ((—1) y ¢(—3). Resulta curioso como, a pesar de que
si los evaluamos en la definicion original {(s) = > 7, n~* el resultado es claramente
infinito, los valores en ( coinciden con los asignados por Ramanujan a estas series
divergentes. En otras palabras, el famoso 1 +2+3+--- = —1—12 tiene «sentido».
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Proposicién 2.14. Se tiene que ((—1) = —1/12 y ((-3) = 5.

Demostmcio’n Evaluando s = —1 en (2.10), como I'(2) = 1 y ¢(2) = % vemos que
¢(-1)=—-3 Para C( 3) repetimos el proceso: como I'(4) = 6 y ((4) = G5, llegamos
a que ¢(—=3) = O

Se puede probar (ver [4, §1.5]) que para los enteros negativos ((—k)

donde By, representa el k-ésimo ntimero de Bernoulli, dado por % > By






CAPITULO 3

Relacion con funciones aritméticas

Para entender la famosa relacién entre ¢ y los ntimeros primos debemos salir un
momento del mundo del analisis complejo y empezar a estudiar su relacién con las
funciones aritméticas, es decir, las funciones f : N — C.

3.1. El producto de Euler

En esta brevisima secciéon vamos a demostrar que ¢ admite una definicién como
producto infinito, tal y como adelantamos al inicio del primer capitulo. En lo que
sigue, p denota un primo y P = {2, 3,5, ...} es el conjunto de todos los primos.

Teorema 3.1. La funcion ( admite el siguiente desarrollo como producto infinito:

(3.1) ((s) = H(l —p )7t para  R(s) > 1

peP

Demostracion. Consideramos, para k € N, N := {n € N: p|n = p < k}, el conjunto
de los nimeros sin factores primos mayores que k. Dado R(s) > 1, se tiene que p ) <
1, por lo que podemos sustituir cada término del producto por su correspondiente serie
geométrica. Ademas, al ser un producto finito de series absolutamente convergentes,

podemos multiplicarlas y reordenarlas para llegar a

H(l _p—S)—l — H Zp—ns — Z n=%.

p<k p<kn=0 neN

. [e’s) —
De esta manera, como la serie anl n~* converge absolutamente, tenemos que

oo =TI Y < ST e < Zn ) ko, g

pgk nGNk n%./\/-k

O]

En realidad, este teorema no es exclusivo de (, sino que es un caso particular de
un teorema maés general [11, Theorem 1.9]. Ademas, como Hp<k(1 —p~%)"1 #£ 0 para
todo k € Ny R(s) > 1 y converge a ( localmente uniformemente en ese abierto, el
Teorema de Hurwitz [1, Teorema 2.3] nos asegura que ¢(s) # 0 para R(s) > 1

15
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3.2. Funciones aritméticas y la funciéon (

En primer lugar, lo natural es preguntarse qué son las funciones multiplicativas
que se mencionan en [11, Theorem 1.9] y dar algan ejemplo.

Definiciéon 3.2. Una funcion aritmética f : N — C se dice multiplicativa si f(1) =1
y f(nm) = f(n)f(m) para todo n y m coprimos. Si f(nm) = f(n)f(m) para todo
n,m € N, se dice que la funcién es completamente multiplicativa.

Esta definicion de funcién multiplicativa no solo abarca la funcién constante 1 o
la funcién identidad, que cumplen las propiedades de forma trivial, sino que también
recoge, por ejemplo, a la funcion de Euler ¢(n) = #{m € N: m < n,(n,m) = 1}, que
es multiplicativa pero no completamente multiplicativa. Esto se deduce observando que
cuando (n,m) = 1 tenemos Z/nmZ ~ 7Z/nZ x Z/mZ por el Teorema chino del resto.
Como ¢(n) = |(Z/nZ)*|, tomando unidades a ambos lados llegamos al resultado. Por
tanto, basta saber que, para p primo y n € Z*, tenemos ¢(p") = p" — p" !, lo que
ya indica que no es completamente multiplicativa, pues por ejemplo p(4) =2 # 1 =
©(2)¢(2).

Otro ejemplo no trivial es la funcion d(n) = #{m € N : m|n}, que cuenta el nimero
de divisores de un ntimero entero, ya que la identidad d(p{”* - - - pp*) = (a1 +1) - - - (ap+
1) revela su naturaleza multiplicativa. Nuevamente, d(4) = 3 # 4 = d(2)d(2), por lo
que d tampoco es completamente multiplicativa.

El siguiente resultado relaciona ¢ y d con ¢ de forma muy directa.
Teorema 3.3. Para R(s) > 2 se cumple
oo o
d(n ((s—1 w(n
(3.2) CQ(S) = Z 7(15) Yy (C(S) ) - Z : )

n=1 n=1

Demostracion. Usando el producto de Euler para ¢, vemos que en $(s) > 2

&) -] ( p) TS 0 = TS =S g,
0 n=1

peEP \n= peP n=0 peEP n=0

donde la dltima igualdad viene de la version general del Teorema 3.1. Sin embargo,
para aplicarlo falta comprobar que Y 7, d(n)n™* converge absolutamente. Usando
la cota trivial d(n) < n la convergencia absoluta para todo R(s) > 2 es inmediata,
aunque como ilustraremos esta regién no es la 6ptima.

Para la segunda igualdad, usamos la formula producto, la misma cota y el Teorema:

1 T3 ) = [ -

peP n=0 peP n=0
— > n,—ns - n—1_-—ns — . nY,,—NS _ . —s
(> ™ => p'p 11> et™p > p(n)n.
peP \n=0 n=1 peP n=0 n=1



3.2 Funciones aritméticas y la funcién ¢ 17

Obsérvese que, en la primera identidad del Teorema 3.3, se puede afinar la region
de igualdad hasta R(s) > 1 probando que d(n) = o(n®) para todo € > 0, pero esto se
sale del objetivo del trabajo.

Aunque ahora pueda parecer que todas las funciones aritméticas relacionadas con
¢ son multiplicativas, esto no es asi, como demuestra el siguiente ejemplo:

Definicion 3.4. La funcidén de von Mangoldt se define como

(3.3)

A(n) logp sin =pF para algtn p primo y k € Zt,
n)—=
0 en otro caso.

Aunque A claramente no es multiplicativa, aparece de forma natural al derivar (.

Proposicion 3.5. Sea A la funcion de von Mangoldt. Entonces

(3.4) _¢s) = Z A(?) para  R(s) >1
{9~ 2w

Demostracion. Como ((s) # 0 en R(s) > 1, podemos aplicar el logaritmo al producto
de Euler de (, y al ser continuo transforma el producto en serie:

—log{(s) = > log(1—p

peP

Derivando a ambos lados e identificando la serie geométrica,

_ g((j)) - Ing Z Zp " logp = Z An)n™*
n=1

pEIP pEP n=1

O]

Antes de continuar tendiendo puentes entre ¢ y los nimeros primos, estudiaremos
la funcion —¢’(s)/¢(s) — (s — 1)~! en su dominio méas natural: el complementario de
Z = {p eC : ((p) = 0}. Observamos que Z es cerrado porque estd compuesto de
puntos aislados sin puntos de acumulacion (si no, el principio de la identidad forzaria
a ( a ser idénticamente nula), por lo que Y = C — Z es abierto.

Proposicién 3.6. La funcion —('(s)/¢(s) — (s — 1)~ es holomorfa en el abierto
U =C — Z y tiene polos simples en los elementos de Z.

Demostracion. En primer lugar, vemos que —(’(s)/¢(s) — (s — 1)~! es holomorfa en
U — {1} por ser diferencia de funciones holomorfas en este abierto.

Veamos ahora que tiene polos simples en cada p € Z. Sea p € Z un cero de ¢ orden
n. Entonces, existen un entorno B de p y una funcién g holomorfa en B que no se anula
tal que ¢(s) = (s — p)"g(s) en B. Por tanto, ('(s) = (s — p)" " (ng(s) — (s — p)g'(s))
tiene un cero de orden n — 1 en p. Dividiendo, llegamos a que —(’(s)/{(s) tiene un
polo simple en s = p.
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Por tltimo, veamos que —(’(s)/¢(s) — (s —1)~! tiene limite en s = 1. Sea F(s) =

(s —1)¢(s), entera con F(1) =1y F'(1) =+, la constante de Euler-Mascheroni (ver
F'(s) F(s)
s—1 — (s—1)2»

(s 1N F(s) L 1) _
lﬂ<_g(s) _51>_E§i<_F(s) +51_51>__’Y€R'

Proposicion A.2 en el apéndice). Vemos que ¢’(s) = por lo que

O

La funcién A puede ser complicada de tratar, por lo que manejaremos una «imita-
cibn» que se limita a los primos y que su serie no afiade singularidades en R(s) > 1/2.
Definicién 3.7. Para R(s) > 1 definimos ®(s) =3 pp~*logp.

Como log p = o(p®) para todo € > 0, la serie converge absolutamente en R(s) > 1y
define una funcién holomorfa. Su parecido a —(’(s)/((s) motiva el siguiente resultado.
Proposicion 3.8. La funcion ®(s) + ('(s)/{(s) admite una extension holomorfa a

R(s) > 1/2.

Demostracion. Basta con considerar sus expresiones en serie:
ee} [ee]
®(s) +('(s)/C(s) =) _p~"logp— Y Y p ™logp=— > p "logp.
peP peP n=1 peP n=2

Para que la serie defina una funciéon holomorfa basta con que converja absolutamente,
y como para todo £ > 0 se tiene que logp = o(p®), basta ver que, dado € > 0, en
R(s) > 1/2 + € tenemos

—2R(s)+e —2R(s) 4 &

ZZP_"S? Zp Zpl_l/ gz n~ 2B o,

pEP n=2 peP peP n=1

O]

La importancia de la funcién ® esta en los resultados que mostraremos a conti-
nuacion, pues la relacionan con la primera funcién de Chebyshev 4.

Definicién 3.9. Para x > 1, definimos la primera funcion de Chebyshev ¥ como

(3.5) PHx) = Z log p, donde p recorre los primos.
p<z

Esta funcién es protagonista de la demostraciéon del Teorema de los nameros primos
que presentaremos aqui. Seguimos con la siguiente igualdad que relaciona ® y .

Proposiciéon 3.10. Sea ¥ la primera funcion de Chebyshev. Se cumple

(3.6) D(s) = 8/100 UG dz para  R(s) > 1

s+1



3.2 Funciones aritméticas y la funcién ¢ 19

Demostracion. Escribiendo 9(z)z~*~! = Zpep(logp)x_s_ll[pvoo)(a:), para s real y

mayor que 1, tenemos una sucesion creciente de funciones (medibles) no negativas.
Por tanto, por el Teorema de la convergencia monétona,

8/100 i‘gfz do =52 (ogp) /OO e e =) (logp)p* = 2(s).

pEP p pEP

Para R(s) > 1 en general, usamos el Teorema de la convergencia dominada, pues es
precisamente 9(z)z~R()~1 la funcion integrable que domina la sucesion con s. O

Estas relaciones permiten, asumiendo la existencia de un limite, determinar el
comportamiento asintotico de ¢. El resultado es puramente analitico y no depende de
9 en particular, pero aplicarlo a esta funcién tiene consecuencias interesantes como la
apariciéon recurrente de primos en cierta clase de intervalos. Vamos con el teorema.

Teorema 3.11. 57 ¢ =1lim,_, @ existe, entonces £ = 1.

Demostracion. En primer lugar, observamos que, por las proposiciones anteriores, la
. . . . . . 9
funcion @ tiene un polo simple en s = 1 con residuo igual a 1. Definimos f(z) = %

Yy vemos que

(3.7) lim (s —1) /100 f(x)x™?dz = lim (s — 1) /100 igﬁ dz =1.

s—1+ s—1+

Como lim,_,+ f(x) = ¢, dado un € > 0 existe un zg > 1 tal que para todo x > z se
cumple |f(xz) — ¢| < e. Separando la integral por xy y tomando el limite, vemos que

(3.8) lim (s — 1) /100 f(z)z™?de = lim (s — 1) /00 fl@)z™*dx

s—1+ s—1t

Por tanto, como para todo C' € R tenemos C' = lim,_,;+(s — 1) f;: Cx~%dx,

s—1t

o0
l—e< lim (s — 1)/ fl@)z™%de <l +e.
zo
Juntando esto con (3.7) y (3.8), dado € > 0 tenemos que |1 —¢| < ¢, es decir, ¢ = 1. O

A falta de mostrar por qué son equivalentes, el resultado hermano del Teorema de
los niimeros primos consiste precisamente en que £ = 1, por lo que todavia necesita-
riamos probar la existencia de £. Por otra parte, en el siguiente corolario si entra en
juego la naturaleza de ¥ (al contrario que en el teorema anterior), y, aunque seguimos
necesitando que ¢ exista, no importa que £ = 1 sino que ¢ # 0.

Corolario 3.12. Si{ existe, entonces para cada o > 1 existe un ng tal que el intervalo
(n,an] contiene un primo para todo n > ny.

Demostracion. Sea a > 1. Supongamos que existen n; < ng < ... tales que no hay
primos en (ng,ang] para todo k € N. Tomando n; suficientemente grande, podemos
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suponer que ang > ng + 1 para todo k € N, de modo que, como no hay primos en
[nk + 1, anyg], tenemos que ¥(ny + 1) = ¥(any). Asi, llegamos a que

. O(ang) , g +1)npg+1 1, dngp+1) ¢
= lim ——= = lim =—lim — = —.
k—oo  any k—oo nrp+1 ang ak—oo ng+ 1 o

Como suponemos que ¢ existe, £ = 1 por el Teorema 3.11, lo que hace que £ = £/« sea
imposible con a > 1, contradiciendo la existencia la sucesion creciente (ng)pe,. O

Por dltimo, vamos a presentar una primera conexiéon directa entre la funcién ¢ y
la funcion contadora de primos 7. Como ya es habitual, es una integral lo que conecta
ambas funciones.

Teorema 3.13. Sea w(x) = #{p < x} la funcion contadora de los primos. Entonces

m(z)

(3.9) log((s) = 3/200 mdx para  R(s) > 1.

Demostracion. Obsérvese que la funcion log (s) esté bien definida para R(s) > 1 por
la ausencia de ceros en esa regiéon. Ahora, notando que 7(z) = > cp 1}y )(2), para
s > 1 estamos en condiciones de aplicar el Teorema de Tonelli para cambiar sumacién
e integracion, y estamos en la region de convergencia del producto de Euler. Uniendo
estos dos datos

—s—1

©° — 1jpoo) () ® s i
3/2 Zx(“;ﬁ_l)dw:Z/ T dr=—) log(1—p) =log((s).
peP

pep VP p€EP

Para el caso s ¢ (1,00), basta notar que las dos expresiones definen funciones ho-
lomorfas en R(s) > 1 y coinciden en (1,00). Apelando al principio de la identidad,
deducimos que definen la misma funcién en esta region. O



CAPITULO 4

La distribucion de los niimeros
primos

El Teorema de los nimeros primos afirma que w(z) ~ x/logx, donde 7(x) =
#{p < z} es la funciéon contadora de los primos, es decir, que para = suficientemente
grande la proporcion de primos en [1,x] es aproximadamente 1/logz. Aunque pueda
parecer que este resultado se puede deducir del estudio de N o de Z, las primeras
demostraciones se basaron fuertemente en el andlisis de la funcién ¢ como funcién de
variable compleja.

4.1. Historia del teorema

A principios del siglo XIX, el matematico francés Andrien-Marie Legendre conjetu-
r6 que 7(x) podia aproximarse por z/(log x— B) (ver [10, §4.VIII|), donde B = 1,08366
pasb a conocerse como la constante de Legendre. Alrededor de esas fechas, Gauss y
Dirichlet consideraron el logaritmo integral Li(z) = f; lé% como funcién aproxima-
dora de primos, lo que reforzaba la idea de que la conjetura sobre el comportamiento
asintotico de Legendre era correcta, aunque esta segunda funcion (o el otro logaritmo
integral li(z) = fom 15%, donde se considera el valor principal de Cauchy para z > 1) es
una aproximaciéon mucho mejor y es protagonista de las consecuencias mas inmediatas

de la hipétesis de Riemann, como veremos en el quinto capitulo.

Las primeras aproximaciones al teorema se deben al mateméatico ruso Pafnuty
Chebyshev, que logro probar resultados mas débiles considerando la funcién ( para
valores reales. En 1896, Hadamard y de la Vallée Poussin obtuvieron de manera in-
dependiente las primeras demostraciones completas, ambas basadas en las ideas de
Riemann que consideraban ¢ como funcién de variable compleja, y no fue hasta 1949
que Selberg [15] y Erdds [6] dieron con una prueba «elementaly, sin variable compleja
ni la funcién ¢. La cuestion de si la demostracion debia publicarse en un solo articulo
conjunto o si cada uno debia publicar su contribucién dio lugar a una disputa entre

ambos |7].

Volviendo a la conjetura de Legendre, es curioso cémo el valor més légico de
la constante de Legendre B se obtiene despejando w(z) ~ z/(logz — B), es decir,

21
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B = lim,, 0 (logn — %) Se puede probar (ver [13]) que este limite existe y es
igual a 1, lo que convierte esta constante de Legendre en el ntimero mas sencillo
posible.

4.2. El teorema de los nimeros primos

La demostracion que presentaremos aqui se la debemos al mateméatico estadouni-
dense Donald J. Newman [12], que conserva la idea original con unas reducciones muy
drésticas, aunque seguiremos la simplificacion de D. Zagier [17]. Al igual que el resto,
empieza probando que ((s) # 0 para $(s) = 1, para lo que necesitaremos el siguiente
lema:

Lema 4.1. Para o > 1 se tiene

2 /O' Zki > An it it
(4.1) (1—0)k2_2 <2ik>W:(a_l);7fﬂ)(nlo/2+n 10/2)420'

Demostracion. Usando (3.4), llegamos a lo siguiente:

& 4 C/(O' +il€t0) 2 4 e A(n)
_kz_:2 <2+k>CU‘+“€tO) :kz_:z <2+k> ZW =

n=1
00 A(n) 2 4 i oo A(n) . 4 A »
PIE-2D DN CI LD D~ D Dl O L
= e n=1 k=0
Identificando lo tltimo como n?"0 (1 + n=#0)4 = (ni0/2 4 p=i0/2)4 tenemos que
2 . N
4 </(U+'th0) A(n) - y \
1-— 2. = —1 AN (o ito/ ito/2)4 5,
( U)kz_:2<2+k>C(0'+ikto) (@ >n§1 5 (" TR > 0,

pues tenemos una serie de términos reales no negativos debido a que nito/2 4 p=ito/2 —
2 cos(tplog(n)/2) € R. O

Corolario 4.2. La funcion ¢ no tiene ceros para R(s) = 1.

Demostracion. Como ((8) = ((s), vemos que ((s) = 0 < ((5) = 0. Supongamos que
¢ tiene ceros de orden m,n > 0 en so = 1 £ ity y en s; = 1 £ 2ity respectivamente.
Aplicando ideas similares a la del principio del argumento, vemos que

¢'(o tito) ¢'(o £ 2ity)

lm (1 — oy loEito) _ lfm (1—0)20 =0
S =)oy~ Y im0y T

y, por la Proposicion 3.6, lim,_,1+(1—0) CC/((;)) = 1. Tomando el limite en (4.1) llegamos

aque 0 < (;) — m(‘ll) — m(g) — n(é) — n(j) < 6 — 8m, imposible para m > 1 y por
tanto ¢ no tiene un cero en 1=+1ity. Como t¢ es arbitrario, ((s) # 0 para R(s) =1. O
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La ausencia de ceros de ¢ en $(s) = 1 es necesaria para garantizar que la funcion
D(s) = Zpepp_s log p se comporta bien cerca de R(s) = 1, que es lo que necesitamos
para probar el Teorema de los niimeros primos.

Corolario 4.3. La funcion G(s) = ®(s) — (s — 1)71, donde ®(s) = > pepP logp,
admite una extension holomorfa a un abiertod D R = {s € C: R(s) > 1}.

Demostracion. La funcion —(’(s)/¢(s) — (s — 1)~! es holomorfa en el abierto A =
{s € C:((s) #0} y ®(s)+('(s)/¢(s) es holomorfa en B = {s € C: R(s) > 1/2} (ver
Proposiciones 3.6 y 3.8). La suma ®(s) — (s — 1)~! es holomorfa en la interseccién
U = AN B,y ambos abiertos contienen a R por el corolario anterior. O

En realidad, la expresién para G que nos interesa es la siguiente
& dx
(4.2) G(s) = /1 (I(z) — x) ey

La reduccion de Newman (y nuestro objetivo ahora) consiste en demostrar el Teo-
rema 4.5 o, equivalentemente, que la integral de Riemann impropia floo (H(z) — x) ‘i—g
converge.

Vamos a probar un resultado sencillo antes de aventurarnos a demostrarlo y ver
como deducir de ello el teorema de los niimeros primos.

Proposicion 4.4. La funcion ¥(x)/x estd acotada en (1,00).

Demostracion. Dado x > 1, existe un k € ZT tal que = € (2k_1,2k], de modo que
d(x) < 9(2%). Vemos que ¥(1) = 0 sienta la base de una suma telescopica, y notando

que p € (2771 27] implica que p divide a (2?11), tenemos las siguientes desigualdades:

k _ , 27
o)< @) -0 )y S o T s ()

j=1 2i=1<p<2i

De este modo, ¥(z)
concluimos que 9(x)

< Z§:1 log (2]211) < Z?Zl log 22 < 2k+11og2. Como x > 2+~ 1,
< 4xlog2, es decir, ¥(z)/x < 4log 2. O

Ahora, con un poco de analisis complejo podemos demostrar el teorema previo al
Teorema de los ntimeros primos en el que se basa la reduccién de Newman.

Teorema 4.5. Sea ¥ la primera funcion de Chebyshev. Se cumple

dx

b
(4.3) Z(a,b) = / (I(x) — x) 2 0 cuando b > a — oo.

Demostracion. Consideraremos U como en el Corolario 4.3 y la region D = {s € C :
Is|] < R, R(s) > =0} con R > 1, donde § € (0,1) estal que {s+1 : se€ D} CcU
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y definimos, para ¢ > 1, Go(s) = [{ (9(z) —x)2~5"! da y las siguientes familias de
funciones:

82
hc(s):cS(Hﬁ), Bu(s) = Gu(s4+Dhe(s) vy Au(s) = Bu(s)—G(s+1)he(s).

Por (4.2) todas estas funciones son holomorfas en . Usando la formula integral
de Cauchy, vemos que, sumando y restando un término cruzado,

% (Ap(s) — Au(s)) & = zi (Go(s +1) — Gals + 1)) hy(s) 2
T JoD s ™ Jop s

1 d
- (Ga(s+1) = G(s +1)) (ha(s) — hs(s)) 22— Gy(1) = Ga(1) = Z(a, b).
21 Jop s
La segunda igualdad viene de que, por la Proposicion 4.4, |ﬁ§cf)ﬁx| < Kz~ ! e L'Y([a,b])
para R(s) > 1, asi que podemos aplicar el Teorema de la convergencia dominada:

Gy(1) — Go(1) = lim /dex:/dex.

so1+ xstl x2

Ahora, descomponiendo 0D = C11UC4 con C} la semicircunferencia derecha {|s| =
R, R(s) > 0} y Cs el resto, vemos que, con las definiciones de A, y B,

2m’Z(a,b):/C (Ab(s)—Aa(s>)‘f+/C (Bb(s)—Ba(s)—(hb(s)—ha(S))G(S—i—l))%.

El objetivo ahora es demostrar que para cada € > 0 existe un R > 1 tal que

/ (Ap(s) — Aals)) % <e 'y Jo= ’/ (By(s) — Bal(s)) ds
C1 Ca

Ji = —
s
Para ello, abreviemos R(s) = o. Para s € (1, se tiene que

<e.

|he(s)] :c"|SR’ %—l—? =’ %—i—% =R s +35 =c"R 2 y
|G<s+1>—G<s+1>|</°°W‘f”'d$</°° dr = Ko~ l¢0
¢ — . ro+2 - . o+l !

Con esto, llegamos a que J; < TRsupgc, w < WR% =47KR™', por
lo que J; es tan pequefio como queramos.

Por otro lado, para acotar Jo, como B.(s)/s es holomorfa en $(s) < 0 podemos
cambiar el contorno sobre el que integramos a C3 = {|s| = R, R(s) < 0}. Ademaés, para
s € C3 se cumple |Ge(s +1)] < Kl|o| (¢ — 1) < Kl|o| ¢ y |he(s)| = 2|o|c" R,
por lo que de nuevo Jy < TRSupgec, %fg“(s)‘ <4rKR™%

Con esto, solo nos queda demostrar que fc2 (ho(s) — ha(s))G(s + 1) % tiende a 0

IG(|SJ|r1)|

s € Cy, también tenemos que |hy(s) — ha(s)] < |ho(s)| + [ha(s)| < 4a®) por lo que

cuando b > a — oco. Sabemos que supec, =: 5 < 00, y como R(s) < 0 para

‘/02 (ho(s) — ha(s))G(s + 1) dss' < /02 486 |ds| 22 0.

En resumen, |Z(a,b)| con b > a es arbitrariamente pequeno cuando a — co. [
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Con esto, la demostracion del Teorema de los nimeros primos se reduce a relacionar
Y(x) con m(x) y trabajar con limites superiores e inferiores.

Teorema 4.6. (Teorema de los nameros primos). Sea m(z) = #{p < z} la
funcion contadora de los primos. Entonces

1
(4.4) g @) logz

Tr—+00 €T

=1.

Demostracion. Argumentando por reduccion al absurdo, supongamos primero que
; 7(z) logx . . ., .

limsup, , ., ——— > 1, es decir, existe un L > 1 y una sucesion creciente no
acotada (z,)%%; tal que m(z,)logx, > La,. Sea B = L. Vemos que, por un lado,

para x > x,,

0(x) — 3 (w(wn) — w(e) ) logzn > 3" logp— 3 flogrn = 3 logp—logal) > 0;
ah<p<z,  ah<p<z, ah<p<zy
)

y por otro lado, por las definiciones de L y 3y porque m(zh) < :cg, tenemos que

Ty — 5;1:5 log xp,.

I5; <7T(:1;n) — W(:tﬁ)) log z,, > L+l

Combinando estas dos desigualdades, llegamos a que para x > =z, se cumple
I(x) > %xn — ,Bxg log x,,. Sustituyendo esta desigualdad en (4.3) obtenemos

Lz 2
n(L+1 de L*—1
I(wn,an)Z/xn < 5 xn—ﬁxglogxn—x>362—2L—cn—logL,
donde ¢, = %xﬁfl log zn, —=2% 0 porque 3 < 1. Por tanto, utilizando (4.3) y la
hipétesis de que L > 1, llegamos a
0= lim Z(x,, Lx,) > L1 log L >0
_nggo T, LIn) = 2L — log )

., . . 1
una contradiccién. De esta manera, deducimos que limsup,,_, , . W <1

s lo . . .
Para ver que liminf, , 7%7“ > 1, la idea es la misma: suponemos que existe

una constante ¢ < 1y una sucesion creciente no acotada (x,,)22 ; tal que w(zy,) log z,, <
lz,, para todo n. Usamos la desigualdad trivial ¥(z) < w(x,)logz, para x < zp, y
observamos que Z(lxy,, x,) < 1— ¢+ logl < 0, contradiciendo (4.3) nuevamente. [

Con este resultado surgen otras preguntas, como cuél es la velocidad de conver-
gencia o si hay alguna cota para la diferencia entre las funciones. Las conjeturas de
Legendre, de Gauss y de Dirichlet eran correctas, pues

(4.5) m(x) a: a:

logz logz—1 (z) (z)
De todas estas, el logaritmo integral es la que mejor aproxima 7(x), y las cotas para
sus diferencias dependen directamente de los ceros no triviales de ¢ (los distintos de
2,4, ...). Es en este contexto en el que aparece la famosa hipotesis de Riemann.






CAPITULO 5

La hipo6tesis de Riemann

El propésito de este capitulo es presentar la famosa hipotesis de Riemann y un
teorema en el que se muestra su relaciéon con la distribucién de los nimeros primos.

5.1. Resultados previos

Antes de introducir la Hip6tesis y el ultimo teorema, demostraremos dos resultados
que necesitaremos més adelante. Empezamos con uno relativo a los ceros de (.

Proposicion 5.1. La funcion ¢ no se anula para s € (0,1).

Demostracion. Recurriremos a una expresion similar a la dada en (1.2): como x— |z | >

Ed]

0 se tiene que [ =% da > 0 para s € (0,1), por lo que en este intervalo

((s) = i —s/jox_Ldexg <o

s—1 sl s—1
O
Esta proposicién nos permitira usar el siguiente teorema en la demostraciéon del
de la siguiente seccion.

Teorema 5.2 (Lema de Landau). Sea f : [2,00) — R localmente integrable tal que
f(z)/z es positiva y acotada para x mayor que cierto xg. Si la trasformada integral

Ls(s) = , :j;s(fz dz

se extiende a una funcion holomorfa en algun abierto que contiene a un intervalo (o, 1]
con 0 < o < 1, entonces la integral converge en R(s) > o y es holomorfa alli.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que f > 0 en [2,00),
pues la transformada integral de la parte negativa de f define una funciéon entera y la
integracién en un intervalo finito no afecta a la convergencia.

27
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Ahora, definimos ¢’ := inf{¢d > o : L¢(s) converge para R(s) > 0}. Esta claro que
o' € [o,1]. En primer lugar, vemos que Lf(§) no converge si y solo si L¢(d) = oo,
de modo que converge para $(s) > d si y solo si L¢(d) < oo, pues para cada s con
R(s) > J la integral converge absolutamente porque Ls(R(s)) < Lf(d) < oo. Por
tanto, para 6 < o', Lf(§) = oo, pues si no ¢’ no seria infimo.

Supongamos que g < o’ ysean 0 < 0_ < o < o+ tales que o_ pertenece a un
disco centrado en oy en el que Ly tiene una extensiéon holomorfa F'. Se cumple

> L(n)U oL —O0_ ogzr
IRE P SLETERRIES DA by e LU Ui

|
mn.
n=0 n=0

Aplicando el Teorema de Tonelli, llegamos a una contradiccién, pues vemos que

* X (0y — o )*(logz)” f(z = oo J
"—)_/2 nz_:o(+ n)!( gx) x1(+a)+dx_/2 2 1Srg)+dac—L(0_)

y F(o_) = |F(0-)| < oo pero L¢(c_) = oo porque o_ < o’. Por tanto, o0 = o', y
usando los Teoremas de Fubini y Tonelli llegamos a que F(s) = L¢(s) para (s) > o

O

5.2. La hipo6tesis de Riemann

Tras hallar algunos de los primeros ceros no triviales, Riemann conjetur6 en su
famosa memoria de 1859 que todos tenian parte real igual a 1/2. Esta es la hipotesis
de Riemann, que se puede formular equivalentemente como que la constante

oo =sup{o >0 : ((o +it) = 0 para algin ¢t € R},

de la que depende el error en la aproximaciéon dada por el Teorema de los ntimeros
primos, es igual a 1/2. Para ver que ambas formulaciones son equivalentes, lo primero
que podemos notar es que no hay ceros para R(s) > 1, y observando la ecuacion
funcional simétrica (2.9) vemos que, para 0 < o < 1, p = o + it es un cero si y solo si
p' = (1—0)+it lo es, por lo que si 0 # 1/2 alguno de los dos ceros tendra parte real
mayor que 1/2. Esto nos indica que 1/2 < g < 1.

La importancia de o radica en su relaciéon con el error de la aproximacién del
Teorema de los nameros primos, pues 7(x) = Li(x) + O(2°° log z) como demuestra [8,
Theorem 30| De esta manera, la hipotesis de Riemann se coloca en el mejor caso posible
en lo que a error se refiere. En esta linea, el siguiente teorema proporciona, suponiendo
que la Hipotesis es falsa, cotas para el error y muestra que m(x) — Li(z) # O(x27°7¢)
para cualquier € > 0.

Teorema 5.3. Supongamos oy # % Si el supremo que define og es un mdzrimo, esto
es, si existe tg € R tal que ((po) =0 con py = og + ity, entonces

m(x) — Li(x) 1 1 m(x) — Li(:n).

limsup ————-2 > — ——>1 f
e w0 /loge ool 7 ool = P28 o flog
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En particular, el limite no existe. Por otro lado, si el supremo no es mdzximo, entonces

—Li —Li
lim sup M = — liminf M = 400 para cualquier o < og.
T—00 z? T—00 x°

Demostracion. Empecemos suponiendo que el supremo que define g es un maximo y
sea pg = 0g+ity un cero donde se alcanza el méximo, que, por el Corolario 4.2, vemos
que 1/2 < 09 < 1. Para el limite superior, la idea es aplicar el Lema de Landau a

f(@) = —n(2) + Li() + 20 = =" <£ _ M) ,

log x B log x x° /log

donde ¢ es mayor que el limite superior del enunciado si este es finito (si es infinito
no hay nada que probar), pues f(z)/z es acotada y positiva a partir de cierto punto.
Para ello, vamos a estudiar cada una de las componentes por separado.

En primer lugar, para g(z) = —m(z), vemos que L,(s) + s~ log((s) tiene una
extension holomorfa a R(s) > 1/2. Podemos comprobar que para R(s) > 1 la trans-
formada L, esta bien definida y, recordando el Teorema 3.13, en esta region

e [T [T A [ al)
Ly(s)+s " log((s) = /2 $s+1d —|—/2 p )d /2 dz,

x5 —1 st (s — 1)

y como 7(x)/x esta acotado, la integral converge absolutamente para R(s) > 1/2 y
define una funcién holomorfa para esta region.

En segundo lugar, si consideramos h,(x) = x?/logz donde o < 1, vemos que
Ly, (s) +log(s — o) esta bien definida para R(s) > o y define una funcién holomorfa.
Ademas, con el Teorema de la convergencia dominada llegamos a que su derivada es

1 *  —logzx 1 —297% 41
L/ = d =
h”(s)+s—0 /2 xs—o+tllogx x+s—o* s—o

que se extiende a una funcion entera, y como C es convexo, la primitiva de esta funciéon
entera, Ly (s) + log(s — o), también se extiende a una funcion entera.

Por tultimo, consideramos h(z) = Li(z). Para R(s) > 1, integrando por partes,

sLp(s) =s /200 z* Li(x) dz = —2~*Li(z)

o o0 T
s + L m dr = th (S),

de modo que sLp(s) + log(s — 1) = Ly, (s) + log(s — 1) es entera.

Uniendo estos tres resultados, tenemos una extension holomorfa a £(s) > 1/2 de
L(s) = Lf(s) + 571 log ((s — 1)((3)) + (log(s — 09),

y, en particular, tenemos una extensiéon a un entorno de R(s) > o¢. Ademas, Ly se
extiende a una funcion holomorfa en R(s) > o¢ y, por el Lema de Landau, la extension
sigue dada por la transformada integral.

Ahora, dada una constante C' tal que g(x) = f(z) + C > 0 en [2,00), metiendo
el modulo dentro de la integral obtenemos que Lgy(s)/|Lg(s + itg)| > 1 para s > oy.
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Llamando R(s) = L(s)+C27%/s, vemos que R sigue siendo holomorfa en R(s) > 1/2,
por lo que est4 acotada en entornos de oo y po, y Lg(s) = R(s)—s 'log ((s—1)((s)) —
llog(s — 0p). De esta manera, atendiendo a los elementos que divergen, tenemos que

L —L1 — 1 —
1< i 2ol g, “tloslszon) |, loslezoo) |
s—od ‘Lg(s + itg)| s—ay (s +ito) 1 log (s + ito)| s—od log ((s + ito)

Aplicando la regla de L’Hopital, vemos que

1 _
lim Og(s Uo) :<

-1
! t
, lim (s—ao)ic (s + ito) =m
s—op 1og (s +ito)

s—)aér C(S + itO)
donde m > 1 es la multiplicidad del cero. De este modo, llegamos a que

L
lim #‘S)'
ol s—od |Lg(s + ito)]

Asi, como podemos tomar ¢ arbitrariamente cerca del limite superior, necesariamente

lim sup 7%(37) — Li(z)

> —.
T—00 ZCUO/ lOgJZ' -

1
|pol

La prueba para el limite inferior es idéntica: considerando £ menor que este y

270 <7r(a:) ~ Li(x) e) |

- logz \ z°/logx

—f(z)

que también cumple las hipotesis del Lema de Landau, comprobamos que £ < —1/|po|,
y tomando ¢ arbitrariamente cerca del limite inferior, llegamos a

lim inf M < _L.
zoe z%0/logx |pol

Para finalizar, si el supremo no es maximo, podemos tomar un cero pf, = oy, + it
con 1/2 < o) < 09 y notamos que, por la Proposicion 5.1, el cero no esta en (o(, 1).
Suponiendo que existe un ¢ mayor que el limite superior, notamos que Ly (con o[, en
lugar de og en la definicion de f) todavia se extiende a una funcién holomorfa en un
entorno de (oy, 1], por lo que por el Lema de Landau se extiende a R(s) > of. Sin
embargo, esto lleva a una contradiccion, pues L y Ly son holomorfas en R(s) > o
pero L(s) — Ly(s) = s 'log ((s — 1)¢(s)) + Llog(s — o)) tiene infinitos polos en
oy < R(s) < o9, por lo que no puede ser holomorfa. Por tanto, no puede existir un ¢
mayor que el limite superior. El caso para el limite inferior es analogo. O

De forma colateral, este teorema demuestra que hay infinitos cambios de signo de
m(x) — Li(x) si og # 1/2.



Apéndice

En este apéndice, nos apoyaremos en la teoria desarrollada a lo largo del primer
capitulo para establecer dos resultados basicos sobre la funcion (s — 1)((s), a la que
apelamos en los siguientes capitulos, y para dar con expresiones sencillas para de-
terminados valores de (. Destaca por su valor histérico el problema de Basilea o la
relacion de nuestra funcién con la constante de Euler-Mascheroni «y, aunque no nos
reduciremos solo a ellos.

Definicion A.1. La constante de Euler-Mascheront se define como

, 11 1
7.—A}gnoo<1+§+§+-~+ﬁ—log(N—i—l)).

Este limite existe y es finito, como demuestra la siguiente observaciéon: dado que

1 1 71 1 ! T 1
0< 2 —log (2F :/ - da::/ xdxﬁ/ ~dr = —
n n o \n z+4+n o n(z+mn) 0 n? n?

: 3] 1 n+1 sz
y que ¢(2) < oo, la serie Y 7 (g — log T) converge por comparaciéon. Descompo-
niendo las sumas parciales en una suma armoénica y una parte logaritmica, como la
parte logaritmica es telescopica obtenemos que el valor de la serie es precisamente ~.

Proposicion A.2. La funcion F(s) = (s — 1)((s) admite una extension holomorfa
en un entorno de s = 1, que cumple F(1) =1 y F'(1) = ~.

Demostracion. Para R(s) > 0 usamos la ecuacion (1.2) y vemos que

F(s):s—sgl—s(s—l)/loox_m_lmdm,

xs—l—l

de modo que claramente lims_,1 F'(s) = 1y al definir F'(1) := 1 se obtiene una funcion
holomorfa.

Ahora, tomando la derivada por definicién y usando (1.2), vemos que la conver-
gencia de la integral en R(s) > 0 permite meter el limite dentro:

F'(1) = lim (C(s) ! )zl—h’m/loox_m_lpdle—/loox_m_lmdm.

s 1 s—1 2 s>l x5+l 2 2
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Por otro lado,

N N-1
, vl -1/2 11 11\ 1
i 22 do= lim (log(m Z”<n n+1>+2N 2) ~ 2

n=1

de modo que F’'(1) = ~, tal y como buscabamos. O

Esto nos revela los primeros términos del desarrollo de Laurent de la funcién zeta:
C(s) = i 4+ ---. Pasando al problema de Basilea y sus generalizaciones, tenemos
el siguiente resultado.

Proposicién A.3. Se cumple que ((0) = —1/2, ((2) = 7%/6 y ((4) = n*/90.

Demostracion. Usando (1.3) vemos que

11 o0 Y 1

Para ((2) evaluamos en = = 0 la expresion de g en serie de cosenos dada en (1.6):

oo

cos(0) 1 1
0:9(0):—ﬁ+ﬁ2 o =15 T 3.2¢2)
n=1

Despejando, ¢(2) = 72/6.

Por dltimo, para ((4) recurrimos a la identidad de Parseval y a (1.6), que nos
aseguran que

1 1 ) 1 1 1 1
1L de =S a2 = = SR T )
0 /0 l9(@)de = 190 = {7+ D, foramt = 123 T gt @

nez neZ—{0}

Nuevamente, despejamos para obtener (4) = 7#/90. O
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