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Resumen

El tema de este trabajo es la estimacion de sumas e integrales oscilatorias. Un primer capitulo
introductorio contiene notaciones basicas y los lemas de van der Corput que muestran que varia-
ciones de la fase inducen cancelaciéon en una integral oscilatoria. Mucho més preciso, pero bajo
hipétesis més restrictivas, es el principio de fase estacionaria estudiado en el segundo capitulo que
produce una estimacion asintotica de algunas integrales oscilatorias. Sus miltiples aplicaciones en
fisica y mateméticas se ilustran aqui aproximando las funciones de Bessel y la solucién de cierta
ecuacioén diferencial. En principio, la estimacién de sumas oscilatorias es un tema bien distinto, pues
la aritmética de las frecuencias puede condicionar que haya cancelacién o no. Sin embargo, como
se muestra en el tercer capitulo, es posible desarrollar una teoria basada en integrales oscilatorias
partiendo de una versién de la formula de Euler—-Maclaurin. Los dos tltimos capitulos son en cier-
ta medida aplicaciones de los resultados obtenidos. En el cuarto se explica un fenémeno bastante
curioso consistente en que al representar en el plano complejo las sumas parciales de algunas su-
mas oscilatorias, aparecen patrones inesperados. En el quinto capitulo se discuten dos aplicaciones
relacionadas con temas de teoria analitica de ntimeros. La primera es una acotacién para las sumas
oscilatorias que aproximan la funcién zeta de Riemann y la segunda es un resultado acerca del
problema del circulo de Gauss, consistente en acotar el error cuando se aproxima el ntmero de
puntos de coordenadas en un circulo grande por su area.

Abstract

The subject of this work is the estimation of oscillatory sums and integrals. The first, introduc-
tory chapter sets out basic notation and the van der Corput lemmas, which show how variations in
the phase induce cancellation in an oscillatory integral. Much more precise, though under more re-
strictive hypotheses, is the stationary phase principle studied in the second chapter, which yields an
asymptotic estimate for certain oscillatory integrals. Its many applications in physics and math-
ematics are illustrated here by approximating Bessel functions and the solution of a particular
differential equation. At first sight, the estimation of oscillatory sums is an entirely different topic,
since the arithmetic of the frequencies can determine whether cancellation occurs or not. However,
as shown in the third chapter, one can develop a theory based on oscillatory integrals by starting
from a version of the Euler—-Maclaurin formula. The last two chapters are, to some extent, appli-
cations of the results obtained. Chapter 4 explains a rather curious phenomenon: when one plots
in the complex plane the partial sums of certain oscillatory series, unexpected patterns emerge. In
chapter 5, two applications related to analytic number theory are discussed. The first is a bound for
the oscillatory sums that approximate the Riemann zeta function, and the second concerns Gauss’s
circle problem, namely bounding the error when approximating the number of integer-coordinate
points in a large circle by its area.
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CAPITULO 1

Estimaciones basicas

En esta primera seccién introduciremos algo de notacién y daremos los primeros resultados
sobre la acotacion de integrales oscilatorias.

A lo largo del trabajo, usaremos la abreviatura e(x) para indicar e>™*. Otra notacién a destacar,
es la O de Landau. Escribimos f = O(g) para indicar que

h’msup"gég‘ < 00.

Esto equivale a | f| < K|g| para alguna constante K en la region que estamos considerando. Existen
otras dos notaciones en este contexto, que son f =o(g) y f ~ g, y significan, respectivamente,

h'mi:() y h'mizl.
g g

Es importante notar que f = o(g) implica f = O(g), aunque la implicacién inversa no es cierta. A
menudo, estas expresiones se presentan como términos en una suma. Por ejemplo, 1+ O(x) significa
1+ f con f = O(x). De esta manera, f ~ g puede expresarse como f = g+ o(g).

Consideraremos dos de los objetos fundamentales del analisis de Fourier. Sean

N 0 1

o= [ t@e-snde v eln= [ fae-nda
donde ¢ e Ry n € Z.
Proposicién 1.1. Fijado k € Z7, si f € C(R) entonces Flo) = O(I€]7%) y si f € C®(R) es

1-periddica, entonces cn(f) = O(|n|7%).

Demostracion. En primer lugar, como f(z) € C§°(R), es diferenciable con soporte compacto, inte-
grando por partes obtenemos

o= [ sweenw=Leen” + 7 Sorweena
1

- 5 / @)~




2 Estimaciones basicas

Repitiendo este proceso reiteradamente, llegamos a

~

F9 = Grigy [ 9@ (o) o

Como f(z) € C§°(R), sus derivadas también estan acotadas y tienen soporte compacto, luego esta
tltima integral, es finita para todo £. Por tanto, f(&) = O(]¢|~%) como queriamos.

Por otro lado, podemos expandir f en una serie de Fourier, cuyos coeficientes estan dados por
1
)= [ 1(a)el-no) o
0

Sabemos que f(x) es suave y periddica, por lo que podemos derivar tantas veces como quera-
mos, y las derivadas también seran periddicas y acotadas en el intervalo [0, 1].

Anéalogamente, integrando por partes la expresion para los coeficientes de Fourier y repitiendo
el proceso k veces, se tiene que

1
enlf) = 1)k / %) (z) e(—ne) da

(2min

Como f (k) es derivable y periodica, la integral esta acotada por una constante que no depende
de n y por tanto, ¢, (f) = O(|n|~*) como queriamos. O

Esto es similar si tomamos una f de decaimiento rapido.

En estimaciones dependientes de un parametro, como las anteriores, suele escribirse Oy para
sefialar que no es posible asegurar } I (5)‘ < K|¢|7F para [¢| grande de forma uniforme en k, sino
que K o el rango donde se encuentra £ dependeran de k.

Pasemos ahora a algunos resultados mas generales sobre integrales oscilatorias.

Lema 1.1 (Primer lema de van der Corput). Si f € C? con f' mondtona en el intervalo [a,b] y
cumple |f'| > D1 > 0 en dicho intervalo, entonces se tiene que

)/abe(f(x)) dx‘ < %

1

Demostracion. Como f'(z) no se anula en [a, b], podemos reescribir

1 d

e(f(x)) = W%G(ﬂx))a



definiendo g(x) = 7 ’Zx) e integrando por partes, nos queda
b b 1 d
[ etr@nr = [ s et da
= L (g0l ®) - @7 @) - o= [ e(r@g' @)
2 2m J,

Sabemos que f’ es monodtona (creciente o decreciente), por tanto g(x) también lo es y ademaés,
se tiene que para cualquier z, |e(f(z))| = 1. Tomando médulos a ambos lados de la ecuacion,

2T

b b
/ e(f(ﬂ?))’ = 5-l(g(b)e(f (b)) — gla)e(f ))—/ e(f(2))g (z) da

IN

5= (19(8)] + lg(@)) +/m ) de

Sé@ﬁw 70 >+/9 )\ de.

Por ser g monétona, ff g (xz)dx < g(b) — g(a), luego, f lg'(z)]|dx < (\f e \f’%@l) entonces,

b
1) [ eUe)a] < - (ma ma)

y como |f'| > Dy > 0 en [a, b], obtenemos la desigualdad que queriamos. O

Una situacién coman en la que surge este problema es cuando la segunda derivada no se anula,
en cuyo caso resulta util el siguiente resultado.

Lema 1.2 (Segundo lema de van der Corput). Si f € C? y |f"| > D2 > 0 en el intervalo [a,b],

entonces se cumple que
b
4.2
d ’ < .
/a e(f(w)) da| < /D,

Demostracion. Supongamos primero que f’ se anula en cierto xg € [a,b] y sea J = (g — 7,20 +

r) N [a,b] con r = (”TDQ)_%, tal que ‘f;e(f(:c))dx’ <|[ye(f(z))dx ’ + ‘ f[a,b}_Je(f(x))da: ‘

Por el teorema del valor medio, para cualquier ¢t € [a,b], existe §& € (xo,t) tal que f/(t) =
F7(€)(t — x0). Dado que |f”(x)| > Dy > 0, para todo x € [a, b], entonces | f'(t)| > Da|t — x|. Por
tanto, si [ f'(t)| < 2r~!, obtenemos |t — 2o| < r lo que implica ¢ € J.

2p=1 y por (1.1) se tiene que

/ace(f(:v))da: + /dbe(f(x))d:v

De otra manera, si ¢t ¢ J entonces |f'(t)| >

dr | = d
|/[a7b]—»7€(f(x)) ) ‘/[%dU[d,b]e(f(a:)) ’
1 1 1 27 1 27

1 1 1 1
SW(W@NHW@O+WQWMY%ﬂw>§ﬂ%*+w%*

<
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Ya que ’ J;e )dx’ < |J| < 2r, juntando ambas, obtenemos

42
‘/ <2r+2r—4: \f.
\/7TD2

Observamos que, incluso si la derivada no se anula en [a,b], los puntos ¢t € [a,b] tales que
|/()] < 2r~1 se encuentran dentro de un intervalo de longitud a lo sumo 2r.

Si f’ no se anula, sin pérdida de generalidad podemos suponer que f’ > 0 ya que

[t =| ["e

Si f! es creciente, se tiene que = > f'(t) > f'(t) — f'(a) > (t—a)Dz. Despejando y sustituyendo
Dy = 27" , nos queda t < a + .

Si f es decreciente, entonces = > f/(t) > f'(t) — f'(b) = | f'(t) — f'(b)| > (b — t)D>. Analoga-
mente, obtenemos, t > b — r.

Por tanto, o bien ¢t € [a,a + r) o bien t € (b — r,b], que tienen longitudes menores que 2r y la
prueba anterior es valida en general. O

Estos resultados se extienden a ff g(z)e(f(x)) dz con g € C' al introducir un factor

b
01+ [ 1o @) .

Si g es mondtona, entonces G < 3max |g|. Esencialmente, G cuantifica tanto el tamafio como el
ntmero de extremos locales.

Proposicion 1.2. Bajo las hipdtesis del primer Lema de van der Corput (Lema 1.1), se tiene que

‘/bg(x)e dx‘ < — 2¢
a Dy

Mientras que, bajo las hipdtesis del segundo Lema de Van der Corput (Lema 1.2), se verifica

‘/abg(x)e(f(x))dx‘ < il/\;%i

Demostracion. Definiendo u(z) = g(x) y v(z) = [ e(f(t)) dt, integrando por partes y sustituyen-

do, nos queda
[ o] = | [Cwar] < wipon+ [ o)



Si estamos bajo las hipotesis del Lema 1.1, entonces |v(z)| < %Dl para todo x € [a,b] y

<|g \+/|g |d1:><

Similarmente, bajo las hipotesis del Lema 1.2, tenemos que |v(z)| < jL para todo x € [a, D]

b
/ g(@)e(f(x)) da

[ ot ] < 224 0

Como aplicacion de lo que hemos estudiado, vamos a obtener una aproximaciéon de la integral
de Fresnel, que es la funcién F' : R — C definida por

F(x) = /Oxe(tQ) dt.

Proposicion 1.3. Para x — +o0, se tiene que F(x) = % + e(z?) + O(:c_3).

4mix

Demostracion. La funcion e(t?) es una funcién compleja oscilatoria que tiene una fase cuadrética
en t2. Cuando tenemos una integral de una funcién oscilatoria como e(#?), en intervalos grandes,
la integral se debe acercar a cero debido a las cancelaciones de la oscilacion.

Para ver que el lim,_,, F'(x) existe, demostraremos que f k e(t?)dt — 0 cuando X,Y — oo.
Esto es suficiente ya que implica que los cambios en F'(x) se vuelven arbitrariamente pequenos con
valores grandes de .

Por la ecuacion (1.1) vista anteriormente, nos queda

0<‘/ (12) dt‘ —(—+%)

que tiende a cero cuando X,Y — oo. Por lo tanto, el limite existe y es finito.

Por otra parte, tomando v, como el segmento real desde 0 hasta x, entonces
F(x) = / e(2?) dz.

Definimos ahora un segundo camino <) como una rotacién de 7, en el plano complejo por un
angulo de 7/4. Este camino 4 va desde 0 hasta ze’™/* . Para analizar el comportamiento de F(z),
consideramos el contorno cerrado v, U C U~} , donde C' es el arco de circunferencia que conecta
los puntos z y ze'™/* en el plano complejo. Por el Teorema de Cauchy, tenemos que la integral de
e(2?) a lo largo de este contorno cerrado es cero, por tanto

F(x):/z 6(22)dz:/7; e(zQ)dz—/Ce(f)dz.
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Parametrizamos el arco C usando z = ze’® donde se cumple que sin(2a) > %a, lo que implica
que |e(22)] = e~2m@?sin(20) < g=82a ¢ 1o tanto

/C e(2?) dz

w/4 ) ) w/4 )
/ e(z?e?®) ixe' da| < / e 8 %da — 0 cuando z — oo.
0 0

Parametrizaremos ahora el camino ~* tomando z = te’™* con t € [0,z], y considerando que
oo —omt? _ 1
f—oo e =75 entonces

T . 1 - xT 1 -
/ e(2?)dz = / e(t?)e™* dt = akl / e 2 dt — il cuando x — oo.
yx 0 V2 Jo 4

Por tanto F(co0) = [;°e(t?) dt = L y se tiene que

F(x):/Ome(tQ)dt:/Oooe(tz)dt—/:oe(tQ)dt: 1Ii—/xooe(t2)dt.

Integrando por partes la tltima integral, obtenemos

o0

4m‘/ e(tz)dt:—xle(x2)+/ t2e(t?) dt.

Por lo tanto,

Esta formula asintotica obtenida, muestra que a medida que t aumenta, F'(t) se aproxima a un

. 2
valor constante, % ya que @ y O(t73) decrecen rapidamente a medida que t crece. Por lo tanto,

las oscilaciones tienen menos amplitud.



CAPITULO 2

El principio de la fase estacionaria

En este capitulo, nuestro objetivo es estimar integrales oscilatorias de la forma

I\ = /OO a(t)e(Af(t))dt cuando A > 0 es grande.

—00

Asumiremos f € C®(R) y a € Cp(R) 0 a € S(R), donde S(R) denota el espacio de funciones
de decrecimiento rapido. Estas funciones, junto con sus derivadas, satisfacen que son O(z~F) para
todo k > 0.

Si f es una funcién lineal, la integral I()\) se relaciona directamente con la transformada de
Fourier, que se mencioné en el capitulo anterior. En particular, para f(t) = —t, se tiene que
I(\) = a(\), que ya sabemos que decrece rapidamente. En este capitulo nos enfocaremos en el caso
no lineal, donde f puede tener puntos criticos.

Antes de comenzar, recordaremos dos férmulas basicas del anéalisis de Fourier llamadas formula
de inversion e identidad de Parseval:

:/:f(g)e(—xg / f9= fg,

donde la barra denota el conjugado. La primera férmula recupera f a partir de su transformada f ,
y es vélida, en principio, para f,g € S(R). Sin embargo, con una interpretacion adecuada de las
integrales, estas formulas se extienden al espacio L?(R). A continuacion, veremos que estas formulas
también pueden aplicarse a ciertas funciones fuera de este espacio.

Teorema 2.1. Sia € S(R) y f(t) = t* entonces para cualquier k € Z+

2])

1+ZZ ) —|—O(Ak1/2)

Demostracion. Para demostrar el Teorema vamos a comenzar aplicando la identidad de Parseval a
las funciones f(z) = e(—A\z?) y g(z) = a(z). Para ello, calcularemos la transformada de Fourier de
f(z) con A >0

f(g) = /Oo e(—=Az?)e(—&x) dr = /OO e(—A\z? — Ex) da = /OO e( — [\5(@"2 + %)] ) <i\) dx.

—00 — 00
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Aplicando el cambio de variable v = VA (x + %) y que la integral de Fresnel 2G(c0) =

22 e(2?) dx = 1E, nos queda
1+ £2
=3 (-5)-

)l

fo=—=e(5) [ emma=te(5)

Por lo tanto,

I(\) = /_00 a(x) e()\xQ) dr = ;;XZ _00 a(§) e( i\) dg para cualquier a € S(R).

Para completar la prueba, usaremos el Teorema de Taylor para orden 2k — 2 en el origen de la
funcién e( 4€\ ) Sustituyendo en la integral, nos queda

k—

[Cae(-5)a= a0 Y (5 )f_] i+ [ o o) de

—00 —0o0 =0
—miNJ 1 2j R g2
AL d 055 dc.
(o) 5 | _aeer e+ [~ a@o(Sy)a
Derivando sucesivamente en la féormula de inversion y tomando x = 0, nos queda

90) = (2 [ eate)dg

,_.

k-1

=0

.

Luego,
k—1 N g ; k-1 ,. j
< & 71 a®)(0) AN 1 o)
/_ooa(é)e( d = Z 2)\ A2y 2\ s ) 700
Jj= 7=0
Y, sustituyendo, llegamos al resultado. O

Para poner en practica el resultado obtenido, lo aplicaremos a una ecuacién diferencial que no
tiene solucién expresable en términos de funciones elementales.

Lema 2.1. La solucion y = y(x) de la ecuacion ordinaria
4y" (z) + 22y (z) + y(z) = 0, y'(0) =0 es C/ -t cos(zt?) dt

con C' una constante arbitraria. Ademds, si y1(x) es la solucion correspondiente a C' =1, se tiene
que

yi(x) = \/ 9 +O(z~ 3) para x > 0 grande.



Demostracion. Para probarlo, usaremos que
e 4
I, —/ e Ut 4t satisface Al = (4k+ 1)1, para k> 0.
—00

Sustituyendo el desarrollo de Taylor de cos(z?t), obtenemos:

C/ *4coswt2 dt = C/ 442

k: 2kt4lc k 2k

CZ

Derivando dicho resultado,

> k‘ Qk‘ 1 > k: Qk 2
e =C .
; 2k:—1 ey kZQ 2k—2 Tk

de donde se deduce que y'(0) = 0. Ademaés, desplazando convenientemente el indice k y usando la
relacién de recurrencia se tiene que

k—l—l 2k k+1 2k

_402 k:[k+CZ I

o0 k+1 2k

22y (z Z klj.

k=

Por tanto, sustituyendo en la ecuacion diferencial obtenemos que 4y” + 2zy’ +y = 0 como
queriamos.

Por otro lado, tomando a(t) = e~
funcién real, nos quedara

en el Teorema 2.1 y teniendo en cuenta que y; es una

yl(x):\/;—l—O(x 5). O

El Teorema 2.1 establece que, para f(z) = 22, el comportamiento asintético de I(\) depende
tinicamente de lo que ocurre en las proximidades del origen. A continuacién, veremos un enunciado
bastante general, aunque para f(t) = t> se reduce a una version algo imprecisa del Teorema 2.1.

Teorema 2.2 (Principio de fase estacionaria). Sean f € C°(I) con I un intervalo abierto y
a € C§° con soporte incluido en I. Si f tiene un conjunto finito C de puntos criticos en I y son
todos no degenerados, entonces para cualquier k € Z+

(1 + s¢7) k ke1/2
I\ = O+ ONTFLZ,
2 s Z

donde s. € {1,—1} es el signo de f"(c) y los aj(c) son expresiones que dependen de las derivadas
deay f enc con ap(c) = a(c).
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Aunque f solo esté definida en I, como el soporte de a esta contenido en I, tiene sentido escribir
ffooo a(t)e(Af(t)) dt. Esto implica un pequenio abuso de notacion, ya que la forma en que se define f
fuera de I no afecta el valor de la integral. Por otro lado, las series de Fourier sugieren la necesidad
de una versiéon del principio de fase estacionaria para funciones 1-periddicas, integradas a lo largo
de un periodo, por ejemplo, en el intervalo [0, 1].

Teorema 2.3. Sean a, f € C™(R) funciones 1-periddicas y supongamos que el conjunto C de puntos
criticos de f en [0,1] es finito, son todos no degenerados y 0,1 ¢ C, entonces fol a(t)e(Af(t))dt
admite la misma formula que I(X\) en el resultado anterior.

Es de notar, que la condicién 0,1 ¢ C no tiene mayor importancia, sino se cumpliera, conside-
ramos la integral en [e, 1 + €], que tiene el mismo valor para la periodicidad.

Como aplicaciéon del Teorema 2.3, estimaremos una de las familias de funciones especiales mas
relevantes en la fisica matematica, las funciones de Bessel de primera especie y con indice entero:

(2.1) In(A) = /01 6(% sen(2nt) — Nt) dt con N €Z.

T
Son funciones reales ya que la parte imaginaria desaparece por cierta simetria en la integral.

La siguiente proposiciéon muestra la aproximacion clasica que dice que v AJy(\) a la larga se
parece mucho a una funcién trigonométrica sencilla.

Proposicion 2.1. Si Jy(A), N € Z denota las funciones de Bessel definidas en (2.1), entonces:

2 N
InN(A) = \/a cos ()\ ST f) + O3 para A>0 grandey N eZ fijado.

2 4
Demostracion. Reescribiendo e (2A n(2rt) — Nt) = e (2’>r sen(27t)) e(—Nt), aplicaremos el Teo-
rema 2.3 a las funciones a(t) = e = 217r n(27t). Obsérvese que el conjunto de puntos

(=Nt ) y f ( ) se
criticos no degenerados de f en [0,1] es C = {1,3} y 0,1 ¢ C. Entonces

. k-1
10 = Z (1+ sci)e(Af(c))

ai(c)A™I —k—1/2y,
o0 (NI + O\ )

ceC 7=0

Tomando k = 1 y teniendo en cuenta que e (—3N/4) = e¢(N/4), nos queda:

(1 —i)e (2)%)6( N>+(1+Z)( ﬁ)e( 3N

W= T 2V 4

. 2E) o0

_ /2 T _Nm ~3/2
—\/;ms()\ 1 5 )—i—O(/\ ).
2 N7
IN(A) = \/;cos </\ 7 ) + 0()\*3/2)_ 0

Por tanto,
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Dicho resultado, nos da valores muy aproximados. El valor Jy(2024) con ocho cifras significativas
es 0,017727756 mientras que el término principal de la formula anterior, nos da 0,01772772495.

A continuacién, nos dedicaremos a probar el Teorema 2.2 y el Teorema 2.3. Para ello, comen-

zaremos con algunas reducciones.

El primer caso trata el conjunto de puntos criticos C vacio, en el que no hay contribuciones
significativas al andlisis asintético, ya que la suma sobre C es trivialmente nula.

Lema 2.2. Bajo las hipdtesis del Teorema 2.2 con C = 0, entonces I(\) = O(A™F) con k > 0.

Demostracion. Como C = (), tenemos que f’ # 0 en I y podemos realizar el cambio de variable
t = f~1(x), entonces

o < a(f~Hx ~
I()\)Z/_ a(t)e(Af(t))dt:/_ Me(m) dz = F(=\).

Y, por la Proposicién 1.1, nos queda I(\) = O(A™¥), tal como se queria. O

En el caso de funciones 1-periddicas, el razonamiento es anélogo. Aunque la periodicidad intro-
duce ciertas consideraciones adicionales, el principio subyacente se mantiene: la ausencia de puntos
criticos implica que las contribuciones oscilatorias se cancelan de manera eficiente, y los términos
restantes pueden ser tratados de manera similar mediante integracién por partes, lo que da como
resultado un decaimiento rapido.

Este enfoque no solo clarifica el razonamiento, sino que también destaca la importancia de los
puntos criticos en el analisis de I()\). Sin puntos criticos, la oscilacion domina y lleva a un compor-
tamiento que recuerda al decaimiento de transformadas de Fourier de funciones suaves.

Una simplificacion mucho maés significativa consiste en observar que basta con demostrar el
Teorema 2.2. Para comprobarlo, usaremos el siguiente resultado.

Proposicion 2.2. Dado ¢ € (0,1) y € > 0 tal que 2¢ < ¢ < 1 — 2¢, consideraremos cualquier
funcion ¢ € C*°(R) que cumpla

1 size€lc—ec+e,
0 stz ¢ c—2¢.c+ 2.

Sea

o) = cp(a:—[:xj) stz € [e,e+ 1],
v )_{1 stz ¢ [e,e+1].

Entonces 1 € C*°(R) y para cualquier F € C*(R) que sea 1-periddica se cumple

1 00 o)
/OF(t)dt:/ F(t)gp(t)dt—i—/ F(t)(1 — (b)) dt.

— 00 —00
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Demostracion. En primer lugar, veremos que ¢ € C°°(R). Para ello, observando que podemos
expresar la funcién ¥ de la siguiente manera

o(x) six € e, 1),
Y(z)=Qpr—1) sizell,c+1],
1 six ¢ [c,c+1].

Como la funcion ¢ € C*(R), sus derivadas son continuas y cumple

ple)=1, o(1)=p0)=0 y o9 (c) =" (0) =Y (1) =0 paraj>1,

por tanto, 1) hereda la suavidad de ¢ y esta bien definida en toda R, luego ¢ € C*°(R).

Por otro lado, reescribiendo la integral de la siguiente manera

1 1 1
/OF(t)dt:/O F(t)go(t)dt—i—/o F(t)(1 - ¢(t)) dt,

usando la definicion de v en la segunda integral y que F' € C*°(R) es 1-periodica, entonces

1 1
/0 F)(1— o(t)) dt = /F J(1-¢ )dt+/c F)(1— (1)) dt
1
:/ Ft)(1—-v((t+1)) dt+/ F(t)(1—(t))dt
1
/ F(t—1)( 1—¢())dt+/ F(6)(1— w(t)) dt

:/c F(t)(1—(t)) dt = / F(t)(1 —(t))dt.

Sustituyendo y aplicando que tanto ¢ como % tienen soporte compacto, nos queda

1 0o 00
/OF(t)dt:/ F(t)go(t)dt—i—/ F(t)(1—v(t))dt

—0o0 — 00

como queriamos. ]

Demostracion del Teorema 2.3 a partir del Teorema 2.2. Sea c € Cy € tal que [c—2¢, c+2¢] C [0, 1]
y [e — 2¢,¢+2¢) N C = {c}, usando la Proposicién 2.2 con F(t) = a(t)e(Af(t)), nos queda:

1 00 0o
/Oa(t)e()\f(t)):/ a(t)go(t)e(Af(t))dt—l—/ a(t)(1—v(t))e(Af(t)) dt

—00 —00

Aplicando el Teorema 2.2 a ambas integrales, obtenemos:

o} . k—1
/ a(t)p(t)e(Af(t)) dt = (1+ sci)e(Af(c)) Z a;j(c)p(c) A + O(\+—1/2),
—o0 2Ascf"(c) =

-1

o0 (1+ sui)e
a(t)(L =) e(\f(®)dt= > 7 Za P(E))AT + ORI,
/_OO ceC\{c} \ 2A86/f Jj= ’
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ceC V 2)‘Sc’f//(cl 7=0
1

. Ny k=
_ (14 sei) e()\f(c ) aj(c’))\_j + O()\_k_l/z) = I(\). O

e 2Xs0 f1(

<
Il
o

Antes de demostrar el Teorema 2.2 para el caso C # (), veremos dos resultados que se utilizaran
a lo largo de la prueba.

Lema 2.3 (Teorema de la funcion inversa). Sea f : I — R una funcion diferenciable, donde I es
un intervalo abierto de R. Si f'(c) # 0 para algin ¢ € I, entonces existe un intervalo abierto J C I
que contiene a ¢ y un intervalo abierto K C R tal que f(J) =K y f : J — K es biyectiva. Ademds,
la funcion inversa f~': K — J es diferenciable y se cumple:

—1\/ _
)y = 7f’(f_1(y))’ Yy € K.

Lema 2.4. Sea f € C*°(R) con un punto critico en el origen y f(0) =0, existen &,061,02 > 0 tales
que la funcion

2f(¢)
t2f”(0)

establece una biyeccion x : (—e,e) — (—d1,02) con inversat = t(x) que es C™ y satisface t(0) = 0,
t'(0) = 1.

x(t) =

si0<|t| <e Yy z(0) =0,

Demostracion. En primer lugar, calcularemos la derivada de x(t) en ¢t = 0. Usaremos la definicion

de derivada
a:(t) x(O) t t22]{’$2)) 2 f (t)
/ z. - ’ z
(O) 111*)0 t—0 111%0 t %LO \/ 2 f”(O)'

Para calcular este limite, expandimos f(t) centrado en ¢t = 0 usando la serie de Taylor, donde el
término dominante es § f”(0)¢. Sustituyendo, obtenemos

2% f(0)t2
/ N 7 2 —
7 (0) =l "y

La funcion x(t) cumple las condiciones del Lema 2.3, por lo tanto existen 01, d2 tal que (—d1, d2)
es un entorno abierto de 0, donde x es biyectiva y tiene una funcién inversa t = t(x) = 271(t) que
también es diferenciable y, ademés, t'(x) = —1~, por tanto, t'(0) = 1 y ¢(0) = 0. O

z/(t)

Demostracion del Teorema 2.2. Comenzaremos probando que es suficiente considerar el caso en
que C = {0} y que f(0) = 0.
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Para probar que podemos suponer #C = 1 usaremos particiones de la unidad. Sea C =
{c1,...,cn} el conjunto de puntos criticos no degenerados de f en el intervalo I. Por hipotesis,
estos puntos son finitos y estan dentro del soporte de a.

Sea U; un recubrimiento de I tal que llamamos Uj....,U, a los que contienen a los puntos
criticos ci, ..., ¢, respectivamente con ¢; ¢ U;, j # 4. Elegimos {¢;} particion de la unidad tal que
@i € C(U, ), >oiiy ¢i(x) =1 para todo = € Iy sop(¢;) C (¢; — €, ¢; + €). Entonces, reescribiendo
a(z) =31 ¢i(x)a(x) y sustituyendo en I(X), nos queda

Z/ e (M(®) dt = > 1),

donde cada término de la suma tiene el soporte concentrado en un entorno tnico de U;, donde ¢;
es el tnico punto critico relevante. Por tanto, podemos escribir cada término como

L) = [ asite(n @) de
y el anélisis local de I;(\) depende tnicamente de las propiedades de f(t) cerca del punto c¢;.

Finalmente, veamos las dos tdltimas simplificaciones,

o0 o0

HM:/]a@dMU»ﬁ:/)a@+ddﬁ@ﬁ@ﬁ@+@—ﬂ@nm

—0o0 —0o0

= e()\f(c)) /00 a(u—l—c)e()\(f(u—i—c) — f(c))) du,

—00

tomando h(u) = f(u+c)— f(c), vemos que 0 es punto critico de h con h(0) = 0y h”(0) = f"(c) # 0.
Por todo esto, podemos asumir que C = {0} y f(0) = 0. Por lo que podemos aplicar el Lema 2.4 y,
con el cambio de variable ¢t = t(x), obtenemos

(2.2) 1) = / h a(t(x))t'(x)e<5 f”(O)m2> dz,

donde el integrando se define como cero si || > e.

A continuacién, aplicaremos el Teorema 2.1 a la integral (2.2) sustituyendo A y a(z) por 3 f”(0)
y a(t(z))t'(x), respectivamente. Para ello, vamos a diferenciar dos casos.

Si f”(0) > 0, nos queda

) = 1+i 2 a(Qj)(O? <z

%Af~an-=oj“8”V

2) ol

(IA) + O\ F=1/2),

1 + 7 Z
/2>\f” 47rf”
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a(29) (0)¢7

Tomando a;(0) = A0y Con ao(0) = a(t(0))#'(0) = a(0) obtenemos

1
) = — Zaj (0)A™ + O(AF-1/2),

/2)\]0//

Para el caso f”(0) < 0, el Teorema 2.1 puede adaptarse considerando el comportamiento con-
jugado del integrando

I(=2) = / " alw)e(—Aa?) du = / " alw)eOa?) da.

—00 — 00

Aplicando el Teorema 2.1 a esta ultima integral,

1_ a2 (0




CAPITULO 3
El método de Van der Corput

En los anteriores capitulos estudiamos como acotar o estimar integrales oscilatorias, mientras
que en este, vamos a ver las sumas oscilatorias del tipo

Aunque de primeras parezca que estos temas no tienen mucho que ver, veremos que las integrales
oscilatorias constituyen una herramienta fundamental para estimar sumas oscilatorias. El propio
Van der Corput inicié una teoria en ese sentido que en parte estard recogida en este capitulo.

En particular, probaremos los siguientes resultados:

Teorema 3.1. Sea f € C?*([a,b]), a,b € Z, tal que f" no se anula en [a,b]. Si a < f'(z) < B para
x € la,b] cona,BEZ y B —a>1, entonces

b

B b
Ze(f(n)) = Z/ e(f(z) — nz) dz + O(log(B — a)).

n=a

En este y en los siguientes resultados, asumiremos de manera implicita que el intervalo [a, b] es
no trivial, lo que significa que a < b. Como veremos méas adelante, aplicando el conocimiento sobre
integrales oscilatorias, se puede concluir que si f” es suficientemente pequena, pero no demasiado,
entonces siempre ocurre cancelacién. En particular, el resultado establece lo siguiente:

Teorema 3.2. Sea f € C?*([a,b]), a,b € Z, y 0 < Ay < 1 < pu tales que Ay < |f"(x)| < pdo para
todo x € [a,b]. Entonces se tiene

Ze(f(n)) =O(pu(b— a))\;/2 + )\2_1/2).

En este caso, el uso de la notacion O de Landau simplemente indica que el valor absoluto de
la suma esta acotado superiormente por una constante absoluta, cuyo valor exacto no calculare-
mos, multiplicada por la expresiéon dentro de la O. En realidad, la condiciéon 0 < Ao < 1 < p
no es estrictamente necesaria; basta con que Ay # 0, ya que Ao > 0, ademés, u > 1 se sigue de

16
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Ao < |f"(x)| < pA2 y para Ay > 1, el resultado se vuelve trivial.

Incorporando una nueva idea, existe una generalizaciéon de este resultado que requiere controlar
la derivada de orden k para algin k£ > 2. Sin embargo, nos centraremos tnicamente en el caso
k = 3, que refleja la esencia del método.

Teorema 3.3. Sea f € C3([a,b]), a,b €Z, y 0 < A3 < 1 < p tales que A3 < |f" ()| < p)s para
todo x € [a,b]. Entonces se tiene

S e(f(m) = 00— )N/ + (b — a)225°).

A pesar de que, como hemos mencionado anteriormente, los resultados sobre sumas oscilatorias
provienen de integrales oscilatorias, los primeros suelen tener més complicacién técnica.

Para la prueba del Teorema 3.1 vamos a necesitar unos resultados previos. Comenzaremos con
una identidad que permite expresar una suma como una integral.

Lema 3.1. Para g € C*([a,b]), a,b € Z,

b

b b
> g = [ g@det [ (o o))y (@) ds

n=a+1

donde |x] indica la parte entera.

Demostracion. Descompondremos la integral sobre cada subintervalo donde |z ] = n e, integrando
por partes en dichos intervalos, se tiene que

b

/ab(:c—Lx dx—Z/ (z—n)g(x)do =)

n=a+1

g(n) - / o) da

y reorganizando obtenemos la integral buscada. O

Lema 3.2. Bajo las condiciones del Teorema 3.1, paran ¢ [0,5—a] e I, = f; (f'(z)—a)e(f(z)—
(o +n)z) dz, se tiene

_foa

B —a—n|

7|1, <

Demostracion. Reescribimos I, de la siguiente forma:

_ (@ o) — (o)) of () — (o b 1)
fn /f’ a+n)(f()(+))(f()(+))d.

Definimos g(x) = (f)( 2)—a

ORI usando integracién por partes, nos queda

a 1 b
I, = Z—=e(f(b) — (@ +n)b) — Z—=e(f(a) — (@ +n)a) — / e(f(z) = (a+n)z)d (z)de.

21
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Como ¢'(z) # 0 para todo z en [a, b], se tiene que es una funciéon mondétona en [a, b], por tanto

f lg'(x)] dz = |g(b ) g(a)]. Ademas, g(z) tiene signo constante en [a,b] (segin n < 0on > f—«)
por tanto, [g(b) — g(a)| = ||g(b)| — |g(a)|| y se tiene que

b
1< o )+ lo(@) + [ 1@ de| = L mx(lg)L o).

t—«
|t = (e +n)
valor absoluto de una funciéon monoétona que no se anula en (a, 8], por tanto max{|g(d)|, |g(a)|} =
max{h(f'(b)),h(f'(a))} < h(B) y se tiene que

Obsérvese que la funcion h(t) = es una funcion creciente en («, 5], ya que es el

1 ﬁ—a

I -
L P

como querfamos probar. O

Demostracion del Teorema 3.1. Si aplicamos el Lema 3.1 a la funcién g(z) = e(f(x)—az), teniendo

en cuenta que e( f (n)) = e(f(n) —an) y sustituyendo x — [z] por su desarrollo en serie de Fourier,

1 1 nT
2 = 377 2umezZ—{0} —n > DOS queda:

b b
/ e —ax)dr + / 2mi(z — |z])(f (2) — a)e(f(x) — ax) dz

_ /”e )~ ) de + i /ab(f’(x)—a)e(f(x)—aw) dx

—a)e(f(z) — az) dx

neZ\{0}

:/ ¢(f(z) —az)de — ¥ / e(f(x) — (@ —n)z) dz + O(1).

neZ\{0}

Ahora, renombrando n como —n y usando la expresion de I, definida en el Lema 3.2, tenemos

b
| 3 0@) = @)els(a) = (@ + na) do + O(1)

nez\{0} ¢

b
:/e(f(:):)—ax)dx—i— Z %In—i-O(l)

nEZ\{O}

:/b (f(z) — az) dz + Z 1 +Z - Z %n+0(1)-

n=-—00 n=F—a+1

b
> elfm) = [ e(f@) - aw)do+
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A continuacion, controlamos la siguiente expresion, para lo que aplicamos el Lema 3.2,

—1 1 o0 1 1 —1 ﬁ /B_a
71” *In < -
n;m’”‘ H_nzﬁz:aﬂn’ | i nzzw|n(ﬁ—a—n)|+n ;:Ml\n(ﬁ—a—n)\
1 < 8-
<—| > - + Z
T n=-—00 n(ﬁ_a_n) n=f—a+1 _a_n)
1 [ < 1 1 > 1 1
_; nz_:oon_(ﬁ_a)_n+n 523—04-&-1 _(/8_04)_5

Ambos sumatorios nos dan un comportamiento asintotico del orden O(log(ﬁ - a)), porque las
sumas parciales de la serie armoénica divergen logaritmicamente.

Obsérvese que, integrando por partes I,,, se tiene que I, = n f; e(f(x) — (a+ n):n) dr + O(1).
Entonces,

> els) = [ et o WZ[/ #) =) de] +0(log(3 - )

n=a

_Z/ — (a+n)z) dz + O(log(8 — a))
_Z/ ) —nx) dz + O(log(8 — a)),

como querfamos probar. O

Demostracion del Teorema 3.2. Con el fin de aplicar el Teorema 3.1, tomamos « y [ ntmeros
enteros, tales que

5 € (mis (/). mix (F@) +1] v a€min (f@) -1 min (7))

z€[a,b) z€a,b]

y, por el Teorema del Valor Medio a f’, se tiene que

B—a< méx{f(z)} - ;gi{;ﬁf’(a’)} +2< ()b —a) +2 < pra(b—a) +2.

z€[a,b]

Podemos aplicar ahora la descomposiciéon de la suma oscilatoria Zzza e( f (n)) dada en el Teo-
rema 3.1, teniendo en cuenta que, por un lado, el término principal que depende de la suma de
integrales oscilatorias, cuyas integrales pueden ser acotadas gracias al Segundo Lema de Van der
Corput (Lema 1.2), tomando g(z) = f(z) — nx, entonces

b 42 -
‘/ e(g(x)) da| < Noria Y2 para |g"] > A > 0.
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Por otro lado, el término de error O(log(8 — «)) depende de la longitud efectiva de 8 — a que,
gracias a las condiciones del Teorema 3.1, sabemos que es grande y, sustituyendo la cota vista
anteriormente en el error, nos queda

O(log(B — a)) = O(log(pura(b — a) + 2)).

Juntando ambas partes,

S (s ZO 22+ 0(log(8 — ) = O(u(b — a) Ay + 205, + log(uda(b — a) + 2).

n=a

Como A9 < 1 se tiene que log(ura(b —a) +2) < u(b — a))\l/2 + 27, /2 bor lo tanto

Ze(f(n)) :O(u(b—a))\l/z—i-)\_l/Q) O

A continuacioén, nos dedicaremos a probar el Teorema 3.3. Para ello, necesitamos el siguiente
resultado,

Lema 3.3. Para cualquier nimero complejo e(f(n)) tenemos

2
< <1+béa> > ( —g') Y. elfntaq) - f(n)

lgl<@ a<n, n+q<b

donde Q) es cualquier integrando positivo.

Demostracion. Vamos a considerar S = Zzza e(f(n)). Fijando e(f(n)) =0 si n ¢ (a,b), obtene-
mos:

(3.1) S= > e(fn)=> e(f(n)=> e(f(n+q)

a<n<b n n

para cualquier ¢ € Z. Resumiendo esto sobre ¢ con 0 < ¢ < @, tenemos

QS = Z Z f(n+q))

a—Q+1<n<b0<¢g<Q

Tomando la desigualdad de Cauchy,

Q*S* < (b—a+Q) Z( > e(fn+9) \2=<b—a+cz> Y e(fn+a) = fin+q))

n  0<¢<Q 0<q1,92<Q
=(b-a+Q) > (Q—la)> e(f(n+4q) - f(n))
lg|<@ n

y, despejando, obtenemos lo que queriamos. O
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Demostracion del Teorema 3.3. Tomando ) = L/\;1/3J en la desigualdad del Lema 3.3. La parte

entera no es relevante para las estimaciones porque %)\g 1/3 <Q <Ay 1/3 s bastante inmediato.

Ademas, vemos que si )\3?1/3 > b — a, podemos elegir Q = b — a. En este caso, la desigualdad
nos da una estimacion trivial de O(b—a) para S dada en (3.1), lo que significa que el resultado del
Teorema 3.3 no aporta informacién nueva.

Por lo tanto, supondremos que )\;1/3 < b—a, de forma que 1+% = O()\é/3(b—a)). Sustituyendo
en la desigualdad del Lema 3.3, obtenemos:

SE=0 (N b-a) > | > efn+a) - )

4I<Q  a<n.n+q<b
Si separamos la contribucién del caso ¢ = 0 y usamos la simetria ¢ <> —g, nos lleva a la
estimacion:
Q
(32)  ISP= O(Aé/?’(b—aﬁ FNPe-aY | Y efnta) - f(n))D-

q=1 n,n+q€la,b]

Gracias al Teorema del Valor Medio, gAs < |f”(z + q) — f"(x)] < ug)s, y podemos aplicar el
Teorema 3.2 para finalizar la demostracion.

Por un lado, se tiene que 3, 4 ocrpp €(f(n+q) — f(n)) = O(u(b - a)ql/Z)\zl))/Q n q_1/2)\§1/2),
luego, S0, [O(u(b — a)g /22”4 ¢~ /205 2| = O(u(b — a) + 25 *%).

Sustituyendo esto en la expresion (3.2) y operando, llegamos a

> e(f(m) = 0(u (b —a)ry"® + (b —a)2257),

como queriamos. L]

Para concluir este capitulo, vamos a experimentar con los teoremas dados considerando como

ejemplo sumas oscilatorias del tipo
2N 5

n
Sy = e(—)
N Z N
n—=
con ¢ > 0 fijado y N grande. La estimacion trivial es Sy = O(N) ya que |Sy| es menor o igual que
el niimero de términos en la suma.

N—5/2
4

Tomando el ejemplo § = %, y aplicando el Teorema 3.2 obtenemos los valores Ao =
W= 273/2 de forma que la cota nos queda

2N n1/2
> e(F) = O 4 N,
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Como O(N®/*) es mayor que O(N), el Teorema 3.2 no es util en este caso. Analogamente § = %,
nos queda el mismo resultado.

Calcularemos ahora el intervalo de valores de § para los que el resultado es no trivial. Para ello
acotando |f”(x)| en [N,2N] podemos tomar Ay = |6(6 — 1)|N°~3 y = 2972y el Teorema 3.2 nos
da que

Sy = O(N(é—l)/2 + ]\7(3—5)/2)7

ademés, el teorema nos proporciona una cota mejor si y solo si 1 < § < 3.

Sin embargo, con § = %, en el Teorema 3.3 obtenemos las constantes A3 = I%N*U2 vV = 21/2,

de forma que la cota nos queda Sy = O(N'1/12 4 N7/12) y este valor si es mejor que la estimacion
trivial O(N).

Se deduce que el Teorema 3.2 no es eficaz cuando la grafica de f presenta una curvatura muy
baja o extremadamente alta. El segundo caso es intuitivo, ya que f(n) puede tomar muchos valo-
res enteros, lo que reduce la oscilacion de e(f(n)). Sin embargo, en esta situacién atun es posible
obtener estimaciones titiles mediante el Teorema 3.3. Por otro lado, el primer caso es menos eviden-
te, y en tales circunstancias la aplicacién directa del Teorema 3.1 puede proporcionar mejores cotas.

El caso particular § = 1 es singular, ya que el Teorema 3.2 no se puede emplear debido a que
f"” = 0. No obstante, al analizar la suma de una progresién geométrica, se obtiene que Sy = 1,
lo que implica que Sy = O(1). Vamos a obtener el resultado 6ptimo a partir del Teorema 3.1,
podemos aplicar dicho teorema gracias a que en su demostracién, en realidad no se ha empleado
f" # 0, sblo la monotonia de f’. Tomando o = 0 y 3 = 2, determinamos el intervalo en el que esta
acotada f’ y el teorema da que

Sy = ;/;Ne(; - nx) dz + O(log(2)) = O(1).



CAPITULO 4

Algunos aspectos geométricos

Para este capitulo, consideraremos el siguiente conjunto de puntos asociado a una suma trigo-
nométrica:

P(N) = {(R(Sn), S(Sm))}o_,  con Sm=_ e(f(n).

n=1

Es decir, dibujamos los niimeros complejos S, Sa, ..., Sy de la manera habitual como puntos
en el plano. Uno podria esperar que si la funcién crece suficientemente se obtiene una nube de
puntos cadtica que no sigue ningin patrén. Sin embargo, hay funciones para las cuales aparecen
figuras geométricas sorprendentes como las espirales.

Ejemplo 1. Como primer ejemplo, veremos f(x) = 2%/2 (ver figura 4.1). Es un modelo simple
que nos permitird comprender en qué momentos aparecen los centros de las espirales. Observamos
que, en las proximidades de estos centros, la sucesion S, experimenta variaciones minimas, lo que
implica que S,,_x ~ S, para algin valor pequeno de k. Cuanto menor sea k, menor seré la varia-
cion de Sy, lo que sugiere que nos encontramos mas cerca del centro. Dado que la diferencia entre
términos consecutivos es |Sy, — Sy—1] = 1, el caso k = 1 puede descartarse, pues no permitiria una
reduccion suficiente de la variacidén. Por lo tanto, consideraremos el caso k& = 2 como una mejor
aproximaciéon para la localizacién de los centros.

Si Sy,_2 &~ S,,, entonces

m m—2
S — Sm—2 = Ze(f(n)) — Z e(f(n)) =e(f(m—1)) +e(f(m)) =0,
n=1 n=1

lo que implica que e(f(m)) & —e( (m— 1)) y, dividiendo a ambos lados por e(f(m—l)), obtenemos
que e (f(m)— f(m —1)) ~ e (24H) con n € Z. Por lo tanto

2n—|—1_ 1

= 7.
5 n+2, n e

f(m) = f(m —1) =

Sustituyendo en f(z), y usando que si m # 0 entonces m — 1 = m(1 —m™"), se tiene que m3/? —

(m—1)32~n+ % y por tanto,

1
m3/2(1 —(1 —m_1)3/2) ~ntg, con ne Z.
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Por otro lado, sustituyendo en la serie de Taylor de la funcién g(z) = 1 — (1 —z)3/2, obtenemos
que para m grande, el término dominante es %ml/ 2 por lo que podemos aproximar la igualdad
original por %ml/Q ~n+ 5 lo que implica que

~4(+1)2 €z
m~g(nt+g), con n )

La condicién S,,—2 =~ S, indica que en torno a estos indices m, los cambios en la suma parcial
son muy pequenos. Esto implica que S, v Sp,—1 estdn muy préoximos y por ello, el punto medio

%(S +Sm—1) resulta una buena aproximacion del centro de la espiral en esa region de la trayectoria.

2
La formula m =~ % (n + %) permite, para cada n, dentro del rango adecuado, calcular un indice

m en el cual se espera que el cambio S, sea minimo, es decir, que estemos cerca de un centro de
espiral.

Al tomar el conjunto de puntos de S, con m cercano a estos valores y resaltarlos en la gréfica
de P(2500), podemos observar que estos puntos se agrupan en las zonas centrales de las espirales,
validando la aproximaciéon obtenida mediante el analisis de Taylor.

" \e
: gﬂg?;

. N%;y

. l

. w

20

Im(S,,)

0 20 40 60 80 100
Re(S,)

Figura 4.1: f(x) = /2 con los centros de las espirales destacados.

. . . _to

Ejemplo 2. Como segundo ejemplo, consideraremos el caso f(r) = 5% logx y nos centraremos
en los casos con ty pequeno. El caso con ty grande es importante en teoria de nimeros en relaciéon
con la funcién ¢ de Riemann, y aparecera en el siguiente capitulo.

Para tg = 3, su grafica se aproxima muy bien con la espiral equiangular o logaritmica dada por la

siguiente ecuacién en coordenadas polares r = ae?/3 donde a = —= exp (% arctan 3). Superponiendo

V10

ambas graficas,



25

P(480)

50 — — —Espiral Equiangular
0
|

-50

m(S,.)
~

-100 4

-150 ~ S

-50 0 50 100 150 200 250
Re(S,,)

Figura 4.2

El siguiente resultado muestra la aproximacién por la espiral equiangular dada.

Lema 4.1. Dada f(z) = £ logz, entonces

Sm = /1 e(f(z)) dz + O(1).

. (arctanto+0)/to
Ademds, se tiene que Sy, = re'® + O(1) donde 0 = tglog(m) — arctanty y r = ¢

t2+1

Demostracion. Observése que estamos en las hipotesis del Teorema 3.1 del capitulo anterior, ya
que f € C%([1,m]) y 0 < f’ < 2, por tanto

m 2 m
S = Zle(f(n)) = Zo/l e(f(z) — nz) dz + O(log?2)

:/ e(f(z)) dzx +/ e(f(z) —z)dz + / e(f(z) —2z)dz + O(1).
1 1 1
Gracias al primer lema de Van der Corput (Lema 1.1), podemos acotar las dos ultimas integrales

de forma que

2

T n

< , donde |f'(x)—n|> D, >0.

‘/Ime(f(x) — nz) dv

Luego, i, e(f(n)) = [[" e(f(z)) dz + O(1).

m“0+1 _ _m i(to Inm—arctan tp)
ito+1 t2+1

Por otro lado, evaluando la integral, queda flm e( f (;U)) dr =

m

Asi pues, la relacion entre el médulo r = —Z
1241

y el argumento 6 = toInm — arctan(tg) es

arctan tg
N e et

Vg +1

que es, precisamente, la ecuacién de una espiral equiangular. ]
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Ejemplo 3. Ahora vamos a ver otro ejemplo, f(z) = 77 '\/x/2, en el que también sale una
unica espiral, pero en vez de ser equiangular es una espiral de Arquimedes, es decir, el radio crece
proporcionalmente con el angulo en vez de exponencialmente. En la siguiente grafica se muestra
que es muy similar a la espiral (¢sent + cost — 3/2, —tcost + sent) con 1 < ¢ < 1/1000.

P(500)
— — —Espiral de Arquimedes

Im(S,)

-20

-30

Figura 4.3

De nuevo, veamos la aproximacion por esta espiral.

Lema 4.2. Sea f(z) = 7~ 1\/x/2, entonces
S = VP (1 = iv/2m) — V(1 — iv/2) + O(1).
Demostracion. Aplicando el Teorema 3.1 cona =1, b=m, a =0y = 2 se tiene que
2 m 1 T m.o
Sm = Z/ e \/7—7195 dx + O(log2) = / e’md:v+0(1)
n=0"1 w2 1
— VP (1 —iv2m) — eV2(1 —iv2) + O(1). 0
Utilizando la formula de Euler e = cosf + isin 6, se llega a la siguiente forma:

S = [COS(\/%) + \/%sin(\/%)} + i[sin(\/%) — V2mcos(vV2m)] + O(1).

Por tanto, sustituyendo ¢ = v/2m, obtenemos la espiral que queriamos salvo por el 3/2 que, es
pequeno en comparacioén con los términos multiplicados por .

Ejemplo 4. Como tltimo ejemplo, tomemos f(z) = 2(x/3)%/? que solo difiere del ejemplo
inicial en una constante, sin embargo el aspecto de la figura es més simple. Veamos ambas figuras
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0 20 40 60 80 100 40 60 80 100 120 140 160
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(a) f(x) = 3/ con los centros de las espirales (b) f(x) = 2(x/3)>/? con los centros de las espi-
destacados. rales destacados.

Figura 4.4

Segtin el Teorema 3.1, y aplicando el cambio de variable 2 = n’t, la suma oscilatoria S,, se
aproxima por

m m/n?

Z / e(f(z) —nx)de = Z n2/ . e(ng(f(t)—t))dt.
1<n<14y/m3 1<n<iby/ma "

Obsérvese que podemos omitir la integral en n = 0, ya que es de orden O(1) por el primer
Lema de van der Corput (Lema 1.1). Como f(¢) — ¢ tiene un tnico punto critico en t = 3, que
se encuentra en el intervalo de integracion para n < y/m/3, los resultados vistos en el Capitulo 2
permiten asumir que los términos en los extremos son de orden inferior y, como consecuencia, se
puede reemplazar la ltima integral por [*_a(t) e(n(f(t) —t)) dt, donde a € C§° es una funcién
de soporte compacto que vale 1 en un entorno del punto critico (por ejemplo, en (2,4)). Asi, se
llega a la aproximacion:

A1) S~ Z /_ 3fH)— ) dt  con aeC5 alpyls) =1

1<n<

Para mas detalles sobre esta aproximacion ver [10, §3.3] o [9, Th. 8.16].

Aplicando ahora el Teorema 2.2 (Principio de la fase estacionaria) con A = n y k =1 a la
integral en (4.1)

[ attetut(se) - ar - LEALUE Z5)

—00 \/m

= VB(1+ i 2e(—n) + O(n~").

ao(3) + O(n=?)

Sustituyendo en (4.1), obtenemos

SIS Z / (ft)—t)dt= > <\/§(1 +i)nt/? 4+ O(n_5/2)> .

1<n< 1<n<(y/m/3
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1/2 _

Para simplificar esta tltima expresion, observemos que del Lema 3.1 se deduce que 27]1\[:1 n
%N?’/z + O(N'/2). Por tanto,

Smr Y (\/5(1 +i)nt? 4 O(n‘5/2)) = 2(1\;5@(7;)3/4 +O0(m'").
1<n<y/m/3 ’

Esto implica que, para m grande, Sy, esta en la direcciéon de 1+1, que en coordenadas representa

el vector (1,1). Luego la direccion de los puntos P(N) es la misma que la de la recta y = = que se

. . L. 3/4
extiende desde el valor minimo, x = 35%, hasta el valor maximo z = 2;)}{ -

En cuanto a la localizacion de los centros de las espirales, realizando un proceso analogo al que
hicimos en el Ejemplo 1, tenemos que para la funcion f(z) = 2(z/3)%/? se verifica

m 3/2 1
2(3) (1—(1—m_1)3/2)%n—|—§ con n€Z,

y despejando, obtenemos que para m grande,

~ 3 +12 +1<\/N
m=3(n > con n 5 < 3

. . . 3/2
Por tanto, los centros de las espirales, estan proximos a los puntos (o, o) con a = ) /2,

(n+3

Sl



CAPITULO 5

Dos aplicaciones relacionadas con la
aritmética

En ese capitulo estudiaremos dos aplicaciones de las sumas oscilatorias que tienen interés en
teoria de niimeros.

Aplicacién 1. La hipotesis de Lindel6f. Consideramos acotaciones del tipo

1
1)
S(t)=0(t) para S(t) = Z e oD t € R>a.
1<n<t
La llamada hipdtesis de Lindeldf afirma que esta acotacién se cumple para cualquier § > 0.
Lo mejor que se conoce a dia de hoy [1] es que es valida para § > 13/84 pero en este capitulo,

probaremos que se cumple para 6 > 1/6.

La funciéon ¢ de Riemann, definida en el plano complejo, desempena un papel crucial en la
teoria de nameros al estudiar la distribucion de los ntimeros primos. La hipotesis de Riemann, esta
estrechamente vinculada a la precisién en la estimaciéon del conteo de primos. Es posible demostrar
que ((1/2 + it) se aproxima adecuadamente por S(t), esta aproximacion esta relacionada con los
resultados expuestos en [8, Th. 1.8|. Utilizando este resultado junto con técnicas avanzadas de ana-
lisis complejo se puede deducir que, si la hipdtesis de Lindelof fuera falsa, la hipdtesis de Riemann
también lo seria [14, §14.2|. Esta implicacion sugiere que, en ese caso, la distribucion de los primos
seria més irregular y cadtica de lo que se espera en el contexto clésico.

Por otro lado, la hipétesis de Lindelof implica que la separacién entre niimeros primos conse-
cutivos esta limitada, concretamente

Pnt1 — pn = O(p9) para todo o > 1/2,

donde p,, denota el enésimo ntmero primo. Este resultado refuerza la idea de que existe una es-
tructura regulada en la distribucién de los primos, en contraste con un comportamiento que podria
ser mas caobtico.

Para obtener la prueba de la cota de S(t), necesitamos unos resultados previos.

29
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Lema 5.1. Si se cumple Z%:N n~ V2=t = O(t'/%) para M < min(2N,t), entonces
S(t) = O(t°)  para todo § > 1/6.
Demostracion. Tomamos n € N tal que 2/ < t/n < 271 por tanto n € [2777,277¢) y podemos

escribir [1,4) NZ = Ug<j<iog, ¢ ([2_j_1t, 277t)N Z). Veremos ahora la cota para la suma S(¢) dada

en el enunciado. Si dividimos la suma en los intervalos que acabamos de definir, obtenemos

logy t
S(t) =Y S;(t) con S;(t)= ) /2t
J=0 ne[2=I9—1¢,2-9t)NZ

Por hipotesis, para M < min(2N,t) se tiene ZnM:N n~1/2=i = O(t'/6). Si tomamos N = 277~1¢
y M = 2771, entonces S;(t) = O(t'/6). Luego, al juntar todas las sumas, se obtiene S(t) =
Z;O:ggt S;(t) = O(t'/%1og, t). Finalmente, dado que para cualquier exponente § > % se cumple que
logyt = O(t‘sfl/ﬁ), se concluye que t/6 logy t = O(t5) para todo § > %. Por lo tanto, se deduce
que S(t) = O(t°). O

Lema 5.2. Sea {a,}!.; una lista de miimeros complejos y Sy, = > p_x ax. Se cumple que

)Za”

\f NEWEN Ky Sl

Demostracion. En primer lugar, recordamos que la féormula de sumacion por partes (Fdrmula de
Abel) para dos sucesiones {a,}, {b,} es

M M-1
> anbn = Subyr = Y Sp(bnt1 — bn).
n=N n=N

Si tomamos b, = y aplicamos dicha férmula, obtenemos

1
VR

M 1 1 N 1 1 S
> Sy Z (- n>:ZNS”<\/ﬁ_m)+¢M'

:N n=

Tomando el valor absoluto y aplicando la desigualdad triangular, nos queda:

M an 1 1 S
|2 = Z R - s+ [

_ 1
Vvn o VnHl
Ademés, para n € [N, M], se tiene |Sn| < méxn<g<ns |Sk|. Sustituyendo en lo anterior, tenemos:

eeiin L e ooty - [ U S
La sucesion N estrictamente decreciente para n > 1, por lo que ‘ NG m‘ =

M

méx |Sk| + max |Sk]
<

n| o L ( LI )= EN O
_\/MN_k_ N<k<M VN VM \/>N<k<M k

>
n=N

$is
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Teorema 5.1. Se cumple S(t) = O(t%) para cualquier § > 1/6.

Demostracion. Consideramos la funcion f(z) = “;grm en el intervalo [N, M] con N,M € Z*t y
M < 2N < t. Distinguimos dos casos.

Si N > t?/3 aplicamos el Teorema 3.2 con Ay = ﬁ y p = 4, resultando

M
N7V2N " e(f(n)) = N"20 (t1/2 + t{;) = O(N~1241/2 4 N2712) = O(#1/9).
n=N

Si N < t2/3 usamos el Teorema 3.3 con \3 = &r% y pu = 8 para obtener

12M 1/2 t1/6 12 N2 1/6 1/2,-1/6 1/6
N2 e(f(n)) = N7V O(NW+N/ e ) = O(t® + NV21/0%) = 01/9),
n=N
Tomando ahora a, = e (—“g#) =nty S, =1 ye (“gﬁk), acabamos de ver que

N*1/2@ = O(tl/G) y, por el Lema 5.2, se tiene que

M M

=N = 0@,
2 v = & = 00
Finalmente, el Lema 5.1 nos da que S(t) = O(t%) para 6§ > 1/6. O

Aplicaciéon 2. El problema del circulo. Este es un problema clasico que tiene sus origenes
en el trabajo de Gauss. La cantidad de formas en que un nimero puede escribirse como suma de
dos cuadrados enteros es cadtica. Para estudiar el comportamiento promedio de esta funcion, se
analiza cuantos puntos con coordenadas enteras se encuentran dentro de un circulo de radio R, ya
que cada representacién de un ntiimero N < R? como suma de dos cuadrados corresponde a una
solucion entera de la ecuaciéon 22 +y? = N, es decir, un punto dentro de dicho circulo. Es evidente
que para valores grandes de R, esta cantidad C'(R) deberia aproximarse al area del circulo. El
llamado problema del circulo busca determinar cudnto se puede reducir el término de error en esta
aproximacion.

Teorema 5.2. Dado un circulo de radio R centrado en el origen, el nimero C(R) de puntos de
coordenadas enteras (m,n) que se encuentran en dicho circulo estd dado por

C(R) = mR? —I-O(R2/3) donde C(R) = {(m,n) € Z* : m*> +n® < R*}.

En nuestra demostracion, consideraremos tinicamente radios de la forma R = Nv/2 con N € Z7,
con el fin de simplificar la exposicion, ya que el caso general se maneja de forma similar.

Para nuestro objetivo, necesitamos unas desigualdades de analisis. Comenzamos con la siguiente
definicién.
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Definicion 5.1. Dado M € Z~1 se definen los polinomios trigonométricos de Beurling B]J\r/[ y By,
como

1 M-1 M-1
Bi(z) = 5+ > fi(k/M) cos(2mka) + > fo(k/M) sen(2rkz)
k=1 k=1

con fi(z) =1—2y folx) = (z — 1) cot(mx) — 7 L.

Proposicién 5.1 (Lema de Vaaler ([10])). Sean By, y By, los polinomios trigonométricos de
Beurling, se tiene que

M
By, (z) SM%—E < Bi;(z) para x € [0, 1).

Lema 5.3. Sean B;& y By, los polinomios trigonométricos de Beurling, entonces

M—-1

(5.1) Bi@)= Y

— 1
k=—(M—1)

ate(kx) con af = :t§

y |k aﬂ < CM, para cierta constante C.

Demostracion. Las formulas de Euler cost = (e +e~ ) y sent = o (e’ —e~), permiten reescribir
B3, como en (5.1), donde los coeficientes af son combinaciones lineales de fi(xx) v fa(zx) con
xr, = k/M. Por tanto, existe una constante C; > 0 tal que

i | < Cr(fu(zn)| + | fa(an)]) & lorai| < Cr(lenfi(za)| + |zxfo(zp)])-

De esta forma, para demostrar que ]a:kaﬂ estd uniformemente acotado, es suficiente ver que las
funciones zx f1(zr) v xpfo(xr) lo estan para xx = k/M con 0 # |k| < M, lo que implica acotar
zfi(x) y zfa(z) para 0 < x < 1.

Por un lado, zfi(z) = z — 2 es una funcién continua en [0, 1] y, por tanto acotada. Por otro,

zfo(x) = x(x — 1) cot(mx) — £ es una funcion continua en (0, 1). Analizando su comportamiento en
los extremos del intervalo (0, 1), obtenemos lim, ¢ z fo(x) = 0 y lim, 1 z fo(x) = —%. Extendiendo
x fao(x) por los limites anteriores al intervalo [0, 1], se obtiene una funcién continua y, por tanto, de
nuevo acotada.

Entonces, |xkaf] < C con C independiente de k y M. O

Lema 5.4. Dada 1(z) = — |2 — 3, entonces

N ON +1 M711 N
‘n;Nw(\/RQ—nQ)‘S — +2C;k‘n;Ne(k\/R2—n2)’.

Ademds,
N

Z e(kV R? —n?) = O(R1/2k1/2).

n=—N
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Demostracion. Como |z | = 0 para todo x en [0, 1), entonces ¥ (z) =z — % y la Proposicion 5.1 da
que
By (z) < My(z) < By (),

la 1—periodicidad de las funciones Bjj\f[ y ¥(z) garantiza las desigualdades en todo R. Tomando
=V R?—n? paracadan con —N <n < N, se tiene:

By, (VR = n?) < Ms(v/RE = n2) < Bl (VR2 = n2),

y, en consecuencia

N N N
> By(VRE =) <M Y (VR —n?) < Y B (VR —n?)
n=—N n=—N n=—N
por tanto,
N
1
(5.2) nZ_N¢(\/R2—n2) < Mmax{‘ Z By, —n2 ) ) Z B, (VR )‘}
Por (5.1) se tiene que Bi,(vVRZ — n?) = 2/[_ I(M K afe(k(v'R? —n?)), entonces
N N M—-1 M-1
Z Bi(VR?—n?) = Z akie(k:( R? — n2)> = Z Z ( (VR? — n2)>
n=—N n=—N k=—(M-1) k:—(M—l) n=—N

Dividiendo la suma en dos partes, k =0y 1 <k < M — 1, y por el Lema 5.3, se deduce:

N

Z e(kv R? — n?)

n=—

M-1
2N + 1 20M
s Pl T

N
Y Bu(VR?—n?)| <
n=—N

k=1
y sustituyendo en (5.2) queda,

N

Z e(kv/ R? —n?)

n=—N

2N+1 1
VR?2—n?)| < QCZk

Finalmente, aplicando el Teorema 3.2 a la funciéon f(z) = kv R? — 22 con \y = % you =

%’ y teniendo en cuenta que N = O(R), se tiene que

N k 1/2 k —1/2 R1/2
> e(kVR2—n?)=0|N <R> + <R> =0 RY2KY? 4 vl O(RY?k1/?),
O

n=—N

Demostracion del Teorema 5.2. Comenzaremos probando que el niimero de puntos enteros dentro
del circulo de radio R dado por la siguiente figura, puede escribirse como:
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C(R) =4S; — 4S5 +4N? — 1
donde S; = Zflv:fN (\/R2 —n2 — N)

Sy = ZQ;,N ¢ (VR? —n?).

Para ello, observamos que el cuadrado centrado en el origen de lado 2N + 1, con N tal que
N < R < N +1, contiene un total de (2N + 1) puntos enteros. Por simetria, el niimero de puntos
que estan dentro del circulo pero fuera del cuadrado puede expresarse en términos de una suma
sobre las filas n € [N, N]. Para cada n, el niimero de valores enteros m tales que m? + n? < R?

estd dado por
#{mEZ:m2§R2—n2}:2{\/R2—n2J +1.

En comparacion, el cuadrado tiene 2N + 1 puntos por fila. Entonces, para cada n, la diferencia
de puntos entre el circulo y el cuadrado es 2 ( {\/ R? — nZJ - N ) Sumando esta diferencia para

n = —N a N, y multiplicando por 2 (por simetria en m), se obtiene:
N
(5.3) C(R)=(@2N+12+4 Y ([ Rz—nZJ —N).
n=—N

Ahora, usando la funcion ¢(z) =z — |z| — % y sumando en n, se obtiene:

> (V] -x) = 3 (Vo) - 3 v (V) - 2

2
n=—N n=—N n=—N

donde Sy = SN (\/32 ey N) v S =N o (\/32 - n2), v sustituyendo en (5.3)

se tiene que

2N +1

C(R)=(2N+1)2+4<S1—S2— ):451—452+4N2—1.

Para terminar, demostraremos que S; = ”TRZ ~N2+0(1)y Sy = O(R2/3).

En primer lugar, aplicando el Lema 3.1 y el Segundo Teorema de Valor Medio para integrales a

g(x) = VR? — 22 — M, obtenemos
N 0
so= o6+ (o) (@) do = / (9@) + g (@)0(a) da

0 7TR2
= Q/Ng(a:)dx+0(1):4—N2+O(1).
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Por otro lado, para obtener Sy, aplicaremos el Lema 5.4. Teniendo en cuenta que M € Zq se

puede escoger de forma arbitraria, tomamos M = LRI/ 3|. Con esta eleccion, se tiene que 2]2\7]\}1 =

O(R2S) y S S0y e(WRZ=17)| = O(RY2 [ 11/2) = O(RY2RYS) = O(RY).

Por tanto deducimos que Sy = O(R?/3), como queriamos probar.

Aplicando esto a la igualdad vista previamente para C(R),

2
OB =4 <7rf - N*+ 0(1)> —40(R*?) + 4N? — 1 = 7R? + O(R*®). 0
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