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Resumen

En este trabajo se discuten, analizan y demuestran diferentes propiedades fun-
damentales de las series de Eisenstein. Comenzando por estudiar su convergencia, se
procede a analizar su comportamiento bajo la accién del llamada grupo modular. Pos-
teriormente, se obtiene la expresion de las series en su forma de series de Fourier y
se discute la seleccién de un dominio fundamental apropiado para ellas. Finalmente
se congsideran como formas modulares y, mediante la formula de valencia, se clasifican
los espacios vectoriales correspondientes, obteniendo resultados sobre su dimensién.
Adicionalmente, en el tltimo capitulo, se usan todas las herramientas recopiladas para
estudiar el caso de peso 2, que constituye una excepcién respecto al resto de las series
de Eisenstein.

Abstract

This work discusses, analyzes, and proves several fundamental properties of Fisen-
stein series. It begins by analizing their convergence and then proceeds to study their
transformations under the modular group. Subsequently, it derives the Fourier series
expansions of Eisenstein series, and examines the choice of an appropriate fundamen-
tal domain. The series are then considered within the context of modular forms, and,
through the use of the valence formula, their corresponding vectorial spaces are con-
sidered, along with any results obtained from studying their dimension. Finally, in
the last chapter, all of the previously developed tools are applied to study the case of
weight 2, which differs from other Eisenstein series.
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CAPITULO 1
Definicién y propiedades basicas

El objetivo de este primer capitulo es presentar las series de Eisenstein y definir
y demostrar las propiedades y teoremas més bésicos que servirdn como base para
elaborar el resto del trabajo.

1.1. Las series de Eisenstein

SeaH ={z€ C : J(2) >0} y k € Z=o par. Las series de Eisenstein son funciones
G : H — C, definidas como

(1.1) Gr(z) = Z Z (mz+n)~".

(m,n)€Z2—{(0,0)}

El valor k se denomina peso de la serie. La razén por la cual no se consideran pesos no
enteros es que generarian cierta ambigiiedad debido a la naturaleza multivaluada de
la funcion raiz en los complejos. Adicionalmente, al considerar pesos enteros impares,
nos encontramos con que los términos dados por (—m, —n) se anulan al sumarse con
los términos dados por (m,n) simplemente sacando factor comin —1, lo que resulta
en que la serie sea la funcién constante 0.

Es habitual considerar también las series de Fisenstein normalizadas, denotadas por

1 1 1 1 1
mGk(z) con ((k)=-—F+ p+opt gt

1 2 3 4
A la funcion (k) se la conoce como zeta de Rieman, y jugard un papel mayor en
los capitulos posteriores.
Veamos primero por qué no se puede considerar el peso exactamente 2 de la misma
manera que el resto de pesos pares. Estudiemos la convergencia absoluta de la serie
en el caso particular z = 1.

Z Z |mi+n|72 = Z Z (m? +n?)~1.

(m,n)ez?—{ (m,n)€Z2—{(0,0)}

(12)  Eul) =

En lugar de considerar toda la serie, nos limitaremos a la contribucién de la zona
m? < n? < (2m)2. Podemos verla como 4 regiones que parten del origen. Centrémonos
en una dnica, por ejemplo, la del primer cuadrante.
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La regién comprende los puntos donde 0 < m < n < 2m. Fijado un valor de m, se
tienen exactamente m puntos validos con ese m. El médulo de cada uno de ellos sera
menor que el del mas alejado, es decir, menor que |2mi + 2m|. Asi pues, se puede
acotar la serie como:

2m—1

)DPINNLEERCEETD i SYCTRCHTEITD ) S

(m,n)€Z?—{(0,0)} m>1 n=m m>1 m>1

Lo que resulta es la conocida serie arménica, que es divergente. Por tanto no se
puede considerar el peso 2 como el resto de pesos pares enteros. Evidentemente, pesos
menores que 2 resultardn en una divergencia mayor, por lo que tampoco se podran
considerar.

Veamos ahora que si converge absolutamente para todo k par, con k > 2, es decir,

Z Z |mz 4+ n|727¢  converge Ve > 0.
(m,n)€22—{(0,0)}

Para ello, lo primero es considerar el siguiente resultado.
Lema 1.1. Sea z un punto de H. Entonces existe una constante C = C(z) >

0
tal que para todo (m,n) € Z* — {(0,0)} y € > 0, se cumple que |mz + n[2-1-9 <
C—l—e(m2 +"I’L2)_1_E.

Demostracion. Primero definimos la funcién de S = {(a,b) € R? : a®> + > = 1} a
R, f(a,b) = |az + b|>. Sea entonces C := ming, yes1{f(a,b)}. Como la funcion es
continua en la circunferencia unidad, que es compacta, alcanzara su minimo. Ademaés,
C > 0, pues si fuera 0 se tiene que z = %b € R, y por tanto z ¢ H.

Ahora consideremos la expresion para (m,n) # (0,0) tal que r = vn? + m?. Entonces
(a,b) = L(m,n) € STy |mz +n|? = r?|az + b]> > C(m?* + n?). Tomando la potencia
—1 — € se tiene que ]mz +n|272€ < O (m? + n?) e O

Teorema 1.2. Sea k € Z~o par. Se liene que, para todo z € H, la serie de Eisenstein
Gr(z)= Y. > (mz+n)*
(m,n)€Z2—{(0,0)}

converge absolutamente y define una funcidn holomorfa en H.

Demostracion. Por el Lema 1.1, para un z fijo en H existe una constante C' = C'(z) > 0
tal que

Z Z ‘mz_’_n‘—Q—Qe < Z Z o-1- e(m +n )

(m,n)€Z2—{(0,0)} (m,n)€Z2—{(0,0)}

Sea r = max{|m/, |n|} > 1. Entonces m? + n? > r? y (m? + n?)717¢ < r=27% Para
cada entero existen exactamente 8r puntos con ese méximo, de manera que

o> e mP et <o 2+2e =) 1+2€

(m,n)ez?—{(0,0)} r>1 r>1
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que converge siempre que € > 0, por lo que la serie converge absolutamente para dicho
z. 81 K C H es compacto, tomamos C' = min cg (4p)est [a2 + b|? > 0, garantizando
la convergencia uniforme en cada conjunto compacto K C H. Por el Teorema de
Weierstrass podemos concluir que Gg(z) con k > 2 es holomorfa en H. O

Veamos ahora algunas propiedades bésicas de las series. Entre otras, las simetrias
siguientes seran de gran utilidad lo largo del trabajo.

Lema 1.3. Las series de Eisenstein cumplen que

Gk(z + 1) = Gk(z) Y Gk(—l/z) = Zka(Z).
Demostracion.
Gr(z+1) = Z Z (mz+m+n)F = Z Z (mz +n')F = Gr(2).

(m,n)eZ2—{(0,0)} (m,n’)€Z2—{(0,0)}
Por otro lado, con argumentos similares se tiene
-1 —m -
G.[— ) = _
(3)-,. 22 (F)
(m,n)€Z2—{(0,0)}

(=D
= Z Z (m — zn) k(z—)k

(m,n)€Z2—{(0,0)}

= 2" Z Z (mz+n)"" = 2*Gp(2),

(m,n)€Z2—{(0,0)}

donde se realiza el cambio de (m,n) por (n,—m). O

1.2. Grupo SLy y acciones

Para R un anillo conmutativo con unidad se define el grupo (con la multiplicacion)
SLQ(R) = {’Y S M2><2(R) det = 1}

donde Mayx2(R) son las matrices 2 x 2 con elementos en R.
Se define una accion del grupo SLa(R) sobre H como

b
(1.3) H o — H donde vz = azt
z — vz cz+d

con = (Z Z) € SLy(R).

Al denominador de 7z, con la notaciéon anterior cz + d, se le denota j,(z). Veamos
algunas de las propiedades relevantes de estas acciones:

n [2=2.

= 1(722) = (1172)%-

» Si z € H, entonces yz € H.
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» Condicion de cociclo: jy,ys-(2) = Jy, (122) 40 (2).

Demostracion. La primera es immediata:

_1z+0

I
T 0+1

zZ.

Para la segunda consideramos
_ (@ by _ (a2 b _ (maz +bica aibs + bids
m cp di)’ 72 co do)’ 2 crag +dica ci1ba +dids )’

y se tiene que

b
agz + b2> | UEEB D (may+bieo)s + arby + bidy (7172)2
— - 1 '

oz + do ciagzteiby +d; - (Clag + dlcQ)z + e1by + dids

7(122) =M (
coz+ba

Veamos ahora qué ocurre con J(yz):

(20) o (Ephlet) g (s ebhok) it

Como ad — bc = 1, se tiene que, partiendo de H, la accién permanece en H.

Para la condicién de cociclo se tiene
‘ ‘ . [ a2z + by c1azz + c1b2
I (72Z)372 (Z> = Jm <02Z+d2> <C2Z + d2) = <02Z+b2 + dl) (022 + d2)
= (Cla2 + d102)2’ + ¢1by + didy = j’Yl’YQ(Z)'

O]

De la demostracion de la tercera propiedad se obtiene la siguiente identidad, que
serd util a lo largo del trabajo.
Corolario 1.4. Dado z € H y v € SL2(R), entonces S(vz) = ”;‘\S((ij))'fz
Teorema 1.5. Si una funcion f: H — C satisface f(v;z) = j,’jj(z)f(z) para j = 1,2
entonces también satisface f(vz) = j’j(z)f(z) para todo vy perteneciente al subgrupo
generado por y1 Y Ya2.

Demostracion. Basta comprobar la condiciéon para v = 192 v 7 L.

F((m2)2) = fOn(122) = 55, (v22) f (122) = 55, (122)55,2F (2) = 35,5, () f (2).

Entonces, si se cumple para dos elementos, se cumple para su producto.
Por otro lado:

F(2) = f((yv h)2) = fv(v 12) = 5 (v le) F(v e).

Como 1 = j,-1(z) = jy(v'2)j,-1(2), se tiene que f(y~'z) = j’;,l(z)f(z). Asi, la
propiedad vale también para las inversas y, por tanto, se cumplird para cualquier
elemento generado por v € (71, 72). O
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De cara a las series de Eisenstein, un grupo importante es SLy(Z), llamado grupo
modular. Veremos mas tarde que este grupo esta generado por las matrices:

11 0 —1
=) v o)

que representan una traslaciéon unidad y una inversiéon actuando sobre H. La primera
tiene orden infinito mientras que la segunda tiene orden 4, actuando S? como un
cambio de signo. Su efecto sobre una matriz es:

a b\ (—c —d nfa b\  fa+cn b+dn
S<c d>_<a b> Y T(c d>_< c d>'
Un resultado intermedio que necesitaremos para ver que son generadores es el siguien-
te.

Lema 1.6. Para todo v € SLao(Z) definida como en (1.3), se tiene que

1. Si ac # 0, entonces eligiendo un n € 7 adecuado el valor de min (|al, |c|) se
puede reducir premultiplicando por T™S o por T".

2. Siac=0, entonces v € (T,95).

Demostracion. Para el primer enunciado, obsérvese que min (|al,|c|) > 0. Entonces
consideramos dos posibles casos. Si |a| > |¢|, reducimos multiplicando por T". Este n
debe ser el entero mas proximo a —*, con lo que, aplicando el algoritmo de Euclides, se
tiene: a = qc+d’, con |a'| < |c|, donde q es el entero que produce el resto mas pequefio.
Entonces a — ¢qg = @’. Tomando n = —¢q , se tiene a + nc = d’, con |d’| < |c| < |al.

La nueva matriz resultante, 7™y, contard con un nuevo primer elemento a’, que por
construccion cumple que |a’| < |¢|. Por tanto, min (|a’],|¢|) < min (|al,|c[), de modo
que el valor minimo se ha reducido como se deseaba.

Por otro lado, si |a| < |¢|, se aplica S para intercambiar a y ¢ reduciendo al caso
anterior.

Para el segundo enunciado, se observa que no es posible que ambos sean 0 pues el
determinante de la matriz v seria 0. Si ¢ = 0, entonces ad = 1, luego a = é. Pero
como deben permanecer en los enteros, solo es posible que d = £1;a = £1. Entonces

lb_b_b . -1 b  o2—b
(0 1)—TI—T o bien (0 _1>—ST.

Sia =0, se tiene —bc = 1, luego ¢ = —%. Pero como deben permanecer en los enteros,
solo es posible que ¢ = +1;a = F1. Entonces

0 -1\ d ) 0 1\ _  opd
(1 d>_ST o bien <_1 d>_ ST,

En ambos casos se puede expresar v como producto de T y S, demostrando que
v e (T,S). O

El siguiente resultado muestra que todas las transformaciones del grupo modular
se pueden obtener componiendo T'y S.
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Teorema 1.7. SLy(Z) = (T, 5).

Demostracion. Primero observemos que, como Ty S pertenecen a SLy(Z), se tiene
que (T, S) C SLa(Z).

Sea v € SLa(Z). Si min ([al, |c[) = 0, entonces ac = 0, luego por el Lema 1.6 se tiene
v € (T,S). Si min (|al,|c|) > 0, entonces se reduce mediante el proceso explicado en
el Lema 1.6 hasta que queda expresado como un producto de 7" y S y un ultimo
factor con min (]a’|, ]c’]) = 0, que por el Lema 1.6 pertenece a (T,S5). Debido a las
caracteristicas del algoritmo de Euclides, esta reduccién se completa en un ntmero
finito de pasos. De esta manera, v puede escribirse como producto de potencias de T’
y S, es decir, v € (T, 5), por tanto SLy(Z) = (T, 5). O

Acabaremos el capitulo con otro lema auxiliar que nos serd de ayuda en el futuro.
Lema 1.8. Para todo v € SLa(Z) se tiene G(vz) = j5(2)Gy(2).

Demostracion. Por el Teorema 1.7 basta comprobarlo para los generadores Ty S.
Como Tz = z+ 1, entonces jpz =1y

Gu(Tz)= > > (mz+1)+n)"= >3 (mz+(m+n) " =GCil2),

(m,n)eZ?—{(0,0)} (m,n)eZ?—{(0,0)}

con la conveniente reorganizaciéon de m y n.

Por otro lado, para Sz = %1 se tiene que jg(z) = z y, manipulando la expresion de

manera similar, se tiene que

Gr(Sz) = Z Z <_;n —i—n) - = Z Z (—1)* (m —Z Zn)

(m,n)eZ?—{(0,0)} (m,n)eZ?—{(0,0)}
= 2FGi(2) = Js(Z)Gk(Z%

de nuevo, reorganizando adecuadamente m y n. O




CAPITULO 2
Desarrollo de Fourier

Durante este capitulo se discutiran expresiones alternativas de las series de Ei-
senstein. Con el fin de aligerar la notaciéon, y siguiendo una tradicion, definimos las
siguientes funciones:

— 2miw y ak(n) — de?

dln

donde w € Cy k,n € N. Con d|n se indican los divisores (positivos) de n.

2.1. Expresion en series de Fourier

A continuacién se proveen ciertos lemas que ayudaran a construir el desarrollo de
Fourier de las series de Eisenstein.

Lema 2.1. Para todo r € R — Z se cumple

sen?(7r) 9
Z r+n)2 T
neZ ron

Demostracion. Usaremos la funcién f(z) = me(—r) en [—3, 3] v su extension de pe-
riodo 1 en el resto. Obsérvese que |f(z)| = m. Calculando sus coeficientes de Fourier

se tiene:

= [ f@etnrts = [ e(-ut ryoyis = HFOEW) gt

_1 1
2 2

1
Ahora aplicamos la identidad de Parceval: [2, |f(z)|?dz =", oz |ca|? tal que
2

sen?(7r) 2 9 9

nel 2
]

Con vistas al desarrollo de Fourier de las series de Eisenstein, conviene estudiar
la funcion f(z) =, .5 (2 +n)~? y obtener una expresién més explicita de ella. Con
este fin se tiene lo siguiente.
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Lema 2.2. La serie ), ., ﬁ define una funcion holomorfa en C —Z que cumple
Z 1 _ —4me()
2 G (o)

Demostracion. Veamos primero la holomorfia. Para cada n € Z, f,,(z) = (2 +n) "2 es
holomorfa en C — Z. Ahora, para un compacto K C C — Z, se tiene que existe M > 0
tal que |z| < M para todo z € K. Entonces para |n| > 2M se tiene que |z + n| >
In|—|z| > %, porlo que >, ., W <43, ¢z -z, de manera que se da convergencia
absoluta y uniforme de la serie en los compactos. Como se tiene convergencia absoluta
y uniforme en los compactos de C —Z y cada f,(z) es holomorfa en C — {—n}, por el
Teorema de Weierstrass, la funcion f(z) = ), o fu(z) es holomorfa en C — Z.

Por la férmula de Euler, podemos escribir:
(e(x) -1 _ (1

—e(2))?
sen’(mz) = —e(—2) : =— 46(2))) .

Nuestro siguiente objetivo es aplicar el lema anterior, cuyas conclusiones solo abarcan

los reales no enteros, a nuestro caso. Podemos extenderlo mediante la introducciéon de
j) que es holomorfa en C — Z, y f(r) = g(r) = —1 para

2
seng(ﬂ'z (r+n)
todo r € R — Z. Por extension analitica, f(z) = g(z), por lo que

la funcién g(z) =

1 B 7r2 B _47'('26(2) . B
7% (Z+n)2 - sen2(ﬂ-z) - (1 — 6(2’))2’ Vz e C—-Z.

O

Este resultado permite obtener en H una expresion de la serie anterior en términos
de la funcién exponencial.

Lema 2.3. Para z € H se verifica

1 [e.e]
Z [CEEDE = —4r? Z_:l ne(nz).

neZ
., _ 9 Cx . L.
Demostracion. Como |e(z)| = e 2™5() < 1 en H, podemos usar la serie geométrica
S 1 = -1 Derivando en la expresion respecto a r y sustituyendo 7 = e(2), se
n=0r" — 1—p" p P y Y - )

tiene que W =3  n(e(z))" L. Entonces:

—724e(z)

Ao = 4 e@) 2 nle()" ™" = —4n’ ;ne(nz), V2 € H.

n=1

O

Con esto estamos listos para obtener la expresion en forma de series de Fourier de
las series de Eisenstein.
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Proposicion 2.4. Para cada k > 2 par y z € H se tiene

o0 [e.9]

2
Z Z mz+n - ik Zakl ),

m= 1n——m>

Y, en consecuencia,

Gr(z) = 2¢(k) + 27” ZO'k 1

'n 1

Demostracion. Partiendo del Lema 2.3 podemos escribir
Z e 4—171 (27i) Z ne(nz)
nez n=1
Derivando k£ — 2 veces a ambos lados, obtenemos
1
— (=1)* k=1,
(k—1D(-1) 7% B (271) Zn (nz).

Sustituyendo z por mz, recordando que k es par y tomando sumatorios, se tiene:

2
ZZWM - .ZZH’“ e(nms)

m=1neZ m=1n=1

Consideramos ahora reorganizar el término de la derecha. Como la serie doble converge
absolutamente para z € H, podemos permutar el orden de la sumacién y reagrupar
términos, con N = nm. Entonces

Z an_le(nmz) = Z an_le(Nz) = Z op—1(N)e(Nz).
N=1

m=1n=1 N=1n|N

Por tanto

2
szz+n - - 'Zakl

m=1necZ

Ahora, dividimos la expresion usual de una serie de Eisenstein en los valores segun
m >0, m <0y m=0. Los términos con m > 0 coinciden con la expresién anterior.
Por simetria, y teniendo en cuenta que k es par, lo mismo ocurre para los términos
con m < 0. El caso m = 0 da lugar al conocido valor 2{(k) que aparece en las series
de Eisenstein normalizadas. Para ello, basta considerar la suma de los términos con
valores positivos de n y después los términos con valores negativos, recordado que k
es par. De esta manera, se obtiene el denominado desarrollo de Fourier de Gj.

Gr(z) = 2¢(k) + 2m ] Z% 1
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2.2. Dominio fundamental y simetrias

Se dice que un abierto D C H es un dominio fundamental para la accion de SLa(Z)
sobre H si para todo v € SLa(Z) se verifica

a) DNyD=@ paray€SLy(Z)—{xI} vy b |J +D=H,
y€ESL2(Z)

donde D es el cierre de D. En estos casos, se dird que vD cubre todo H en “baldosas”.
Para las series de Eisentein, necesitaremos un dominio fundamental para la accién de
SLo(Z) sobre H. Introduzcamos un lema previo que contribuird a su comprension.

Lema 2.5. Dado z € H y o = {y € SL2(Z) : |j,(2)| es minimo}, se tiene que

I(T™02)

S(T"0z2) = S(02) = (ST y02) = T v02?

para cualquier n € 7.
Demostracion. La primera igualdad es facil de ver ya que |jrn(2)| = 1, luego S(T"vpz) =
77 (2)]*S(102) = S(702)-

Para ver la segunda, escribimos w = T"vpz. Entonces:

n 1 —wW w Tn,y ~
) =t =9 (1) =3 () =3 () = (1roere)

Para la desigualdad, consideramos 7/ = ST"vyy € SLo(Z). Usando que J(yz) =

%, para toda 7 € SLa(Z) se tiene

3(2) 3(2)

T E = T ()P

S(T92) = S(02) = = 3(y'2) = S(ST"y02).

Presentamos ahora el protagonista de la seccién.

(2.1) D={:eH:|2|>1 ]%(z)]<%}.

Proposicion 2.6. El abierto D es un dominio fundamental de SLo(Z).

Demostracion. Para probar a) consideraremos casos. Sea v € SLa(Z).
Si ¢ =0, se tiene que ad = 1, por tanto a = d = +1, luego:

(1 b\ . (=1 b\ _ b _
v = (0 1> =T", o bien v = < 0 _1) =T ""=~vz=2z%b.
Entonces, si b = 0, 7z = z, luego v € {£I} y permanecemos en D mediante +1. Si
b > 1, como z € D, entonces [R(yz)| > [|b] — [R(2)|| > 5 y no nos encontramos en

D, respetando la definicién.

Si ¢ # 0 el proceso es mas largo. Sean z; € Dy zo = 21 Observamos primero que,
por la simetria de v y 7!, es licito suponer 3(z1) < 3(z2). Esto, segin lo visto en
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el Corolario 1.4, implica que [j,(z1)] < 1. Ademas, debido a las condiciones de D, se
tiene que la menor parte imaginaria posible se dard cuando la circunferencia unidad
interseque a las rectas R(z) = +1. Entonces por |21 = 1 se tiene que I + S(2)? =1,
luego S(z1) > %2, Entonces 1> [jy(21)] > |¢/|S(21)] > [¢] %2, luego || < 2, y como

. V3
c € 7., necesariamente ¢ = +1.

Desarrollando |j(21)| se tiene que 1 > |jy(21)]* = (R(21) + d)? + (¢S(21))? =
(R(21) £d)2+S(21)? > (R(21) £d)?+ 3, luego |R(21) £d| < 3,y como R(z1) € (—3, 3
y d € Z, se tiene que necesariamente d = 0. De la condicién ad — be = 1 se tiene que
b = £1. Asi pues:

a —1 aq. . _fa 1\ ag_
7—<1 O)-TS,oblen7—<_1 0>—T( S).

Entonces, como z € D se tiene que |z| > 1. Puesto que [Sz| = [1| < 1, se tiene que
Sz esté en el disco unidad, y por tanto Sz ¢ D. Multiplicar por T resulta en una
traslacion horizontal de distancia a, de manera que permanece fuera de D indepen-
dientemente del valor de a. Con esto queda cubierto a).

Veamos ahora que se cumple b). Para ello debemos mostrar que para cada z € H
existe v € SLy(Z) tal que vz € D.

Por un lado, por el Lema 2.5 se tiene que $(T™vgz) > S0 Como (T y0z2) >

- |Tn’702|2
0 entonces |T"vpz| > 1.

Por otro lado, veamos ahora que T"vpz € D. Para ello, consideremos la parte real
y la imaginaria por separado.
Para la parte real, se tiene que R(1T"y0z) = R(y02) + n. Seleccionando un n apropiado
siempre podemos hacer que R(ypz) +n € _71, %} Basta considerar n = |R(v0z) + %j,
pues de esta manera se tiene que

%009+ 5| < Rw)+ 5 < |ROwa) 4 5| 41

Luego restando L%(voz) + %J — % a las tres expresiones se obtiene

5 < Rws) - [Rews) + 3| <3

Consideremos ahora la parte imaginaria. Por lo visto en el Corolario 1.4, la parte
imaginaria permanece en H. Ademés, |T"ypz| > 1, de modo que se cumplen las
condiciones para estar en D. Dado un z € H, por la minimizacién vista en el Lema
1.6, podemos escoger un v que minimice [j,(z)|. Entonces existe w = T"yz € D,
luego z = 'yo_lT*”w. O

Posteriormente, veremos en qué nos ayuda expresar H en términos del dominio
fundamental.






CAPITULO 3
El espacio de formas modulares

El propésito de este capitulo es caracterizar las series de Eisenstein como formas

modulares y las propiedades que se derivan de tal consideracion. Comencemos con
una definicion.
Dada una funcién f : H — C holomorfa periddica cuyo desarrollo de Fourier se
expresa como » ., ane(nz), definimos su orden en el infinito n(f,c0) como el supre-
mo de los m tales que a, = 0 para n < m. Si este supremo es negativo o —oo (que
es, por convenio, el supremo de @) entonces la funcion “explota” en el infinito porque
e(nit) crece exponencialmente cuando t — +o00. Para evitar esta situacion imponemos
n(f,00) > 0. En otras palabras, que el desarrollo de Fourier sea f(z) = > >0 \ ane(nz)
para algin N no negativo. Segun lo dicho, si ay # 0 entonces N = n(f, 00).

3.1. Formas modulares y ceros

Veamos entonces la definiciéon principal del capitulo. Se dice que f : H — C
holomorfa es una forma modular de peso k (en nuestro caso par no negativo) si satisface

fe+1)=f(),  f(=1/2)=2fz) v  n(f,00)20.

Si bien la definicion se puede aplicar a funciones de manera més general, la restriccion
a pesos pares no negativos se debe a que en el caso de las series de Eisenstein los pesos
impares conducen dnicamente a la funcién nula. Denotaremos con My, al conjunto de
formas modulares para un peso k. Cabe destacar que, por todo lo visto hasta ahora,
las series de Eisenstein son formas modulares.

También vale la pena observar que las dos primeras relaciones se generalizan y equiva-
len a f(vz) = j’;(z)f(z) para todo v € SLa(Z). La funcién nula, que tiene n(f, co) =
00, se considera forma modular de cualquier peso y asi My, se convierte en un espacio
vectorial sobre C. A lo largo del capitulo realizaremos un estudio de qué consecuencias
tiene esto para las series, y como aprovecharnos de la estructura de espacio vectorial.
Ademas, calcularemos la dimension de los M.

Presentemos un ejemplo relevante denominado la funcidn discriminante:

1

(3.1) A(2) = 5 (B3(2) - BE(2)).
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Veamos A € Mo y calculemos el primer coeficiente en su desarrollo de Fourier. Para
ello, necesitaremos el siguiente resultado.

Proposicion 3.1. Sean fi(z) € My, fi(z) € M;. Entonces fr(z)fi(z) € M.

Demostracion. Para todo v € SLy(Z),
fe(yz) = 35 fu(2), filyz) = 3L(2) filz).

Luego fu(v2)fi(vz) = (cz + d)F T f(2) fi(2) € Mpyy. Ademas, si n(fe(2), 00) >0y
n(fi(2),00) 0, se tiene que n(fi(2) i(2),00) > 0. 0

Consideremos entonces A(z) e intentemos expresarla en la forma de Fourier corres-
pondiente, como la discutida en el Lema 2.4. Nos ayudaremos de los valores conocidos
de la funcién zeta de Riemann (véase [15]). Por un lado:

o

Ea(z) =1 3vg‘ Z (nz) = 1 + 240e(2) + ofe(2)).

Por otro lado:

7i)8
Z =1+ (2mi) e(z) + o(e(z)).

Fio(z) = 3'g 61¢(6)
Entonces
(3.2) E3(2) = 14 720e(2) 4 o(e(2)), B2 =1 —1008e(2) + o(e(2)),
por lo que
(3.3) A(2) = 1551+ 720e(2) — 1+ 1008¢(2) + o(e(2))) = e(2) + o(e(2)).

Por lo visto en la Proposicién 3.1, se tiene que Ei’ € My Eg € Mjis, luego
A € Mjy. Ademas, el primer coeficiente es a1 = 1, por lo que n(A, 00) = 1.
Para acabar la seccién, presentaremos una pequena modificacién del dominio funda-
mental hasta ahora visto, anadiéndole la frontera derecha y el infinito, que denotare-
mos

DT =DU{oco} UID N {R(z) > 0}.

Lema 3.2. Se tiene que |J 2 DT =HUQU {cc}.

~yESL2(Z

Demostracion. Con el objetivo de aplicar la Proposicién 2.6, veamos que todo punto
de D es equivalente a un punto de DT bajo la accién de algin elemento de SLo(Z).
Observemos que

87):{ZEH:|2]:17|§R(Z)]§;}U{ZGH:‘z‘>1,‘§R(z)‘:;}_

Pretendemos obtener esta frontera en términos de DT transformados por elementos
de SLo(Z).



El espacio de formas modulares 15

Para la recta vertical izquierda de 9D, donde R(z) = —%, podemos usar una traslacion
de una unidad hacia la izquierda de la recta vertical derecha, es decir, T7!(2), con
z€{|z| > 1,R(2) = 3} C DT, obteniendo as la expresién en la forma deseada.

Queda entonces ver como obtener a partir de DT y ~ la circunferencia unidad. Solo

es necesario considerar C~ = {|z| = 1,R(z) < 0}, ya que el resto ya estd en D, Sea
Ct ={]z| =1} D™. Para obtener C~ basta con aplicar S(z) a C~, lo que se ve més
claro al pasar por la fomula de Euler: si 6 € [0,%) entonces S(e) = —6% = im=0),

por lo que S(C*T) =C".
Como el interior no varia, se concluye que D C U’VGSLQ(Z) vDT y, por la Proposicién
2.6, se tiene H = U%SLQ(Z) vD C U%SLQ(Z) ~D7. Finalmente, para oo € D" y v como

en (1.3), se tiene que
a sic#0
(o0) = {C

00 sic=0.

Entonces QU {oo} C U, es1,2) vD*. Por tanto, HUQ U {oo} C Usesta(z) vDt.
Para ver la otra inclusién, tomamos z € DT, y distinguimos casos. Si z € H, se tiene
que v(z) € H. Si z = oo, entonces y(00) € QU {oo}. Por tanto, lo que tenemos es que

U,esraz) 7P CHUQU {oo}. O

3.2. Clasificaciéon de los ceros y férmula de valencia

Con el fin de ahondar en el estudio de las series de Eisenstein como férmulas
modulares, consideraremos la llamada férmula de valencia que establece que, para
f € My — {0}, se cumple

I 1/2 siz=1,
Z wen(f,z) = 1 donde w,=41/3 siz= em’/3’
=epr 1 en otro caso.

Dado zp # o0, la notacion n(f, zp) indica el orden en 2y de f, es decir, el mayor N

tal que f(z)/(z — 20)" es holomorfa. La suma es finita en el sentido de que n(f, z) se
anula excepto en un nimero finito de casos.
En esta seccién, expondremos la demostracién que nos lleva hasta la férmula de va-
lencia. Para mayor simplicidad, solo vamos a probar la férmula en el subconjunto Mj,
de My, — {0} formado por las f que no tienen ceros en la frontera de D y que cumplen
f(z) = ¢ # 0 para §(z) — +00. En este subconjunto la férmula de valencia se escribe
simplemente como

Zn(f,z):% para f € M.
z€D

Comencemos con el proceso de demostraciéon, primero presentando un lema técni-
co.

Lema 3.3. Sea f € Mj. La derivada logaritmica g(z) = ]}l((;)) satisface la ley de

transformacion
1\ 1 k +g(2)
—— )5 =- z).
INTZ) 2T
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Demostracion. Derivando la identidad f (—%) = 2Ff(2) y aplicando la regla de la

cadena, obtenemos
(=2 (&) =wre + @t

z ) \ 22
Dividiendo entre f (—%) = 2F f(2) obtenemos el resultado deseado. O

Ahora consideramos la siguiente igualdad.

Lema 3.4. Sea f € M} y D el dominio fundamental de (2.1). Entonces

k
Zn(f,z):ﬁ.

z€D

Demostracion. Consideramos la limitacion de D a D, = DN{z € H: J(z) < a}, con
a > 0 suficientemente grande para que f no tenga ceros en 9D, (recuérdese que
f(2) = ap # 0 cuando ¥(z) — o0), y orientamos dicha frontera positivamente.
Entonces f es una funciéon holomorfa en D,, sus ceros son aislados en el compacto D,
y, por lo tanto, tiene una cantidad finita de ceros en D,. Aplicando el Principio del
argumento se tiene

i f/(Z)dZ: Z TL(f,Z),

2mi Jop, f(2) ot

donde la parte derecha denota la suma de las multiplicidades de los ceros de la funcién
en D,. Como f(z) = > o7 jane(nz), con ag # 0, entonces f/(z) = 2wi Y 7 | nane(nz),
de manera que % tendra un decaimiento exponencial cuando (z) — oo. Asi pues,
es licito realizar el paso al limite a — oo para obtener

1 f'(2)
— dz = n(f, z).
301 Jop 715 2 2
Veamos entonces que 5= [, %dz = 2. Sea g(2) = ]}/((j)). Como f(z) = f(z+1), se

deduce que g(z) = g(z + 1). Consideramos ahora D estudiando las rectas verticales

y el arco de circunferencia por separado.

Para las rectas verticales denotamos r*(t) = £ +it, r—(t) = —5 +it, con t € (@, 00),
de manera que 7t (t) = r~(t) + 1. Entonces, considerando la orientacion hacia la
derecha del arco de circunferencia y siguiéndola para los lados verticales, se tiene:

/T+ g(2)dz + / g(2)dz = Z/;f S (8) — gl (6)dt

i /;g<r+<t>> — g(r () + 1)dt = 0,

por la periodicidad de la funcién g(z). Entonces la suma de las integrales a lo largo
de los segmentos se anula por su orientacion opuesta y [, g(z)dz = [, g(2)dz, donde

C = {ew 10 e [%, %ﬂ} y con la orientacion inducida por 0D. La transformaciéon
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w = —% deja invariante C', pero invierte su orientacion, de manera que por el Lema
3.3 se tiene

/Cg(Z)dz = - /Cg (j) %dw = —/C (i +g(w)> dw = —k/ci}dw—/c g(w)dw.

Por tanto,

k[ 1 ki [3 ki (m  2m ki
de=—2 [ “qw=-"1[Tag=""0 (T _2T) T
/Cg(z)z z/cww 2 o 2(3 3) 6’

Z n(f,z) 1 f,(z)dz _ g(z)dz = L g(z)dz i ﬁ

T 2mi Jop f(2) 2 Jop " 21 o T 12w 12
0

El problema para pasar de M} a M, — {0} es que fap g deja de tener sentido si f
se anula en algin punto de 9D y que también hay problemas de convergencia si g no
se anula en el infinito. La solucién es conceptualmente simple: lo tinico que se hace
es modificar ligeramente el contorno 0D para que evite los ceros de la frontera y por
arriba se cierra con una linea horizontal muy alta {z +iN : |z| < 1} para eliminar
los problemas de convergencia. Veéase [8, §1.6.2], |2, Fig.2.7] o [7, §1.5].

3.3. Dimensioén de M,

Una vez demostrada la féomula de valencia, podemos usarla, junto a otras herra-
mientas, para obtener informacién sobre las dimensiones de los diferentes M. Inten-
taremos primero probar que dim(My) < oo. Para ello, veamos el siguiente resultado.

Proposicion 3.5. Sea {f1(2), f2(2), ..., fm(2)} una coleccion de funciones holomorfas
tal que f; : H — C. Entonces, existe una combinacion lineal no trivial de ellas que
se anula en al menos m — 1 puntos de H.

Demostracion. Tomamos m — 1 puntos distintos, z1, zo, ..., 2m—1 € H. Buscamos en-
tonces coeficientes ay, ag, ..., am—1 € C tal que la funcién F(z) = " a; fi(2) se anule
en dichos puntos. La condicion F(z;) = 0 para j = 1,...,m — 1 da lugar al sistema
homogéneo

Yo aifi(z1) =0,
Yo aifi(22) =0,

Yoy aifi(zm-1) =0,

de m incégnitas y m — 1 ecuaciones, asi que tiene solucién no trivial aq, ..., a,,. Por
tanto, F' tiene al menos m — 1 ceros en H. ]

Corolario 3.6. El espacio My, es de dimension finita.
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Demostracion. Supongamos que dim(My) = oo. Tomamos m funciones linealmente
independientes, f1, fa,..., fm € My, con m arbitrariamente grande. Se tiene por la
Proposiciéon 3.5 que existe una combinacion lineal no trivial con al menos m — 1 ceros
en H, F(z) =>" aifi(z) € My —{0}. Por otro lado, por la férmula de valencia, se
tiene que el ntmero de ceros de F(z) cumple que % > m — 1y entonces m < % +1,
lo que contradice que m pueda ser arbitrariamente grande. Por tanto, dim(My) < oo.

O

Veamos algunos casos ilustrativos de My. Comenzando por £k = 0, y usando

el Corolario 3.6, podemos ver que dim(M;) < 1. Como las funciones constantes
f(z) = 29 € C pertenecen a My, podemos identificar cada funcién con su valor, de
manera que Mg = C.
Para el caso k = 2 se tiene que, si f € My — {0}, entonces & = >, p+ won(f, z) =
sn(f, i)+ 3n(f, €'5)+ ..., donde todos los términos de la derecha son no negativos. Si
n(f,i) > 1, entonces % > %, lo cual es imposible, por lo que n(f,i) = 0. Analogamen-
te, si n(f, eig) > 1, la suma serfa al menos % > é, que también es imposible. Luego,
necesariamente, n(f,e's) = 0. Por tanto, f(z) no podria tener ceros en DT, lo que
contradice la féormula de valencia y, por tanto, My = {0}.

Ahora, para k = 4 y k = 6 hemos visto que existen términos no idénticamente
nulos de los espacios, los E4(z) y Fg(z). Por otro lado, para k = 8 y k = 10, basta
con basta con operar los anteriores y usar la Proposicién 3.1 para ver que ninguno son
espacios vacios. Por tanto, para k € {4,6,8,10} se tiene que dim(My) = 1.

El paso a dimensiones superiores requiere de ciertas sutilezas. Para ello, necesita-
remos ver lo siguiente.

Proposicion 3.7. Para todo z € H, se cumple A(z) # 0.

Demostracion. Vimos en (3.3) que el primer coeficiente no nulo de A(z) es a; = 1.
Entonces, por la formula de valencia: 12 = In(A,i) + %n(A,ei%) + n(A,00)+...; ¥
como el orden en el infinito es 1 y el resto son no negativos, se tiene que deben ser
todos 0, es decir, no hay més ceros en el dominio fundamental, y por tanto no hay

més ceros en general. O

Lema 3.8. Sea una funcion f : H — C holomorfa periddica con n(f,o00) > 0.
Entonces f(%m.log(z)) es holomorfa en el disco unidad abierto, y para todo b > 0, el
nimero de ceros de f en {z € H : |R(2)| < 3, S(2) > b} es finito.

Demostracion. Estudiemos primero la holomorfia de la funcién logaritmo del interior

de f. Consideramos D* = {z € C : 0 < |z| < 1} y definimos en &l la funcion

9(z) = %. Lo primero que debemos ver para la holomorfia es que la eleccion de

la rama del logaritmo no afecta. Para considerar las distintas ramas expandimos el
logaritmo, de manera que log;(z) y log,(2) sean dos ramas distintas. Entonces se tiene
que logy(z) = log,(2) + 2mik, con k € Z, luego

lOgl(Z) IOgQ(z) logl (’Z)
— z) = — + k= g1(z —+ c 7.
211 ’ 2( ) 211 21 i 1( ) kl’ K

91(2)
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Como f(z) es periodica, se tiene que f(g2(2)) = f(91(2) + k) = f(g1(2)), de manera
que f no depende de la rama elegida.
Observamos ahora que

Rig(z)) = 242 [—1 1} L S(g(2) = _10g2(7|:f|)_

Si se tiene para z que |z| < 1, entonces S(g(z)) > 0 y la funcién g es tal que se
cumple g : D* — {R(2) € [—3,3],S(2) > 0} C H. Una vez seleccionada la rama
del logaritmo, la funcién g es holomorfa en D*, y f también es holomorfa y otorga
independencia de la rama, por lo que la composicion f o g : D* — C es también
holomorfa en D*. Para ver la holomorfia en 0, basta con comprobar qué tipo de
singularidad es. Dada la definicién de g(z), la expresion local de Fourier de f(g(z))

queda:

Fo(z) =3 anam.

En estas condiciones, f o g se extiende de manera holomorfa a 0 si los coeficientes de
Fourier negativos son todos nulos, es decir, si se cumple que n(f,o0) > 0, que era una
de las condiciones iniciales. Por tanto la singularidad es aislada evitable y se puede
extender la holomorfia a D.

Ahora, para b > 0, consideramos el dominio S, = {z € H : |R(z)| < 3, S(2) > b}.
Mediante el cambio de variable w = €2™%, la region Sj se identifica con Dy, = {w €
C:0 < |w| < e 2™}, pero como f o g se extiende holomérficamente a 0, podemos
considerar el compacto Dy = {w € C : |w| < e~2™} C D. Entonces, la funcién f o g
es holomorfa en I, sus ceros en el compacto Dy, son aislados y, por los teoremas de
holomorfia clasicos, f o g tiene una cantidad finita de ceros en Dy, lo que implica una
cantidad finita de ceros en .Sj. O

Consideremos ahora las aplicaciones
(3.4)
P:Cx M, — Mk+12 \Ij:Mk+12 — C x My,
(A f) — A2+ fA Y g — (a0, (9 — a0Ert12)/4),

con ap = lim;_,~ g(it) (el coeficiente de Fourier de orden 0).

Veamos que son lineales, estan bien definidas y son inversas.

Primero comprobemos que estan bien definidas. Si (), f) € C x My, por la Proposicion
3.1 se tiene que ®(A, f) € Mgy12 v P esta bien definida.

Hay que destacar que si g(z) = ag+ O(e(z)), en particular con z = it el limite cuando
t — 00 existe y es precisamente el término constante, de modo que el coeficiente ag
queda bien definido. Para ¥, por la Proposicion 3.7, dividir por A no causa problemas,
mientras que, por la Proposicién 3.1, se tiene que los dominios de definicién y llegada
son correctos. Asi pues, ambas funciones estan bien definidas.

La linealidad es inmediata, pues todas las operaciones de las funciones son lineales.
Para ver que son inversas, observemos por un lado que el coeficiente constante de
FEri120 es 1,y el de fA es 0, de manera que el término constante de AEjy12 + fA es
Ay se tiene

w(@( ) = (1, A EIREAR ) )
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Por otro lado

— anE — anE
2(0(5) = @ (a0, L) = gy + L0

por lo que son inversas.
La consecuencia de esto es que hemos establecido un isomorfimo entre los espacios,
por lo que seran de la misma dimensién, es decir, se tiene que:

Corolario 3.9. dim(My) + 1 = dim(Mp412)

Ya quedaron determinadas las dimensiones para todos los pesos de k menores a 12,
y con el Corolario 3.9 se pueden obtener para los mayores. Basta con descomponer en
k =12q+r, donde ¢ € N es el cociente y 0 < r < 12 es el resto. Usando el corolario ¢
veces, se tendra que dim(My) = ¢+dim(Mj_124). Entonces, considerando la anterior

clasificacién de dimensiones de peso k < 12, se tiene que
1+ |k/12 1121k—2

S e B e

|k/12] sil2]k—2.

3.4. Base de M,

En esta secciéon demostraremos que la familia
B={E|E§ : 4j+60 =k con j,{ € Zxo}

constituye una base de My, y observaremos qué sorprendentes propiedades y formulas
podemos derivar de ello.

Pretendemos expresar los M, mediante los conocidos Fy y Eg. Para ello, consideremos
qué condiciones debe cumplir k£ para expresarlo como sumas y productos de estos
espacios.

Lema 3.10. Para cualquier k par no negativo, el nuimero de soluciones no negativas
de la ecuacion diofdntica 4x + 6y = k coincide con la formula para dim M.

Demostracion. Intentamos encontrar una solucién a la ecuacién diofantica k = 4z+6y.
Como k es par, se puede sustituir por % = 2z + 3y. Esta ecuacién tiene solucién pues
ged(2,3) = 1. Para encontrar la solucién general buscamos una concreta:

k k k
3:2—|—1:>1:3—2:>:32+2<—>.

2 2
Asi, una solucién particular es (—g, %) Por tanto las soluciones generales son tal que
T = —% +3t;y = g —2t, con t € Z. Como no podemos obtener espacios de dimensién

negativa, necesitamos que x > 0, y > 0, por lo que

k k k k k k
T 2+3t_()<:>t_6,y 5 t_0<:>t_4<:>t6k [6’4}
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Por tanto, las soluciones enteras corresponderan a los valores t € I [ Z, y el numero
de soluciones sera Ny = |I; () Z|. Para que la solucién siempre exista, basta que este
intervalo siempre encierre un entero. Debemos ademas ver que el nimero de soluciones
coincide con la dim(My).

Ya hemos clasificado las dimensiones de los espacios con los casos con k < 12 imme-
diatamente después del Corolario 3.6. Veamos entonces que su dimensién coincide con
el numero de soluciones enteras en el intervalo, es decir, con Ng.

Si k = 0, la unica solucién posible es t = 0, resultando en (z,y) = (0,0). Si k = 2,
Ny = [%, %] no encierra ningnin entero, luego no existe solucién. Para Ny, se tiene una
tnica solucion tal que ¢t = 1, resultando en (z,y) = (1,0), que es el conocido E4(z).
Similarmente para k = 6 solo es posible ¢ = 1 y consecuentemente (z,y) = (0,1),
resultando en el Eg(z). Para k = 8, se tiene que el tnico valor valido es ¢t = 2, de
manera que (z,y) = (2,0), correspondiente con E37(z). Finalmente, para k = 10, t = 2
es la tinica solucion, obteniendo (z,y) = (1, 1). Queda entonces comprobado que, para
los pesos pares tal que 0 < k < 12, N = dim(My,).

El niimero de enteros en el intervalo para k > 12 es Nj, = | %] — [£7 4+ 1. Entonces
podemos considerar k' = k — 12 de manera que

e [52][£5]a- (2] ) (] ) 2-s

Este proceso se puede repetir hasta que se obtenga uno de los casos donde k' < 12,
y es ademas finito. Entonces Ny = Ni_12 + 1 para todo k > 12. Por otra parte, por
el Corolario 3.9, se tiene que dim(My) = dim(My_12) + 1, y como Nj = dim(My,)
para los casos 0 < k < 12, se deduce por induccion sobre k que Ny = dim(My,) para
k par. O

Lema 3.11. Los elementos de B son linealmente independientes.

Demostracion. Lo demostraremos por contradicciéon. Partimos de probar la existencia
de un polinomio P(x) = Zf’ln:O am®™ no idénticamente nulo tal que P(E}/E32) = 0.
Si los elementos de B son linealmente dependientes, se tiene que existe una combina-
cién no trivial tal que a; B (2)E§(2) = 0 para todo z € H, con k = 45 + 6. Por
otro lado, por el Lema 3.10, se tiene que, dada una solucién particular k = 4jq + 6lp,
la solucion general responde a j = jo + 3t, | = lp — 2t, con t € I}, () Z, luego podemos

reescribir el polinomio como

: B : E3\!
0= Y aBEPYEY=EPEY > a (E§> :
tel, NZ tel, NZ 6
donde a; 1= ajy43¢,1,—2¢- Asi,
. ES t . ES
! 4 ! 4
o-rtey 3 a(gh) -rteer(g).
telpNZ

Como ni EY’ ni E se anulan, necesariamente debe existir el polinomio no nulo tal

3
que P (%) =0.
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x
r—123

nulo y Q(E3/A) = 0. Observamos que Q(z) no es nulo, pues P(z) no lo era y el factor
(z — 123) tampoco lo es. Consideramos ahora la reescritura de A como

Ahora, veamos que el polinomio Q(z) = (z—12%)P ( ) tampoco es idénticamente

4
A_(Ei-E) B} X
123 E2 Bi 98

Entonces se tiene que

3
EF\ _ (EP .3 O\ (B s\ (B L
A

3 3
Esto demuestra que Q(x) se anula en %((ZZ)) para todo z € H. Pero %((ZZ)) toma infinitos

B3 (it)
A(iD)
la expresion de Fourier de estas funciones discutida en (3.3) se puede ver que

valores en H. Para verlo, observemos qué ocurre con cuando t — oco. Recordando

Ej(it) 14 720e(it) + O(e(it)) 14 O(e(it))
A(it) — e(it) +O0(e(it))  e(it)(14 O(e(it)))’

Ahora, si t — oo, se tiene que e(it) — e~ >, luego en realidad @ se anula en una
cantidad infinita de puntos, lo que es imposible a no ser que Q(x) = 0, llevando hasta
la contradiccién.

O

Entonces los elementos del conjunto B que hemos considerado son linealmente in-
dependientes y, ademads, su cardinal es dim(My), por lo que forman una base de M.

Veamos un par de ejemplos para ilustrar el verdadero alcance de estas propiedades
en relacion con los espacios Mg y Mjg. Anteriormente, descubrimos que dim(Msg) =
dim(Mp) = 1. Por tanto, basta encontrar una forma modular no nula en cada uno
de ellos para determinar completamente dichos espacios.

Por la Proposicién 3.1, se tiene que E2(z) € Ms v que Ey(2)Eg(z) € M. Por lo
tanto, {E3} es base de Mg, y {E4Es} es base de M. Por otra parte, Fg(z) € Mg
y E10(z) € Mg, por lo que existen constantes \,u € C tal que Es = AE? y
Fy = puFE4FEg. Comparando los coeficientes constantes de sus desarrollos de Fou-
rier, se tiene que A = = 1, y por lo tanto Eg = E? y E19 = FE4F.

Cabe destacar que estas conclusiones son realmente sorprendentes, pues un simple
argumento basado tnicamente en dimensiones permite deducir las identidades obte-
nidas. Estas igualdades no son evidentes a partir de las definiciones, y muestran que
conocer la dimensién de los espacios My, proporciona maés informacion de la que se
esperarfa inicialmente sobre los propios elementos de My,



CAPITULO 4
El caso de peso 2

Como hemos visto, no se puede afirmar la convergencia absoluta de las series
de Eisenstein de peso 2 en general. Sin embargo, en este capitulo veremos que se
pueden imponer érdenes de sumacién que llevan a una convergencia condicional, que
permite estudiar las series de peso 2 como un caso excepcional de las series hasta
ahora conocidas.

Para k > 2 par, separando los términos con m = 0 en la definiciéon de Gy, se tiene

Gr(z) = Z Z (mz +n)"F =2¢(k) + Z Z(mz +n)7"

(m,n)ez2—{0} m#0nez

Por tanto, una definicién natural de G4 es

2
(4.1) Ga(z) = ey + Z Z(mz +n)72,

m#0neZ

donde aqui y en lo sucesivo entendemos ), ., como imy_,q0 Ziv:_ ~- Se define tam-
bién

Ex(2) = (20(2)) ™ Ga(2) = 31 2Ga(2).
Ademas, si bien la Proposicién 2.4 se formulé para k > 2, los calculos que conducen
al desarrollo de Fourier siguen siendo validos para la definicién (4.1) de Ga(z), de
manera que se tiene

7T2 >
(4.2) Galz) = 5 - 8% ) " o1(n) e(nz).
n=1

Esta expresiéon no presenta problemas de convergencia, pues la serie de la derecha
converge absolutamente para todo z € H, ya que |e(nz)| = e=2™3(2) decrece expo-
nencialmente con n, mientras que oj(n) tiene un crecimiento polinémico.

Nuestro primer objetivo es estudiar la convergencia del caso de peso 2, y bajo qué
condiciones se da. Para ello, consideramos la adicién de un nuevo término en su ex-
presién, basado en un antiguo método para acelerar series. Tal término viene dado
por la serie

(4.3) S(z) = Z Z an(mz) donde an(2)=(z+n—1)""—(z+n)"".

neZ m#0
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Teorema 4.1. Para todo z € H se tiene que
2
Go(2) = % + Z Z ((mz+ n)~? — an(mz)),
m#0n€Z
donde la serie doble converge absolutamente en H.

Demostracion. Veamos primero que la serie no se ve alterada por la adicién del nuevo
término. Fijado un m, observamos que la suma parcial

N N

Z an(mz) = Z (mz +n—1)"" = (mz +n)")

n=—N n=—N

es telescopica, de manera que

N
Z an(mz) = (mz — N —1)"1 — (mz+ N)~L.
n=—N
Entonces
N
Zan(mz) = lim an(mz) = lim ((mz— N — D™t = (mz + N)™h =0,
N—o00 N—o00

neL n=—N

lo que implica que -, 4 >, c7 an(mz) = 0. De esta manera:

2
Ga(z) = Ga(z) — Z Zan(mz) =3 + Z Z ((mz + n)~? — an(mz))

m#0neZ m#0neZ
2
s 1 1 1
—3 7 ZZ ((mz+n)2 Cmztn—1 Jrmz+n>
m#0 neZ

w2 -1
:g—’_zz(mz%—n)z(mz—}—n—l)'

m#Qnez

El moédulo de los elementos de la serie es menor o igual que C(m? + n?)~!im|
con C' una constante que depende de z, por ejemplo C = I(z)73(|z|> + 1). Ademis,
tenemos que (m? 4+ n?)~!m|™! < |m|73 ya que m? + n? > m?. Como ademsis se da
que >, >onez(m? +n?)7tm|~! converge, la serie doble converge absolutamente
para cualquier z € H. Este argumento sigue unos principios similares a los discutidos
en el Teorema 1.2. O

4.1. Propiedades basicas.

Es facil ver que la invarianza por traslaciones enteras se mantiene igual siguiendo la

misma demostracion original del Lema 1.3 tal que Ga(z) = G2(z+1). Sin embargo, no
1

se puede decir lo mismo para Go (—;), pues utiliza una reorganizacién de los términos

que requiere de la convergencia absoluta no condicional.
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El siguiente paso para ver cémo se modifica esta propiedad es obtener una nueva
expresion para Go (—7) Para ello, usamos la expresion del Teorema 4.1. Se tiene que

(1) =5+ 251w (-2)).

El primer término de la serie se expande a

Sy () =2 S S

m#0 neZ m#0n€Z

Aqui, reorganizamos como en el Lema 1.3 y sumamos y restamos el término con n = 0,
de manera que nos queda

nz—m\ 2 9 1 .2 9 72
zz( . ) =2 Gale) = X s | = 260 X o = Gala)- T

m#0 neZ m#0

Ahora, el segundo término de la serie verifica que
1
> o () =5(-3).
m#0 neZ o o

y, consecuentemente, se tiene que

(4.4) Go <—i> = 2°Ga(2) — S <—i> .

Asi pues, una forma de obtener la expresion buscada radica en evaluar S (—%) Con los
siguientes resultados, veremos que es posible obtener una evaluacién explicita. Para
ello, necesitamos algunos pasos intermedios.

Lema 4.2. Sea la funcion g(z) = —wcot(rz) + 27! y Q = (C — Z) U {0}. Entonces
> mzo(m + 2)7% = ¢/(2) para z € Q.
Demostracion. Primero, obsérvese que g(z) se extiende a una funciéon holomorfa en

el abierto Q. Derivando g(z) alli y expresando la secante resultante en términos de la
formula de Euler, se observa que

by _ 1 w?e(2) 1
g(z)= 72 sen 2(7rz) ~ 2= _W -

Por otro lado, por el Lema 2.2 se tiene que

1 _ 472e(z)
Z (z4+n)2 (1 —e(2))?

ne”L

Cambiando n por m se obtiene el resultado. ]

Con el siguiente resultado obtendremos una manera explicita de evaluar S (—%)
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Proposicion 4.3. Para todo z € H se cumple la siguiente igualdad

s ((2) (%)

Demostracion. Recordemos que

=Y Y anmx) =3y ((mz+n-1)" —(mz+n)7").

n€Z m#0 n€Z m#0

Usando la identidad % A+1 =[S (A+t) 2= (A+1+41)7?) dt,
se obtiene la igualdad

ZZ/ (mz+n—141)"2 (mz+n+t)_2) dt.

neZ m#0

2

Aplicando el teorema del valor medio a la funcién f(w) = w™=, se tiene que

(mz4+n—14+t)"2—(mz+n+1t)"2=0(m|™3),

que converge uniformemente en ¢t > 0.

Como Zm?éo |m| =3 converge, el criterio M de Weierstrass implica la convergencia
uniforme respecto de ¢, lo que permite intercambiar suma e integral.

Por lo tanto, factorizando en z, se puede escribir

S(z):Z/ Z (mz+n—1+t)"2—(mz+n+t)?) dt

AL () ) o

Usando ahora la funcién g(z) del Lema 4.2, se tiene que

1= () o ()

neZ

Aplicamos el cambio de variable u = ”7” (andlogamente u =

Fundamental del Calculo se obtiene que

o () ()= (O ()

De nuevo, usando el paso al limite y percatandose de que es una suma telescépica, se
llega a

-1 0 (2) -5 (22)) - L (o ()5 (5)

s 1+t) y por el Teorema
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Con estas herramientas procedemos a la evaluacién de .S (—%)

Teorema 4.4. Para todo z en H, se tiene que

Ga (—1> = 2°Gq(2) — 2miz.

z

Demostracion. Consideremos la funcion g(z) del Lema 4.2. Obsérvese que g(—z) =
—g(2), luego se tiene que g (ﬁ) =g (NH). Entonces, por la Proposicién 4.3

z z

I, N N+1\) _2 N
0= im_(o(3)+9(7)) =2 0m o (%)

(1 + 27T’L'N) 2
-7 e = z i
=-1 : — | == 1)=——
z N1—>oo i <1 _ 6277211\]) N (Zﬂ-)( ) z
Asi pues

1 .

S <—> = 2miz,

z

y por (4.4) se deduce el resultado. O

Podemos extender las propiedades al caso de las series normalizadas mediante el
siguiente corolario.

Corolario 4.5. Para todo z en H, se tiene

Demostracion. Tenemos, por (1.2) y usando el valor de la funcion Zeta de Riemann,

que
1 3 1 67
B (=) = 3o (1) = - 5
z T z T
O

Esta es la correcta expresion para Ga (—%) v Eo (—%) Observamos que con esto

es facil obtener ciertos resultados, como por ejemplo los casos

4

Gali) = Go (-1_) — 26 (i) + ? = Goli) =,

Eai) = ~Eai) - 2 = Bufi) = 2
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4.2. Forma producto de la funcién determinante. Conse-
cuencias.

Nuestro siguiente objetivo serd obtener una férmula debida a Jacobi para la funcion
determinante A:

[e.9]

(4.5) A(z) = P(z) con P(z) =e(2) H (1- e(nz))24

n=1

Para obtener esta formula, realizaremos una prueba indirecta. Nuestro primer paso
seré relacionar P(z) con F3(z) y deducir que P(z) € Mja.

Proposicion 4.6. Para todo z € H, la funcion P(z) cumple que

Pl(z) By(2)
2miP(z)
Demostracion. Primero consideramos la expresién inicial como una derivada logarit-
mica:

251(32()2) _ 2%,% (log (P(2))) = 2%% <2m'z +Y 2410g(1 e(nz))> .

n=1

Ahora, para poder derivar término a término, consideramos un compacto K C H de
manera que existe algin y > 0 tal que I(z) > y para todo z en K. Entonces, se tiene
que |e(nz)| < e"2™¥. Ademés,

—2mine(nz)

<C —27rny’
1—e(nz) |~ ne

'jzlog(l _ e(nz))‘ _ ‘

para cierta constante C' > 0 independiente de n y z. Como Y, <, ne~2™¥ converge, el
criterio M de Weierstrass implica que la serie coverge uniformemente en K y se puede
derivar término a término. De esta manera, se tiene que

P'(2) 2. —e(nz)2min 2. ne(nz)
2miP(z) + — (1 —e(nz))2mi nZ: 1—-e(nz)
Como |e(nz)| < 1, podemos usar la suma geométrica 15(:(2)2) = Y2 e(n2)k =

Y reqe(knz), con k € N, obteniendo
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Asi que, volviendo a la expresion original, acabamos con

P'(z2)

——=1-24 =F
2miP(2) 201 2(2)-

Teorema 4.7. La funcion P(z) pertenece a Mis.

Demostracion. Usando la Proposicion 4.6 y el Corolario 4.5 se obtiene

(= ¥
2_2];((_5) = 2 22miE, <—i> — 2 2m; (22E2(z) - 67r> — omiEs(z) + =
= ];’((;) + 1; di (log(P(2)) + 121og(2)) = diz (log(P(2)2'2))
_ PP
lep(z) :

De aqui, podemos obervar que

7 (1osP (1)) = £ Gox (P22:12).

Por tanto, existe una constante ¢ € C tal que

P <i> = c22P(2).

Tomando z = ¢ se obtiene que ¢ = 1, por lo que P (—%) = 212P(2). Ademas, se tiene
que

P(z+1) H (1 —e(nz) —e(l)) = P(2).

Como z € H, entonces |e?™*"| < 1, luego los términos de P(z) convergen, y como
cada factor en su expresion es holomorfo, P(z) lo es.

Es decir, P(z) cumple todas las propiedades de las formas modulares de peso 12 y
efectivamente P(z) € M. O

Teorema 4.8. Para todo z € H, se tiene que A(z) = P(2).

Demostracion. Recordemos que My = C y que existe la correspondencia biyectiva
definida en (3.4)

®:CxC — Mg
()\, [L) —  AE12 + pA.

Como hemos visto, P(z) € Mjs. Por tanto, necesariamente existen (A, u) € C x C tal
que P(z) = AE12(2) + pA(z). Observamos que P(z) = e(z) [[72,(1 — e(nz)) no tiene
término independiente de e(z) en su expresion. Sin embargo, mediante la expresion
usual de las series de Eisenstein normalizadas, es claro que E12(2) si tiene tal término,
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de manera que necesariamente A\ = 0. Entonces P(z) = uA(z).

Para obtener y, escribimos P(z) = e(2) [[°%, (1 — e(nz))** = e(z) + O(e(22)) y

n=1
Az) = % (E3(z) — E3(2)). Por lo visto en (3.2), se tiene que
E3(2) =14 720(2) + O(e(22)) y E2=1-1008¢(z) + O(e(2z)),
luego A(z) = e(z) + O(e(2z)). Comparando el primer coeficiente con la expresion de
P(z), queda claro que p = 1. O

4.3. Algunas ecuaciones diferenciales

Ramamujan se percaté de que las series de Eisenstein satisfacen ecuaciones dife-
renciales sencillas. Veamos como tltima parte del trabajo una de tales ecuaciones.

Proposicion 4.9. La funcion F(z) = nE3(z) + 6iE5(2) pertenece a My.

Demostracion. Veamos que cumple cada una de las propiedades de una forma modular
de peso 4. Para ver la holomorfia, recordamos que si una funcién es holomorfa en
un dominio abierto como es H, es infinitamente holomorfa en este, de manera que su
derivada también es holomorfa. Aplicando esto a Ea(z) podemos obtener la holomorfia
de F(z).

Por otro lado, F'(z) = F(z+1) se obtiene directamente aplicando la regla de la cadena.

Ademas, se tiene que
1 61
) <—> = 22By(2) - 2,
z s

luego
1

E) <—> 272 = 22F5(2) + E)(2)2* — —,
2

por lo que se tiene que

1 1 1
F <—Z> = <—> + 6iE) <—Z> = 21 E3(2) + ' Ey(2)6i = 2 F(2).

z

Queda entonces ver su orden en el infinito. A partir del desarrollo de Fourier de
Es(z) =1-24%"7, o1(n)e(nz), podemos derivar término a término dado que se da
convergencia absoluta para todo z € H, de manera que queda

EY(z) = —48mi Z noi(n)e(nz) = —48mie(z) + O(e(2z)).
n=1

Entonces, el orden en el infinito de E}(z) es 1. Teniendo en cuenta que FE3(z) =
14 O(e(z)), se tiene que F(z) = m+ O(e(z)), de manera que su coeficiente constante
es no nulo. En consecuencia, n(F;o00) = 0 y se verifica la condicién de holomorfia en
el infinito, cumpliendo la dltima condicién para pertenecer a My. O

Corolario 4.10. E5(z) es solucion particular de la ecuacion diferencial

6iy’(2) + T2 (2) = TE4(2).
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Demostracion. Recordemos que dim(My) = 1, y por la Proposicion 4.9, se tiene
que F(z) € My, de manera que F(z) = AE4(z) para un A € C. Considerando los
coeficientes constantes de cada una de las expresiones, se tiene que

AE4(2) = A+ 0(e(2)), F(z) =7+ O(e(2)),
y comparando los términos constantes se obtiene que A = 7. Entonces

F(2) = mE3(2) + 6iEy(2) = mEy(2).
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