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Vamos a ver un ejemplo de solucién de la ecuacién de Schrodinger que es el andlogo del
movimiento arménico simple de los cursos bésicos de fisica. En principio es un ejemplo mas pero
lo cierto es que resulta crucial cuando uno estudia lo que se llama teoria cudntica de campos
que es la teoria oficial en la actualidad que explica el mundo de las particulas elementales. Esta
conexién va mucho mas alld del nivel de un trabajo de fin de grado, simplemente lo digo para
tu informacién y por si acaso quieres mencionarlo.

En esta hoja lo que haremos concretamente es leer dos paginas de [Fol08], la 53 y la 54, que
dan un tratamiento bastante matematico al tema. Si no encuentras este libro en la biblioteca,
te enviaré las dos paginas escaneadas.

El ejemplo que vamos a discutir se llama el oscilador armdnico (cudntico). Antes de co-
menzar, si no has oido hablar nunca de su andlogo clasico es conveniente que leas un minimo
sobre él, aunque solo sea por cultura general.

1) Lee el apartado 21-2 de [FLS63|. Esta disponible en http://www.feynmanlectures.
caltech.edu/I_21.html.

El resto de los ejercicios se refieren a [Fol08]. No olvides anadirlo a la bibliograffa.

2) [Fécil, hecho en la hoja 3] Comprueba que la ecuacién de Schrodinger independiente del
tiempo en una dimensién

2 1
(1) "+ h—rg(E ~ V()Y =0 con V(x)= 5/&372
es equivalente a Hiy) = F1 con H como en (3.21).

Lo que dice el autor después de (3.21) de una manera un poco oscura es que si escribimos
Y(z) = f(Ax) con X = (mr/h?)/* entonces Hip = Ev) es equivalente a

Hof:Ef con E=E >
kh?

donde Hj es como en (3.22).

3) Comprueba esta afirmacion. Indicacién: Sustituye ¢ (z) = f(Az) en (1) y después haz el
cambio z — z/\.

A continuacién se definen dos operadores importantes! en (3.23).

'Estos operadores son los que resultan cruciales en teorfa cudntica de campos. Estdn relacionados respecti-
vamente con la destruccién y creacién de particulas. La notacién no es arbitraria, A" es realmente el operador
adjunto de A.
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4) Prueba las férmulas (3.24), (3.25) y (3.26) donde I es el operador identidad, que aplica
f en f. Por si no lo has visto nunca, [O1, Os] significa Q10 — O20;. Indicacién: Por ejemplo
para la primera igualdad de (3.24) hay que demostrar que para cualquier funcién f se tiene
Ho(f) = A(AT(f)) — 1. El lado izquierdo es §(—f" + 2 f).

En (3.27) se define ¢y, de forma recursiva y se afirma que ¢y, es un polinomio Py multiplicado
por e=e'/2, i Lo ves claro?

5) Halla P; y P». Explica con rigor la propiedad que se menciona acerca de la paridad de
los P.

6) Prueba (3.28). Quiza ya lo hayas hecho para el problema anterior.

En realidad hay una férmula explicita para ¢y, que no se menciona en [Fol08]. No es muy
dificil de probar pero no es tan 1til como podria pensarse. Solo la menciono por si tienes
curiosidad. No la emplees en problemas sucesivos, porque te va a liar:

or(z) = (— ) (Qkk'f) 1/2 $2/2ddk(e_m2)-

7) Sigue el razonamiento hasta (3.31), justificando los pasos, y de ahi concluye que la
funcién ¢ (z) = gbk((m/{/hz)l/‘lm) es solucién de (1) para E = (k + 1/2)hy/k/m con k un
entero no negativo.

La pregunta natural es si con el ejercicio anterior hemos hallado todas las soluciones de (1),
salvo multiplicar por constantes, o falta alguna. Para deducir que son todas, en [Fol08] se prueba
que {¢x}72, es base ortonormal de L%(R). Si hubiera una solucién de (1) no contemplada en

el ejercicio anterior, por la equivalencia del ejercicio 2), existiria una ¢ que no es miiltiplo de
ninguna ¢y, tal que Hyo¢ = E¢. Escribiendo ¢ = Y7 apdi, se tiene

Zak (k+5 ¢k—zakE¢k

lo cual lleva a una contradiccion comparando los coeficientes de los ¢j. si hubiera mas de un
ar, no nulo. Entonces necesariamente ¢ es multiplo constante de algin ¢y.

8) Escribe el parrafo anterior con tus palabras y alguna explicacién maés.

9) Lee la prueba de que {¢}}7° , es una base ortonormal (hasta el parrafo “In short, we have
shown”) y reescribela con las explicaciones que necesites. Recuerda que (f|g) es el producto

escalar [ fg.
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Te indico lo que tienes que entregar.

10) Comienza escribiendo unas pocas lineas sobre el oscilador arménico clésico y si quieres
di de pasada que el caso cuantico que vamos a estudiar es muy importante en la fisica actual.
Después debes redactar todos los ejercicios escribiendo claramente la ecuacién inicial y termi-
nando con el conjunto de todas las soluciones y su unicidad. Te dejo libertad con respecto al
nimero de paginas, solo te pido que no sobrepasen las seis pero pueden ocuparte mucho menos.
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