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Entender por completo el modelo matematico del tema de esta hoja llevaria demasiado
tiempo y por eso solo te daré una descripcién muy somera y parcial de lo que motiva el
problema que vamos a abordar. Sugiero que en tu trabajo sigas la misma politica. Si quieres
incluir més informacién, la introduccién de [1I] te puede servir de ayuda.

Un filamento vorticial es una especie de curva singular que se puede formar en un fluido.
Dentro de los gases un ejemplo tipico son los anillos de humo y dentro de los liquidos quizé
hayas visto videos de delfines jugando con elloﬂ Desde hace mas de cien anos, comenzando
con [3], se han estudiado las ecuaciones que rigen la evolucién de estos objetos. En [2] se
encontré una relacion con una ecuacién que tiene cierto parecido con la ecuacién paraxial que
usaste el capitulo anterior y por eso no parece descabellado que aparezcan sumas de Gauss.
En esta linea, dos investigadores espanoles estudiaron hace unos anos en [I] la evolucién de
los filamentos vorticiales que en el instante inicial vienen dados por un poligono regular de M
lados y, usando sumas de Gauss, concluyeron que para tiempos dados por multiplos racionales
de 27 /M? el filamento se transforma en un nuevo poligono siguiendo la regla:

2ma poligono alabeadoﬂie gM lados iguales y

t=——> i — . .
qM? ot g tmpat angulo constante p entre lados contiguos.

Aqui se sobreentiende que a/q es irreducible, aunque a y M? pueden tener factores comunes.
También consideraron el caso g par que es ligeramente distinto. No lo discutiremos aqui por
brevedad. Esto es, en toda la hoja g serd siempre un entero positivo impar.

El dangulo p tiene que ver con las sumas de Gauss de una forma en principio complicada.
La siguiente férmula, que serd nuestro punto de partida, no estd escrita en [I], pero se deduce,
con algun esfuerzo, de lo que se explica en su tercera seccion:

2 q—2k (P 2k (P 4
(1) kzo T}, cos (§> sen (§> = cos 37

donde Ty =1y para k > 0
; G(—a,n,
Tk = Z cos (9"1 —Ony +--- + 971%-1 - 9n2k) con ¢lfn — M
0<n1 < <nor<q \/a

Los autores del trabajo conjeturaron [I, (25)] que p admite la férmula sencilla:

(2) p = 2arccos ({/cos(m/M)).

Por cierto, los lados se consideran como vectores orientados y p es el dngulo entre vectores
consecutivos, por eso para a/q = 0/1 (el tiempo inicial) sale p = 27 /M en vez del p = 7—27 /M

'Por ejemplo, https://www.youtube.com/watch?v=trAOSLXyjtI.
2Un poligono alabeado es una linea poligonal cerrada en tres dimensiones. Es decir, el poligono que se describe
es algo as{ como un poligono regular en el que los vértices no necesariamente estan todos en el mismo plano [5].


https://www.youtube.com/watch?v=trAO5LXyjtI
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que quizd te resulte més natural (es decir, es el dngulo externo en lugar del interno [4]).
Cuando M es grande p es pequenio y el poligono tiende a ser una circunferencia.

La prueba de acaba de salir publicada y el propdsito de esta hoja es que la obtengas
completando los ejercicios sin mirar la referencia donde se ha probado (que no te doy). La
demostracién es breve, aunque en absoluto trivial. Independientemente de lo que te cueste,
esta hoja deberia resultar mas corta que cualquiera de las anteriores.

El siguiente ejercicio es muy tonto, solo para que te familiarices con la notacién.

1) Explica por qué los 6,, son niimeros reales, por qué podemos suponer 0 < ,, < 27 y por
qué la conjetura se sigue si demostramos T} = 0 para k > 1.

En definitiva, todo el trabajo en esta hoja consiste en probar que unas sumas construidas
de una manera muy complicada a partir de las sumas de Gauss se anulan. El primer paso
es simplificarlas un poco. Los 6,, dependen de propiedades aritméticas finas relacionadas con
residuos cuadraticos, sin embargo, el siguiente ejercicio muestra que hay una expresion para T},
que las evita y que recuerda a la propia definicién de las sumas de Gauss. En lo sucesivo,
sin repetirlo cada vez, suponemos k entero entre 1 y (¢ — 1)/2, en consonancia con el rango
indicado en (|1 excluyendo k = 0.

2) Con lo que sabes de la evaluacién de las sumas de Gauss, prueba que

b
Ty, = R(Ek)  con  Ej= > 6(*(”% —ng gy - ”51&)
0<n1 < <nor<q q

con cierto entero b tal que b/q es irreducible.

Nuestro objetivo pasa a ser ahora probar R(E})) = 0 de donde se deduce la conjetura .
El plan es hallar primero una férmula explicita para F1 que implica R(F;) = 0 inmediatamen-
te. En el resto de los casos se desconoce una férmula explicita y utilizaremos un argumento
indirecto para concluir que la parte real de E} es nula.

3) Usando el ordenador, haz una tabla de los valores de E1/,/q con ¢ (impar) entre 1 y 100
cuando b = 1 y busca un patron. Repite lo mismo para b = 2. Indicacién: No te dejes enganar
por el e-maquina, si ves algo del orden de 1071° seguro que es cero.

Para otros valores mayores de b, los signos parecen volverse mas aleatorios. Enseguida
veremos por qué.

4) Aplicando los cambios de variable (u,v) = (ne —ni1,n2) y (u,v) = (¢ — no +n1,q — n2)
demuestra que F7 admite las férmulas

qg—1g¢-1

E4 :226<2(u2—2uv)> y FE :ZZe<Z(u2_2uv)).

u=1v=u
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5) Sumando ambas expresiones muestra 2E; = G(—b,q) — G(b,q) v, evaluando las sumas
de Gauss, halla una férmula explicita para Ej. Indicacién: Nota que 3297} e(—2buv/q) se anula.
Simplifica el resultado lo maximo posible separando los casos ¢ = +1 (4).

La férmula anterior implica R(E7) = 0, pero el argumento no parece generalizable a E.
Para tratar todos los casos, consideramos la biyeccién fi, | € Z, definida en {0,1,...,q — 1}
que suma [ y halla el resto al dividir por ¢. Escribe alguna linea si no ves claro que es una
biyeccion. En general, f; no respeta el orden. Por ejemplo, para ¢ =7, 0 < 2 < 4 < 5 mientras
que f3(4) < f3(5) < f3(0) < f3(2). La clave del argumento es que las reordenaciones que obra f
son irrelevantes en R(FEj). A ver si consigues resolver lo siguiente con la tnica indicacién vaga
de que cosx = cos(—z) es importante.

6) Demuestra que para cualquier [ € Z
2mb
Z coS (—(n — N34 nd g — n%k)>
0<n < <ngp<q q
da el mismo resultado si dentro del coseno cambiamos cada n; por fi(n;).

7) Utilizando el ejercicio anterior para 0 <[ < ¢, prueba

qR(E) = Z Z ( (m + 12— (na+ 1>+ + (nag—1 + 1)* — (nog + 5)2))-

0<n1 < <nor<q =0

8) Explica por qué para cualesquiera 0 < nj < -+ < ngg < ¢ se cumple

,_.

q—

( (n1—ng+ - +nop_1 — n2k)) =0
1=0

y concluye con el ejercicio anterior que R(Fy) = 0 y, por tanto, la conjetura es cierta.

Tarea a entregar. Como otras veces, debes escribir un documento que combine las solucio-
nes de los ejercicios anteriores. Te recomiendo una extensién de 4 o 5 paginas con el formato
de esta hoja o de la plantilla. Yo creo que da de sobra y no tendrds apuros incluso poniendo
detalles de las explicaciones. El resultado conformara un cuarto capitulo de tu TFG llamado
Vortices en fluidos o la variante que elijas. Si se te ocurre alguna notacién maés breve para
escribir las sumas, incorporala. En caso de que te parezca mal suponer , dimelo y anadimos
cierta justificacién parcial de esta férmula en un apéndice.
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