MS20hojab

Esta hoja es la dltima de tu trabajo. Consta de dos partes bien diferenciadas. La primera,
consiste en algunos experimentos numéricos con la ecuacion de Bloch. Para ganar tiempo, el
programa te lo daré en su mayoria yo. La segunda, se centra sobre todo en uno de los métodos
matematicos para lograr la localizacién de los protones que estan resonando.

Considera el siguiente programa sage. Lo puedes copiar a partir de la fuente de esta pagina.

OCONOUIDWN -

# Si no tienes sage instalado en tu ordenador, lo puedes
# ejecutar en https://sagecell.sagemath.org/

Suponemos \gamma=B0=1 con las unidades elegidas,

#
# con lo que la frecuencia de resonancia es -1.

from sage.calculus.desolvers import desolve_odeint

# Ajusta aqui alfa, beta, la frecuencia y el L inicial

alp = 0.07

bet = 0.0

ome = —1

Linic = [0.0,0.0,1.0]

# Bl debe ser mucho mds pequefio que BO

Bl = 0.05

# Se entiende que frecuencia cero, significa
# que hemos desconectado el campo extermno

if ome = 0: Bl = 0

# Orientacién de B cuando no hay giro
L30 =1

# Cuando mayor sea N, mds es la precisién y mas lento es el programa
N = 100

# Se estudia la ecuacidén entre 0 y 200 unidades de tiempo

tn = srange (0.0,200.0,1.0/N)

L1,L2,L3,t=var(’L1,L2,L3,t”)

# Este es el segundo miembro de la ecuacién
f = [L2—Blxsin (omext)*L3—betxLl, —L14+Blxcos (omext)*xL3—betxL2
< ,Bl*sin (omext)*L1-Blxcos (ome*t)*L2 —alp*(L3—L30), 1.0+0.0x%t]

Con esto se resuelve la ecuaciédn,

en Lin, L2n, L3n y tn,

estdan respectivamente las listas de valores numéricos de

L1, L2, L3 y t

sol = desolve_odeint (f,Linic+[0.0],tn,[L1,L2,L3,t])

Lln, L2n, L3n = 1list(sol[:,0]), list(sol[:,1]), list(sol[:,2])

HHEHH

# Por ejemplo, lo siguiente dibuja L3 en funcién del tiempo
#show( line(zip(tn, L3n)) )

El propésito del primer ejercicio es sobre todo que haya una doble comprobacién de que
no me he equivocado al teclear la féormula. El segundo ejercicio es para asegurarse de que no
se ha colado ningin error al copiar el cédigo en tu ordenador o en sage cell.

1) Comprueba que las tres primeras coordenadas de f en la linea 31 son justamente el
segundo miembro de la ecuacién de Bloch (con v = By = 1).

2) Quita el # de comentario en la linea 41 y ejecuta el programa. Esta es la grafica de Ls(t)
y deberfa salir una figura en la que desde el valor inicial L3(0) = 1 acaba tendiendo a un
valor casi nulo, porque con los pardmetros tal como estdn, hay resonancia y la precesion ocurre
practicamente en el plano XY
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El programa genera las listas Lin, L2n y L3n que dan las aproximaciones numéricas de las
coordenadas de L(t) con t € [0,200], con una discretizacién consistente en 200N puntos. El reto
informatico es el siguiente:

3) Representa la aproximacién numérica de L(t)/||L(t)|| en la superficie de la esfera unidad
con el ecuador destacado y las partes positivas de los tres ejes. Te mandaré un ejemplo por
correo electrénico. Si se me olvida, recuérdamelo.

Para lo anterior, puedes completar el programa sage anterior (los comandos 1ine3d y sphere
te seran de utilidad) o, si matlab u otro programa te es mas familiar, puedes descargar las
listas Lin, L2n y L3n a ficheros y leerlas desde alli. Si tus conocimientos informaticos impiden
cualquier posibilidad, te daré la soluciéon pero antes, por favor, inténtalo.

4) Con el programa que has hecho para representar L(t)/||L(t)||, obtén las figuras corres-
pondientes a las elecciones de parametros en las lineas 10-13 indicadas en las 8 situaciones
siguientes, donde € son los vectores de la base candnica.

1. a=0.078=00,w=-—1, E(O) = é€3. Como vimos en la hoja anterior, se tiende a un
plano cercano al ecuador.

2. a=0.05, 8 =0.015, w = —1, E(O) = €3. Ejemplo con 8 # 0 de que todavia se produce
la localizacién a la larga cercana a un plano.

3. «a=0.05, 6=0.015, w=—1, E(O) = €. Lo mismo que lo anterior pero ahora partiendo
del ecuador.

4. « = 0.0, = 0.0, w = —1, L(0) = é3. El caso de resonancia pura sin el “rozamiento”
representado por « y 8. Como vimos, se combinan dos rotaciones.

5. a=0.5, 5 =0.01, w =0, E(O) = €. Si desconectamos el campo variable, « atrae a La
la vertical pero si 8 es muy pequena, la rotacién se mantiene.

6. « = 0.01, 8 = 0.5, w = 0, L(0) = &. La situacién reciproca a la anterior: cuando
desconectamos el campo variable con g significativo, solo se aprecian unos pocos giros.

7. a=0.0,6=00w=-2, E(O) = €3. En el caso en que no hay resonancia w # —wy, la
amplitud es pequena.

=

8. a=0.0,=0.0, w=—1, L(0) = é;. Para el caso de resonancia puracona =0y =0
se tiene la solucién L(t) = (cos(wt),sen(wt),0) que parte de €.

Hasta ahora sabemos de las oscilaciones colectivas de los protones con una frecuencia ca-
racteristica que depende del campo magnético principal pero nosotros queremos distinguir
densidades, zonas con huecos de otras que no los tienen. Centrémonos en un plano XY e
imaginemos que anadimos un campo magnético secundario (un gradiente de campo [HL83,
ITI.A]) que crece a lo largo del eje OY, lo cual se consigue en la practica con electroimanes
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moviles. Entonces los protones que estdn més arriba (y mayor) oscilardn mas répido y los de
abajo mas lentos. Desde fuera detectaremos una superposicién de estas ocilaciones en forma
de radiofrecuencia. Como habréds visto en mas de un curso, el andlisis de Fourier, concreta-
mente la transformada de Fourier, da el contenido que tiene una senal de cada frecuencia por
tanto podemos distinguir cuantos protones hay en cada horizontal. Si p(z,y) es la densidad de
protones en la “rodaja” que estamos examinando, sabremos ffooo p(x,y) dr para cada y. En
[Cha20] intenté dar una versién para el gran publico de esta explicacién. Te pasaré un par de
paginas de una versién antigua (de nuevo, si se me olvida, recuérdamelo). También puedes ver
un resumen rapido de la idea en 6:00-16:05 de la leccién 25 del curso:

https://www.youtube.com/watch?v=35gf0tjRcic&list=PLH_k6d9j21GUms4QZzokrkXGEoP6oxkYH

En realidad todo esto es una simplificacién, centrarnos en una rodaja requiere también un
gradiente. Para mas detalle te remito a las lecciones 20-26 del curso anterior. Son més de
cuatro horas y por tanto solo me atrevo a recomendartelo si tienes mucho interés.

5) Relee el parrafo anterior hasta que lo entiendas, y con las dos paginas que te pasaré y
los 10 minutos de la leccién 25, reproduce la idea con tus palabras en unas lineas.

Si la variacién del campo magnético se produce en otras direcciones®, tendremos informacién
sobre otras integrales de la densidad. El modelo matematico es que los datos obtenidos (tratados
con la transformada de Fourier) nos dan la funcién

Pg(t):/ P con rp;=xcosf+ysend =t.
To,t

Esto es lo que se llama, a veces con una normalizacion diferente, transformada de Radon. Nota
que g es la recta a distancia ¢ del origen con vector normal formando un angulo 6 con el
eje OX. Tomar como angulo el de la normal en vez del de la recta, es solo un convenio habitual.

6) Prueba que 7y, tiene estas propiedades.

El problema matematico que se plantea en la tomografia es obtener la funcién densidad p
a partir de la transformada de Radon. Lo resolvié J. Radon en 1917 mucho antes de que
nadie sonara con la posibilidad del uso de la tomografia en imédgenes médicas (en [Rad86]
hay una reimpresién). Este mismo problema aparece también en las TAC (Tomografia Azial
Computarizada), que son el pariente barato de las resonancias y alli el modelo es mucho mas
sencillo porque no hay resonancias de espines sino simples radiografias.

7) Lee lo que escribi para un curso en

https://matematicas.uam.es/~fernando.chamizo/asignaturas/model1415/fourier.pdf

1Los ruidos que se oyen cuando nos hacen una resonancia vienen del movimiento de los electroimanes secun-
darios para ajustar la direccién.
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sobre tomograffas y transformada de Radon (pp.12-13) y complétalo con [Cha04, pp. 75-77].
Si tienes acceso a [SS03, 7.5], alli hay también informacién, que seguramente esté mejor escrita
que la de mis documentos.

8) Motiva la transformada de Radon en relacién con la tomograffa (como en las lineas
anteriores) y enuncia y prueba la férmula de reconstruccion, que obtiene p a partir de Py(t),
sin preocuparte por temas de regularidad y convergencia.

Hay un caso de la reconstrucciéon tomografica que es particularmente sencillo. Aunque no
es relevante en las imagenes médicas, si tiene otras aplicaciones. Corresponde a la situacion
en la que la muestra tiene simetria radial, matematicamente p(z,y) = f (\/:U2 + y2), lo que
implica que Py(t) no depende del dngulo y se tiene (si no lo ves claro, hazlo como ejercicio)

o
Py(t) = / F(V2 +u?) du.
—0o0

A esta funcién F(t) = Py(t) se le llama transformada de Abel de f. Resulta que en este caso
la férmula para la reconstruccion se reduce a

1 [> F'(t

oy =—2 [T E g,
™), A /12 — 2

y su prueba es relativamente simple. Realmente el tratamiento original de la transformada

de Radon dado por el propio Radon [Rad86], estd mas cercano al que ahora hacemos de la
transformada de Abel.

9) Busca la prueba de la férmula anterior (estd por ejemplo en [Wik20], lee el comentario
que anado a continuacién) y escribela con todas las explicaciones que consideres convenientes,
sin entrar en temas de regularidad y convergencia.

Un comentario al margen es que las integrales

1 £2k+1 gy

Ik:/ con k€N, aeRT
a V(1 —82)(t2 —a?)

se pueden calcular explicitamente con variable compleja. En particular, se tiene Iy = 7/2,

I = n(a® + 1)/4. La primera integral se usa, con un cambio de variable, en la explicacién de

[Wik20]. Si no sabes cémo hallarla, puedes apelar a WolframAlpha® en tu redaccién.

El siguiente ejercicio yo creo que es ilustrativo pero si estds agobiado o te resulta dificil, te
lo puedes saltar. A mi juicio, la tinica dificultad es que te asusten los calculos al comprobar la
reconstruccién.

10) Imagina un tubo de seccién circular de radio 1 cuya densidad crece cuadraticamente
desde 0 en el centro a 3 en el borde. Escribe las férmulas para p, f y F. Comprueba que se
verifica la férmula de reconstruccion empleando los valores de Iy e I; anteriores, que puedes
dar por supuestos.
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Tarea a entregar. Como en anteriores ocasiones, debes escribir un documento que combine
los ejercicios anteriores. La primera parte, la de los calculos numéricos, deberia ir en el capitulo
correspondiente a la hoja anterior (la ecuacién de Bloch) del trabajo final, mientras que el
resto debe estar separado en uno nuevo. En el proyecto original lo llamé “Tomografia y la
transformada de Radon” pero puedes poner otro nombre si te parece mas adecuado.

En http://matematicas.uam.es/~fernando.chamizo/supervision/TFG/enlaces.html
tienes una plantilla para incluir figuras y cédigo en IXTEX, como ya te indiqué. Si la extension
de tu trabajo excediera mucho los limites recomendados, una posibilidad es relegar total o
parcialmente los programas y las figuras a un apéndice, que el tribunal no tiene obligacion de
consultar.

Te dejo libertad con respecto a la extensién. Si ves que queda muy largo, puedes minimizar
o incluso eliminar lo que se refiere a la transformada de Abel.
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