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En esta hoja vamos a estudiar la ecuaciéon que controla la resonancia de los protones y
ademas vamos a incorporar unos términos que tienen en cuenta los tiempos de relajacién. Estos
términos son mds bien heuristicos y fueron introducida por F. Bloch en [Blo46] para producir
en 1946 una ecuacion que lleva su nombre, mucho antes de que nadie ensonara las aplicaciones
médicas (el propio interés de Bloch era la resonancia de los protones como fenémeno fisico). Al
mismo tiempo, con otros autores, comprobé en [BHP46] que cuadraba con los experimentos.

El articulo [HL83] contiene explicaciones del trabajo de Bloch y de otras cosas, ya con las
aplicaciones a imagenes médicas en mente. Para mi gusto, es menos claro de lo que podria ser,
e incluso en lo relativo a resolver la ecuacién de Bloch me gusta més el original [Blo46].

Recuerda que la ecuacién fundamental que regulaba el momento angular del protén desde
el punto de vista clasico (lo que corresponde al espin con la perspectiva cudntica) era
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donde « es la constante giromagnética, que depende de la relacién carga-masa del protén. No
pierdas de vista, y tenlo en mente frente a posibles preguntas del tribunal, que el modelo “de
verdad” es cuantico y el momento angular de un protén solo puede tomar ciertos valores discre-
tos. De todas formas, como hemos visto en la hoja anterior, la electrodinamica clésica predice
resultados que son equiparables a los cudnticos. A la escala a la que funcionan las imagenes
médicas, con precisiones comparables a un milimetro, es imposible notar ningin efecto cuanti-
co. Hay ciertos misterios desde el punto de vista cldsico, concretamente por qué la constante
giromagnética tiene el valor que tiene y, a nivel mas fundamental, por qué los protones se com-
portan como imanes. Pero podemos dar todo ello por supuesto y no salir de la electrodinamica
clésica.

Si B era un campo magnético constante (originariamente en la direccién del eje Z), ya
habiamos visto que se producia la precesién. Ahora lo que vamos a estudiar es qué ocurre si
este campo es variable con la frecuencia de resonancia. Antes de nada, comprobemos que, sea
cual sea B , la ecuacién (*) implica una ley de conservacion: el momento angular puede cambiar
de direccién pero no de tamaifio. Con la interpretacién clasica del espin como giro, esto significa
que no es posible hacer que el protén gire méas deprisa.

1) Derivando ||L||? demuestra que para cualquier solucién de (¥) se tiene || L(t)]| = ||L(0)].

Consideramos un campo magnético variable con oscilaciones armoénicas en las dos primeras
coordenadas:
B = (B cos(wt), By sen(wt), By).

La idea es que Bj sea pequeiio en comparacion con By. Es decir, fundamentalmente seguimos
teniendo un campo magnético en la direccion del eje Z pero ahora hay una ligeras oscilaciones
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periédicas en el plano XY . En la maquina de resonancias, By viene producido por el iman
principal y los términos oscilatorios, por radio frecuencia.

2) Prucba que para este B la ecuacién (*) equivale a

P 0 By — By sen(wt)
¥ A(t)L con A(t) =~ —By 0 By cos(wt)
Bisen(wt) —Bj cos(wt) 0

Ahora surge un problema curioso de ecuaciones diferenciales ordinarias, que es muy posible
que nunca te hayan contado. Aparentemente, por derivacién directa, para cualquier matriz
cuadrada A = A(t)

? d

t
i = exp (/0 A(u) du)yj’(()) = &Zj: Ay

donde la integral de la matriz es elemento a elemento y supongo que conoces qué significa
la exponencial de una matriz. Esto permitiria resolver cualquier sistema lineal de ecuaciones
diferenciales de primer orden. Sin embargo esta implicacién, con la que uno lograria enganar
a mas de un profesor, es falsa. Funciona cuando A(t)A(s) = A(s)A(t), para todo t y s, en
particular si A es constante o si la dimensién es 1, pero, en general, no en otros casos.

3) [opcional] ;Por qué la derivada exp <f(;e A(u) du) no es A(t) exp (fot A(u) du), en gene-
ral, como ocurre cuando A es una funcién R — R?

Para solventar este problema en nuestro caso vamos a hacer un cambio de variable

. cos(wt) —sen(wt) 0
L=Ct)V con C(t) = [sen(wt) cos(wt) O
0 0 1

Esto es un giro de angulo variable. La idea es que si el vector B esta girando y nosotros giramos
a la misma velocidad, nos parecera que esta quieto.

4) Comprueba que con el cambio de variable anterior la ecuacién es

Cg = (= O(=t)C'(t) + C(—)A(t)C (1)) V.

Para ello necesitards explicar por que C(—t) es la inversa de C(t).

5) Muestra que

0 w+vDBy 0
—C(=t)C'(t) + C(—t)A(t)C(t) = D con D= |—-w—~By 0 vBi1
0 —’}/Bl 0
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y se tiene V(t) = exp(Dt)V (0).

Lo importante del cambio de variable anterior es que consigue que D sea constante, inde-
pendiente de t.

En el resto de la hoja vamos a ocuparnos del caso de resonancia w = —wgy con wy la
frecuencia angular! de Larmor, wg = By, lo que simplifica D. El signo negativo en w solo
indica un sentido de giro.

6) Demuestra (siempre en el caso de la resonancia) que

1 0 0
exp(Dt) = [0 cos(wit) sen(wit) con w; =7Bj.
0 —sen(wit) cos(wit)

Concluye que la solucién general de (*) para nuestro B es

cos(wot)  sen(wot) 0 1 0 0
L(t) = | —sen(wopt) cos(wot) 0] |0 cos(wit) sen(wit) | L(0).
0 0 1/ \0 —sen(wit) cos(wit)

De acuerdo con nuestra hipdtesis, w; es mucho menor que wg. Asi tenemos en general
un giro rapido alrededor de un eje (inicialmente, el eje Z) que a su vez se va moviendo, en
comparacién, lentamente. Solo hay una solucién en la que ese giro lento del eje no se manifiesta.

7) Comprueba que L(t) = (cos(wot), — sen(wot), 0) es solucién de (*).

Por lo que has estudiado del esquema basico de las resonancias magnéticas, sabes que esta
solucién corresponde al caso en que se hace resonar al protén, pero la teoria anterior muestra
que es solo un caso particular. Con una condicién inicial E(O) que no estuviera en el plano XY
siempre apareceria el giro lento del eje.

8) Partiendo por ejemplo de E(O) = (1,1,0) con wp = 1 y wy = 1/20, utiliza tu software
favorito para pintar la curva que describe (Ll(t), L2<t)) cuando t € [0,7T] con L= (L1, Lo, L3)
la solucién de (*). Experimenta con varios valores de T' de la forma 27k y quizd también con
otras condiciones iniciales

En diversos modelos matematicos se establece que la variacién de cierta cantidad es pro-
porcional a la diferencia con cierta valor de equilibrio. Si la constante de proporcionalidad es
negativa, el modelo mostrara una resistencia a separarse del valor de equilibrio y, en ausencia
de otras acciones, tenderd a la larga a él.

'Por si no lo tienes claro, la frecuencia v se mide en ndmero de vueltas por unidad de tiempo y la frecuencia
angular w en nimero de radianes por unidad de tiempo. Por tanto w = 27v.
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9) Sea y = y(t) una solucién de y' = —k(y — ¢), donde k > 0 y £ € R. Demuestra que sea
cual sea el valor inicial y(0), se tiene que y(t) — ¢ cuando ¢t — +oo. En este sentido, ¢ es el
valor de equilibrio. Muestra también que £~ log 2 es el tiempo que debe transcurrir para que y
adquiera un valor a medio camino entre y(0) y ¢ (supuestos distintos).

En el contexto de las desintegraciones radiactivas, se dirfa que k™ log 2 es la vida media.

En el caso de las resonancias magnéticas, hay una interacciéon entre un protén y los nticleos
del resto de los atomos que provoca cierta resistencia a que el espin de una zona localizada
de los nicleos atémicos de hidrégeno deje de estar alineado con el campo magnético principal
(0,0, Bp). Con esta idea en mente, Bloch consider6 que en vez de (*), la ecuacion realista debia
anadir un término en cada componente como el —x(y — ¢) del ejercicio anterior, donde £ = 0
para las dos primeras coordenadas. De esta forma se llega a la ecuacidn de Bloch:

dL - o

i vL x B+ (= BL1,—BLy, —a(Ls — Lsg)).
Aqui Lsp es el valor de la tercera coordenada del momento angular inicial (en teoria, para
Bloch, incluso antes de conectar el campo variable). La constantes o y 8 son distintas por dos
tipos de interacciones (por si lo has visto en los videos o lo lees en [HL83], son espin-reticulo y
espin-espin, respectivamente). Aqui no nos preocuparemos demasiado por estas interacciones
y consideraremos la ecuacién como lo que es, un modelo tedrico razonable que funciona bien
en la practica. El primer término tiene unidades de momento angular entre tiempo, por tanto
«a y [ tienen unidades de inversos de tiempo, lo que motiva definir los tiempos de relajacion

T = a! y Ty = ﬁil'

La ecuacién original (*) corresponde a T} = Ty = co. Fuera de este caso, deja de ser cierto
que ||L|| se conserve.

Ahora vamos a hacer un pequefio anélisis tedrico de la evolucién a la larga de las soluciones.
Para simplificar, vamos a considerar el caso 11 < oo, T = oo (que no es muy realista porque
en la practica a es menor que ().

10) Haz el cambio L = C(t)V que habfamos visto antes en la ecuacién de Bloch con 8 =0
en el caso de resonancia w = —wy y muestra que se reduce a

dv
(**) i (0,vB1V3, —yB1Va — a(V3 — Ls)).

En particular, V] es constante.
Es posible aprovechar lo anterior para que practicamente no haya que hacer ningin célculo.
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11) Comprueba que los autovalores de la aplicacién lineal
(Va,V3) = (yB1V3, —yB1Va — aV3)
tienen parte real negativa. Explica por qué esto implica que todas las soluciones de

d(Va, V3)
dt

cumplen V5(t), V3(t) — 0 cuando t — oc.

= (vB1Vs, —yB1Va — aV3)

12) Con lo que has aprendido en el ejercicio anterior, muestra que cualquier solucién de (**)
cumple V3(t) — 0y Va(t) — aLso/(yB1). Concluye, que a la larga la solucién de la ecuacién
de Bloch bajo las hipétesis anteriores (8 = 0, w = —wy) tiende a ser un vector L que gira con
velocidad angular wg en el plano XY.

El caso 8 > 0 se trata de forma parecida y aunque en este caso no se cumple que L tienda
a estar constrenido al plano XY, si es cierto que, bajo las condiciones numéricas practicas, su
tercera coordenada es mucho méas pequeia que su la norma limite de HEH En la préxima hoja
estudiaremos algunas de estas soluciones computacionalmente.

Tarea a entregar. Escribe un documento que combine los ejercicios anteriores. La hoja
de la precesién de Larmor era una parte importante de tu trabajo y esta, como continuacién
suya, también lo es porque aparecen por fin las consecuencias matemaéticas de la resonancia.
No escatimes explicaciones e incluye alguna de las graficas que se piden en uno de los ejerci-
cios. Recuerda que en http://matematicas.uam.es/~fernando.chamizo/supervision/TFG/
enlaces.html tienes una plantilla para incluir figuras y cédigo en KTEX.

Una extension de unas seis paginas me parece adecuada pero no lo tomes en absoluto como
una imposicion.
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