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El propésito de esta hoja es introducir las formas modulares. Una de las mejores fuentes
que conozco de la teoria bésica es [Zag08|, un largo articulo que incluye pocas pruebas pero
da una panordmica magnifica. Esta disponible en https://people.mpim-bonn.mpg.de/zagier/
files/doi/10.1007/978-3-540-74119-0_1/. Un librito clasico con lo bésico de formas modulares
es [Ser73] aunque posiblemente te resulten mas atractivo para consultar notas como [Masl15] o
el libro [Iwa97].

En la teorfa temprana de funciones elipticas ya aparecieron expresiones como ) . wk

que dependia homogéneamente del reticulo de periodos A = {mw; + nws}. Es decir que al
multiplicar el reticulo por un nimero (complejo) el resultado se multiplicaba una potencia
(negativa) de dicho niimero. Para concretar

1) Dados {wi,wa} y {w],w}} ordenados de forma que I(wq/w2) y I(w)/wh) sean positivos,
prueba que ambos generan un mismo reticulo A si y solo si

Wil (a b\ [w . . a b
(wé) = (C d) <w2> para cierta matriz (C d> € SLa(Z).

Por si no lo has visto nunca, se llama SLs(Z) al grupo de matrices de determinante 1 con
elementos en Z.

De esta forma para que una funcién de los periodos dependa solo del reticulo, debe cumplir
F(w1,ws) = F(awy + bwa, cwy + dws). Si es homogénea se puede sacar un factor (cwi + dws)~*.
Redefiniendo z = w;/we, que estd en el semiplano superior H. Esta idea de funciones ho-
mogéneas de un reticulo lleva a considerar funciones f : HH — C tales que

. 2
(1) Fy2) = (45(2))"f(2)
donde, con la notacién anterior se define vz para v € SLy(Z) como vz = (az +b)/(cz+d) y
Jy(2) = ¢z 4+ d. Tomando v = —I se ve que la tnica posibilidad para f no idénticamente nula

es que k sea un entero par. Consideraremos en lo sucesivo k > 0. El caso k < 0 corresponderia
a los reciprocos de funciones que no se anulan y cumplen (1).

2) Comprueba las propiedades

Sz

Sz = m y Jrya (2) = G (722) 572 (2)-
¥

Fijate que la primera asegura que f(vz) tiene sentido. Puedes dar una demostracién de la
segunda casi sin cuentas notando que la derivada (con respecto de z) de vz es ( jy(z))f2

Se puede probar que el grupo SLa(Z) estéd generado por {£I,S} con S la matriz del giro
que dngulo /2, que da la inversién Sz = —1/z. Por tanto pedir (1) para k par es lo mismo
que pedir f(z +1) = f(2) y f(=1/2) = 2*f(2). A base de aplicar estas transformaciones la
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funcién f queda caracterizada por sus valores en el llamado dominio fundamental estandar
{z 1 |z] > 1, |Rz| <1/2}.

3) Busca en la bibliografia una prueba de estos hechos y escribe una lineas explicando las
ideas. Esto viene en casi cualquier sitio [Zag08, Prop.1], [Mas15, Th.1.5.1] (por si te sirve, en
[CR10] dimos una prueba esquemadtica).

Consideramos las funciones holomorfas que cumplen (1). Son en particular 1-periddicas y
admiten un desarrollo de Fourier. Imponiendo que f(x + iy) crezca menos que un polinomio
cuando y — +0o (o equivalentemente la holomorfia en el infinito en cierto sentido que no
explico) se llega a que tal desarrollo no tiene términos con exponentes negativos, es de la forma

(2) f(z) =) ane®™m.
n=0

Se llama forma modular de peso k a una funcién holomorfa f : HH — C que cumple (1)
con crecimiento a lo més polinémico en z.

Diferentes autores dan variantes de la definicién distinguiendo por ejemplo entre formas
modulares y funciones modulares. Lo menciono solo por si te choca en algo de lo que leas.

El ejemplo maés basico de forma modular ya ha aparecido antes:

3) G =5 Y (mztn)

(m,n)€Z?

donde la prima indica que se omite (m,n) = (0,0). Se dice que G, es la serie de Fisenstein de
peso k. El factor 1/2 a veces no se pone, depende de los autores.

4) Comprueba que para k > 2 par G, es una forma modular de peso k.

5) Se llama serie de Eisenstein normalizada de peso k a Ej definida como Gy pero restrin-
giendo la sumacién a los m, n coprimos (sin divisores comunes distintos de £1). Prueba que
E(z) = Gk(z)/¢(k) donde el denominador es la funcién ¢ de Riemann.

Ahora vamos a hallar el desarrollo de Fourier (2) de Gj. Veremos que sus coeficientes
dependen de la funcién aritmética
_ k
or(n) = Z d

din

donde la suma es sobre los enteros d > 0 que dividen a n.
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6) Demuestra

P — 97 2minz _ — ( ) c H.
(e’ mngoe Z+ E z+n+z—n para z € H

La sugerencia es que sumes el primer miembro como una serie geométrica y después emplees
la descomposicién en fracciones simples de cot z explicando un poco de dénde sale (mira por
ejemplo [SS03, §3.2] o [AhI78]).

7) Derivando suvesivamente halla el desarrollo de Fourier de ", _,(z 4+ n)~"* para k > 2

par.

nez

8) Deduce finalmente que para k > 2 par
. (27m)k - 2mwinz
(4) Gr(z) = ((k) + (=] ;Gk—l(”)e .

Las formas modulares que cumplen f(ico) = 0, es decir, las que tienen ap = 0 en (2) se
llaman cusp forms (a veces formas parabélicas o cuspidales, en espanol) y desempenan un
papel importante. El resto de la hoja esta dedicado a la mas famosa, la funcion discriminante

[e.9]

(5) A(Z) _ e27riz H (1 - e27rinz)24_

n=1

Esta claro que tiene ag = 0, lo que no esta nada claro es que sea una forma modular. El resto
de los a, se suelen denotar como 7(n) y se dice que 7 es la funcidn de Ramanujan, quien
observé sin prueba algunas propiedades que después resultaron ser cruciales en un contexto
méas amplio y relacionadas con profundas cuestiones de teoria de niimeros.

Una de las observaciones de Ramanujan, a partir de la pequena tabla que elaboré, es que
T(nm) = 7(n)7(m) si n y m son coprimos. Esto lo probaremos més adelante en tu trabajo y
la prueba sera bastante indirecta.

9) Halla 7(2) y 7(3). Sabiendo que 7(6) = —6048, comprueba que 7(6) = 7(2)7(3).

Nota que calcular 7(6) a mano llevaria un buen rato de operaciones con (5). Si tienes
curiosidad, en [Ram00] Ramanujan presenta un atajo y da una tabla de 7(n) para n < 30.

Nuestro objetivo ahora es demostrar que (5) es una forma modular de peso 12. Para ello
notemos primero que aunque G no tiene sentido con la definicién original (por la falta de
convergencia), el segundo miembro de (4) si lo tiene para k = 2 (jves claro por qué esa serie si
converge?) y por tanto podemos definir Go a través de ella y también Es(z) como Ga(z)/((2).
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Una sorpresa es que Go definida de esta forma no es exactamente modular de peso 2. Lo que
se cumple es

T
23z

* . 2 vk *
(6) G5(v2) = (j4(2))"G5(2)  con G3(2) = Ga(2)
Nota que G5 no es estrictamente una forma modular de peso 2 porque no es holomorfa.

10) Busca la prueba de (6) en internet o en la bibliografia (por ejemplo [Zag08, §2.3],
[Ser73, VIL.4], [Masl5, §1.7]) y escribe un esquema resumido de ello.

11) Prueba que
A'(z)
A(z)

12) Usando (6) y el ejercicio anterior, prueba

(A(—1/2)>’ 0

= 27TiE2(Z).

212A(2)

y tomando z = ¢ deduce que A es una forma modular de peso 12.

Tarea a entregar. Redacta un documento que conecte lo que has escrito para los ejercicios
de esta hoja. Ya sé que es un poco larga. No te pongo limitacion de espacio pero intenta ser
breve.
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