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Una vez muestreada una senal y transformada en valores pertenecientes a un conjunto
discreto, esto es, digitalizada, un paso natural es codificarla, representarla de manera eficiente
para su almacenamiento y transmision. Por ejemplo, hay decenas de miles de palabras en
espanol y podriamos codificar cada una con un nimero de cinco cifras. En cuanto lo pensemos
un poco, veremos que en un texto normal es mas eficiente codificar las palabras comunes con
nimeros mas cortos, igual que cuando informalmente se abrevia “que” con “q”.

Lo que se pregunté Shannon en un famosisimo articulo [4] fue cudn eficiente puede ser este
proceso dependiendo de la frecuencia con que aparecen los datos que queramos codificar. Antes
de abordar este problema, introdujo una funcién de las probabilidades muy importante en teoria
de la informacién. Para motivarla, escribe literalmente en [4] que quiere definir “una cantidad
que mida, en algin sentido, cudnta informacion se produce |...| o, mejor, con qué frecuencia
se produce” y unas lineas mas adelante “una medida de cudnta eleccion estd implicada en la
seleccion de un evento o cudnta incertidumbre tenemos en el resultado”.

Tomando prestado un nombre de la termodindmica, llamé a esta funcién entropia y la
denoté con H(p1,...,pn). Aqui Zj pj = 1y p;j € [0,1] porque son probabilidades. Parece
normal limitarse a p; € (0,1] para evitar situaciones que no ocurren nunca, y asi lo haremos
después, aunque ahora es irrelevante. El caso p; = po = -+ = p, = 1/n aparece varias veces y

i) H es continua.

ii) {77(”)}20:1 es una sucesién creciente.
i) n(n) = H(%,..., %) + Z?:l %n(a;) para a; € Z>q con 25:1 aj =n.

La primera propiedad es solo algo técnico, la segunda es natural porque mas posibilidades
dan més incertidumbre. La tercera es la que suena mdés rara. Para motivarla, imagina que
tenemos que escoger una bola de una urna en la que hay n bolas distinguibles. La entropia
es 1(n) porque cada una tiene probabilidad 1/n. Digamos que alguien fija k colores y pinta a;
bolas del color j para cada 1 < j < k y después distribuye las bolas en k urnas de acuerdo
con su color. A nosotros nos da igual el color que tengan para hacer una eleccién, pero ahora
podriamos llevarla a cabo en dos pasos: primero escogemos una urna con la probabilidad que
indique el nimero de bolas que contiene, lo cual tiene entropia H (%, ceey %’“) y después dentro
de esa urna escogemos una bola, lo que tiene entropia n(b;) para la urna j que escogeremos a;
veces de cada n. Sumar las incertidumbres es lo que da lugar a iii). Lo que indica esta propiedad
es que la incertidumbre no varia si descomponemos una eleccién en varios pasos.

Shannon demostré que la tnica funcién que cumple las propiedades anteriores es

n
(1) H(pi,....pn) = — Y _pjlogsp;
j=1

o esta férmula multiplicada por una constante positiva. Aqui log, es el logaritmo en base dos
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y se conviene que plog, p es cero si p = 0. Antes de probar esta afirmacién, te propongo un
ejercicio previo para que ordenes tus ideas.

1) Lee [5 §2] (quizd saltandote la entropia condicional), da un vistazo a la primera seccién
de [3], relee la explicacién que te he dado aqui y con todo ello trata de escribir unas lineas
motivando la nociéon de entropia. La extensién la dejo a tu arbitrio. Puede ser algo breve o
unos cuantos péarrafos.

Pasamos ahora a la prueba de que se sigue de los cuatro ejercicios siguientes.

2) Comprueba que tomando a; = n = k = 1 en iii) se deduce n(1) = 0. Cambiando n
por n? y con una eleccién adecuada de los a; muestra que n(n?) = 2n(n). Elabora un argumento
inductivo para concluir que, en general, n(n"") = mn(n) para m € Zxg.

3) Para cualquier n € ZT y { € Z>¢ existe un m € Z>g tal que 2™ < nt < 2m+1 Utilizando
las propiedades, prueba mn(2) < n(n’) < (m + 1)n(2) y justifica

l
logyn  f—00 logy(nf)
4) De lo anterior se sigue n(n) = n(2)logy n. Despeja H (%, ..., %) de iii) para obtener
que (|1)) es cierto con p; = a;/n salvo multiplicar por 7(2). Explica por qué este resultado se

cumple aunque los p; no sean fracciones.

5) Estd claro que multiplicar por cualquier constante positiva no altera las propiedades, por
tanto, es licito escoger 7(2) = 1. Comprueba que realmente satisface las tres propiedades.

Parafraseando lo dicho al principio, en pocas palabras, el objetivo de Shannon era saber
hasta qué punto se puede comprimir un fichero usando la codificacion adecuada. Parece una
pregunta demasiado ingenua, sin embargo tiene una respuesta matemaética bastante precisa.

Para introducir la teoria de la codificacion, suponemos que tenemos un conjunto finito

S = {s1,...,8,} que es un espacio de probabilidad, es decir, cada s; tiene asignada una
probabilidad p; y > D= 1. Extendiendo ligeramente la notacién anterior, se define la entropia
de S como H(S) = H(p1,-..,pn)- Uno puede tener en mente que S es un conjunto de caracteres

o palabras que aparecen con cierta probabilidad.

Un cdodigo binario prefijo es una funcién C' : S — B donde B es el conjunto de cadenas
finitas de bits (listas de ceros y unos) tal que ningtin C(s;) sea “prefijo” de un C(s;), es
decir, que C(s;) no empiece por la cadena C(s;). La definicion de C se extiende a cadenas

imagenes. Por ejemplo, si C'(a) = 1011 y C(b) = 010 entonces C(a,b) = C(ab) = 1011010.
Aqui (a,b) o ab, como lo prefiramos escribir, estd en S?. En SV se asigna a (sj,, 8jy,-- -, Sjx)
la probabilidad pj, pj, - - - pj, con ello se convierte también en un espacio de probabilidad. Si no
ves claro que las probabilidades suman uno, escribe alguna linea en tu trabajo para justificarlo.
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La condiciéon de prefijo se introduce para que no haya ambigiiedades y las codificaciones se
puedan descifrar. Para ilustrar este problema, si en S = {a,b, ¢} definimos C(a) =0, C(b) =1
y C(c) = 01, no se cumple la condicién de prefijo porque C(a) es prefijo de C(c) = 0 y no
sabriamos si 101 significa bc o bab.

6) Explica en pocas palabras porqué los cédigos prefijo cumplen que C' : SN — Bes
inyectiva y que las imagenes para distintos valores de N son disjuntas, por tanto, siempre se
pueden descifrar.

En realidad, hay cédigos descifrables que no son prefijo, pero se puede demostrar que,
en algun sentido, se pueden reducir a estos [2] y por ello los resultados matematicos que
probaremos (Teorema |1} Corolario 2| y Lema [3)) son validos para todos los c6digos binarios
descifrables. No nos meteremos en esto para no alargar mas la hoja. A partir de ahora usaremos
la palabra “cédigo” como sinénimo de “cédigo binario prefijo”. También supondremos p; # 0
porque no tiene sentido asignar codificaciones a simbolos que no aparecen nunca.

La longitud de una cadena de bits es el nimero de bits que contiene y la indicaremos con
barras. Asi escribiremos [110| = 3, |01| = 2, etc. En relacién con esto, se define la longitud
media de un cédigo como

L(©) = Y pi|Csy)

y, consecuentemente, si consideramos el cédigo en SV (sobre cadenas de N elementos)

Ln(C) = Z pjl"'ij‘C(Sjn"'vst)‘-

Jiyein=1

Estas definiciones son naturales: la codificacién de cada elemento contribuye a la longitud de
acuerdo con la frecuencia con que aparece.

Por ejemplo, en S = {a,b,c} con p; = %, p2 = p3 = 1 consideremos los cédigos C, C' y C”

que responden a estas tablas:

o

al|b|c a C alb|c
C|00|01]10 Cc'|10]0]11 C”"l0]10] 11

El primero es el mas obvio: nimeros consecutivos en binario. Los otros son mejores porque
reducen la longitud y el mejor de todos es el dltimo porque da una codificacién maés corta al
elemento méas frecuente, con lo que conseguiremos una mayor compresion.

7) Comprueba que, realmente, con las definiciones anteriores L(C) > L(C’) > L(C").
Calcula también Lo(C) y La(C").

En breve veremos que el siguiente ejercicio se deduce del Teorema I pero ahora, para
practicar, quiero que lo hagas sin usarlo. Si quieres, no lo reflejes en el trabajo.
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8) Demuestra que C” es un c6digo 6ptimo en S en cuanto a la compresion, en el sentido
de que no existe otro cédigo C" con L(C"") < L(C").

Con estas definiciones, ya podemos dar una formulaciéon matemaética a la pregunta de cuanto
se puede comprimir un fichero. Lo que deseamos es encontrar una codificacién que minimice
la longitud media. Shannon no dio una solucién completa a este problema (lo hizo Huffman
cuatro anos después), pero establecié unos limites superior e inferior que son muy importantes
en la teoria y estdn recogidos en el siguiente resultado. En inglés se le llama source coding
theorem. En espanol alguna vez he leido teorema de codificacion de fuentes.

Teorema 1. Sea S como antes y H(S) la entropia asociada a sus probabilidades, entonces
H(S) <ming L(C) < H(S) + 1 donde el minimo es sobre todos los cddigos C definidos en S.

En términos préacticos, la siguiente consecuencia (no obvia) es bastante interesante.

Corolario 2. Para cualquier N € Z1 se tiene NH(S) < minc Ly(C) < NH(S) + 1 donde
el minimo es sobre todos los cddigos C definidos en SN . En particular, cuando N tiende a
infinito, N "' ming Ly (C) — H(S) .

9) Comprueba que el cédigo C” del ejercicio anterior cumple L(C") = H(S) y, por tanto,
segin el Teorema [1| tiene la minima longitud media posible.

Te cuento un ejemplo numérico para que veas el interés practico y entiendas el significado
de estos resultados. Supongamos un fichero con un texto muy largo compuesto solo por dos
caracteres A y B que aparecen aleatoriamente con frecuencias del 80 % y del 20 %. Es decir,
S = {A,B}, p1 = 0.8, po = 0.2. la entropia es aproximadamente 0.72. Si el texto tiene T letras,
los ordenadores habitualmente codifican cada letra con 8 bits, con lo cual ocupard 81" bits en
la memoria. Si codificamos cada letra por separado, lo tinico sensato es lo obvio de codificar
C(A) =0y C(B) =1 con lo que todo el texto ocupara T bits en memoria. Se tiene L(C) =1
lo que cuadra con el rango del Teorema [} Si agrupamos los caracteres de N en N, el texto
quedard dividido en T'/N bloques y segtn el Corolario |2, con un c6digo adecuado, cada bloque
pasard a ocupar una longitud de entre 0.72N y 0.72N + 1 bits. En total el texto ocupard entre
0.72T y 0.72(T + 1/N) bits. Si N es muy grande, lo que requiere que 7" sea muchisimo mayor
(para que tenga sentido considerar la media de las longitudes), en el limite la longitud sera
0.72T, es decir, la entropia esta relacionada con el factor 6ptimo de compresion.

El software de compresién que tenemos habitualmente en nuestros ordenadores, como zip,
se basa en un algoritmo que en el limite, para ficheros enormes, tiende a ser éptimo, aunque
es justo aclarar que la convergencia es lenta. Te propongo en los tres ejercicios siguientes que
compruebes estas cosas en la précticaﬂ En el trabajo incluye el programa y las explicaciones

!Si estds muy perdida, lo mismo te sirve de algo el programa python que tengo en https://matematicas.
uam.es/~fernando.chamizo/dark/d_anti_comp.html|y los comentarios que hago alli. Quiza tengas que incluir
también import random en la cabecera.


https://matematicas.uam.es/~fernando.chamizo/dark/d_anti_comp.html
https://matematicas.uam.es/~fernando.chamizo/dark/d_anti_comp.html
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tedricas que consideres convenientes.

10) Escribe un programa en el lenguaje que prefieras que genere un texto de 10° caracteres
que responda al esquema anterior y que lo guarde en un fichero. Es decir que esté compuesto
por caracteres A y B al azar teniendo el primero una frecuencia del 80 % y el segundo del 20 %.

11) Mira las propiedades del fichero y comprueba que ocupa 8 millones de bits. Seguramente
te aparezca en otras unidades, si es en bytes, serd un millén. Ahora comprime el fichero con
el software que tengas a mano y comprueba que se cumple que el tamano en bits es mayor
que 10H(S). En principio cambiando 10° por longitudes mucho mayores se deberfa ver que
la tasa de compresién se acerca a H(S), pero creo que es dificil que lo puedas apreciar por la
lentitud de la convergencia.

12) Experimenta con otras asignaciones de las probabilidades o con S incluyendo mas
caracteres comprobando en cada caso que se respecta la cota inferior. Se obtienen mejores
resultados con probabilidades uniformes. Por ejemplo, prueba con S conteniendo 10 simbolos
YP1="'=p10=1%-

Pasamos ahora a las demostraciones. En primer lugar, veamos porqué el Corolario [2] es
realmente un corolario. Si lo piensas un instante, lo inico que hay que hacer es resolver el
siguiente ejercicio:

13) Demuestra que H(S™) = NH(S). Indicacién: Justifica que el coeficiente de logs p,, en
N N N N N-1
Z?l,‘..,j]v:l Pji v Djn 2o1=1 1082 pj, €s D015, 2?1,-;.,j1v=1 Pji Dy = 21k pm(Zj:l pj) y

Ji=m

esto es Npp,.

Para la prueba del Teorema [I] se utiliza el siguiente resultado auxiliar:

Lema 3 (Desigualdad de Kraft). Dado un cddigo sobre S = {s1,...,Sn}, las longitudes de las
codificaciones l; = ’C(sjﬂ satisfacen Z;‘L:1 274 < 1. Reciprocamente, dados l; € ZF cuales-
quiera que verifiquen esta desigualdad, siempre existe un cédigo C' tal que lj = |C’(sj)}.

14) Lee la demostracién de la desigualdad de Kraft en [6] y refléjala con tus palabras
en el trabajo. Solo tienes que leer la parte titulada Proof for prefix codes, que son los que
consideramos aqui. Debes suponer r = 2 porque nuestros cédigos son binarios.

Lo que queda es probar el Teorema |1l Los dos primeros ejercicios dan la cota inferior y el
tercero la cota superior.

15) Considera la funcién F(z1,...,z,) = — Z?:l pjlogy x;. Usando multiplicadores de
Lagrange u otro método, prueba que su minimo en la regién {Z € (0,1)" : Z?:1 xj =1} se
alcanza para x; = p;.
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16) Utilizando el ejercicio anterior y el Lema [3] escribiendo o = (Zyzl 27l )_1 con la
notacion alli indicada, deduce la cota inferior en el Teorema [I] justificando

H(S)=F(p1,...,pn) < F(27h0,...,27ng) < F(270 ... 27"y = L(0O).

17) Para cada j sea [; un entero que cumple —logy p; < 1; < 1 — log, p;. Explica por qué
se puede aplicar la segunda parte del Lema [3|y deduce de ello que existe un cédigo de longitud
media menor que » 7, p;(1 —logy p;) que es igual a H(S) + 1.

Por si quieres mirar bibliografia sobre los conceptos que parecen en esta hoja, la referen-
cia [1] es buenisima y elemental. Es un cldsico que supongo que se podré encontrar por internet.
Si quieres algo més matemadtico y de mayor nivel, [2] es muy legible.

Tarea a entregar. Escribe un documento que combine las soluciones de los ejercicios an-
teriores. Como no quiero que te agobies al final, me estoy planteando reducir las hojas a 4 a
costa de extender un poco su longitud y por eso en estd propongo una extensién de a lo mas 8
péaginas sin contar ni cédigo ni bibliografia. La idea es que, si quieres, los ejercicios pueden com-
plementarse con mas explicaciones que reflejen las que doy aqui y leas en las referencias. El
resultado serd el tercer capitulo de tu TFG con el titulo Codificacién y compresion o cualquier
variante que te parezca adecuada. Quiza es mas propio Codificacién o Teoria de la informacion,
escoge el que prefieras.
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