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Para terminar de acuerdo con tus previsiones, mi idea es que esta hoja sea la dltima. Ten
en cuenta que cuando la termines todavia habra trabajo que hacer para corregir las erratas
que queden y dar a los diferentes capitilos cierta conexion revisando las referencias entre ellos.

Lo que vamos a desarrollar a continuacion es la relacion entre algunas series de Dirichlet
y la distribucién de los primos. Primero introduzcamos un poco de notacién. Consideremos la
funcién contadora de los primos:

m(z) = {p <z : p es primo}|.

Tradicionalmente se considera € RT aunque toda la informacién estd en x € ZT. Gauss
observé que m(x) se parecia a Li(z) = f; dt/logt, la funcién llamada logaritmo integral. Por
la regla de I'Hopital se cumple Li(x) ~ x/logz y entonces si solo estamos interesados en
férmulas asintéticas, no en buenas aproximaciones numéricas, el resultado béasico acerca de las
distribucién de los primos relacionado con la observacion de Gauss es

(1) ()

x

~ cuando x — 4o00.
log z

Esto es lo que se llama Teorema de los nimeros primos. Pasaron aproximadamente 100 anos
desde la conjetura de Gauss hasta que C. J. de la Vallée Poussin y J. Hadamard lo demostraron
en 1896. La primera parte de esta hoja estd dedicada a deducir este resultado del Teorema
de Wiener-Ikehara combinado con alguna informacién acerca de la funcién ¢. Normalmente en
esta linea se utiliza la funcién ¢(z) = > __ A(n) introducida en la Hoja 2 y relacionada con
la funcién ¢ por medio de

n<x
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Para abreviar escribiremos en esta hoja F'(s) = —(’(s)/((s). Recuerda que también sabfas de
hojas anteriores que aunque la serie de Dirichlet de ((s) tiene o, = 0. = 1, esta funcién admite
una extensién meromorfa a ¢ > 0 con un unico polo en s = 1 que es simple y de residuo 1.

1) Deduce a partir de las propiedades recién mencionadas sobre la extensién meromorfa
que
lim eF(14+¢€) =1 y lim eF(1+ €+ ity) = —v(tp) paraty € R — {0},
e—0t e—0+
donde v(tg) es el orden de anulacién de ((s) en s = 1 4 itg. Esto es, cero si no se anula y la

multiplicidad del cero si se anula (esta multiplicidad es siempre un nimero natural). Indicacién:
El desarrollo en serie de ((s) alrededor de sy = 1 + ity es de la forma ZZOZV(tO) ap(s — so)F.

Con este resultado, siguiendo la simplificacién de [8] de un argumento cldsico, vamos a ver
que siempre v(tg) = 0, es decir, que ((1 + it) no se anula nunca.
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2) Justifica la férmula

22:2 <2ik>F(1+6+ikto) = i

k=— n=1

Afzz (nito/Q i n—it0/2)4 >0
n

y multiplicando por € y tomando limites, deduce v (tp) = 0. Indicacién: Tras notar v (ty) = v(—to)
(;por qué?), todo lo que hay que utilizar para concluir v(¢y) = 0 a partir de la férmula anterior
es (3) < (‘11) + (é) Por otro lado, la férmula se reduce a una sencilla manipulacién con el
binomio de Newton. Intenta sintetizar.

3) Explica por qué —s 'F(—s) + (s + 1)~! define una funcién continua en o < —1.

4) Explica por qué la segunda férmula de dice que —s 1 F(—s) es la transformada de
Mellin de ¥ (x). Aplica el teorema de Wiener-Tkehara, comprobando sus hipdtesis, y concluye
la férmula asintética ¥ (x) ~ x que, como veremos a continuacion, implica .

Para deducir el teorema de los niimeros primos conviene pasar por una funcién intermedia.
5) Prueba que
Y(x) ~x implica Y(z) ~x donde U(x)= Zlogp.

p<z

Indicacién: Nota que hay menos de z'/2 primos con p? < z y para cada k < 2 hay menos de
z/3 con p* < z. Puedes utilizar esto para obtener 1(z) = 9(z) + O(z"/?logz + z'/3 log? ) =
I(z) + O(z'/?log ). Como curiosidad, se puede probar 9 (z) = 9¥(x) + O(z'/?), pero es més
avanzado [6, Cor.2.5] e irrelevante para nuestros propdsitos.

6) Finalmente, deduce el teorema de los niimeros primos (|1|) a partir de ¥(z) ~ x mostrando
primero las siguientes desigualdades para cualquier x > 1y e > 0

ra)> 2 s 5 B g S - (1- g (r(e) + 0@ )).

log log z
el-e<p<a al-e<p<az

En realidad, desde hace unos afos se sabe que es posible reemplazar el teorema de Wiener-
Ikehara por otro resultado mucho més sencillo cuya prueba requiere solo conceptos bésicos de
variable compleja. Con ello, D. J. Newman [7] consiguié una prueba bastante simple de ,
que D. Zagier simplificé todavia més en [§]. Este ultimo articulo gané un premio de divulgacién
matematica y te lo recomiendo si tienes interés en el tema.

Una desventaja de esta prueba del teorema de los niimeros primos es que no habla del
término de error. No da ninguna pista acerca de la observacién de Gauss sobre el parecido
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numérico entre Li(z) y m(x), en el sentido de que el error relativo tiende a cero con cierta
rapidez. Riemann encontré en su famosa memoria (hay una traduccién en [3]), una forma de
relacionar 7(z) — Li(z) con los zeros de la funcién ¢ y en esa relacién aparece una curiosa
simetria de ¢ llamada la ecuacion funcional y la famosa hipdtesis de Riemann, todavia sin
probar. En el resto de la hoja trataremos estos dos temas.

La relacién entre el error y los ceros nos llevaria a temas de convergencia y de variable
compleja alejados de tu trabajo, incluso sin llegar a la férmula “explicita” de Riemann para
m(z) — Li(x). Daremos por supuesto lo siguiente que condensa una parte de las investigaciones
de Riemann:

(3) m(z) = Li(z) 4+ O(2" log z) donde 7 =sup {R(p) : ((p) =0}.

En los capitulos 12, 13 y 15 de [6] se estudia la relacién en los ceros de la funcién ¢ y 7(z)
o ¢ (zx). Desafortunadamente se deja como ejercicio (el primero de 13.1.1). Si quieres dar
una referencia en tu trabajo, puedes mencionar ese ejercicio o decir que se sigue de [0, Th.12.5]
tomando 7' = z'~". Lo siento, entre las referencias que tengo a mano, no veo nada mejor.

A Riemann y a nosotros, nos gustaria tener un cota para el error 7(x) — Li(z) lo menor
posible, lo que lleva a preguntarnos qué tamafio minimo podria tener r y, como veremos, eso
conduce a la hipétesis de Riemann.

7) Procediendo como en el ejercicio 9 de la hoja anterior, demuestra para o > 1

e}

720 (s/2)¢(s) = Mf(s/2) donde f(z) = Ze_wn%.
n=1

Seguramente sabes de algiin curso de andlisis que con desarrollos de Fourier se obtiene
—mn2 _ 2
E e“"‘”:xl/zg e T/ para z > 0.
neZ neZ

Esto es bien conocido y en tu trabajo puedes dar §1.7.5 o §2.7.5 de [2] (o §9.4 [4]) como
referencia.

8) Traduce esta relacién en f(x) = %($_1/2 — 1) + 2 Y2f(1/z) y justifica con ella la
igualdad

Mf(8/2) = ;/ ($_1/2—1)$5/2_1 dx_i_/o f(l/x)xs/2_3/2dx+/l f(x)xS/Q_l de.

0

Calcula la primera integral y realiza un cambio de variable x — 1/x en la segunda para obtener

Mf(s/2) = 3(31_1) n /100 i@ (m,5/271/2 + ws/2—1) d.
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9) A partir de la férmula anterior, muestra que s(1 — s)7~%/%T'(s/2)((s) se extiende a una
funcién entera que es invariante por s — 1 — s. En particular, se cumple la ecuacion funcional

7T75/21_‘(%>C(8) = Wf(lfs)/Zlﬂ(l ; S)C(l —5).

Esta es una férmula sorprendente. En principio nada hacia sospechar que existiera una relacion
entre ((s) y ¢(1 — s) cuando introdujimos su serie de Dirichlet.

Por la definicién de I'(s) sabemos que no tiene polos en o > 0y es conocido que no se anula
en esa regién [II, §5.2.4].

10) Utilizando esta informacién deduce que si p en el semiplano derecho cumple ((p) =0
entonces ((1 — p) = 0. Sabiendo que hay ceros en o > 0, concluye que el menor error posible
en (3)) requiere r = 1/2. Es decir, que todos los ceros p de ((s) en o > 0 cumplen R(p) = 1/2.
A esto se le llama hipdtesis de Riemann. Segin algunos es el problema abierto méas importante
de las matematicas. Una de sus consecuencias mas conocidas es 7(z) = Li(z) + O(z'/?log z),
debido a , pero tiene otras muchas.

En principio no hay nada que sugiera que los ceros de una funcién compleja como ((s)
en o > 0 estén “en fila india” ocupando la linea R(s) = 1/2, llamada la linea critica, y uno
tenderia a pensar que esto es falso porque la tinica motivacién es nuestra esperanza de que
el error m(z) — Li(x) sea lo menor posible. Sin embargo, combinando resultados tedricos con
extensos cdlculos con ordenadores, se ha corroborado que si ordenamos los ceros por el valor
absoluto de su parte imaginaria, los primeros 10'3 estén en dicha linea. También se conoce que
hay infinitos ceros en la linea critica e incluso, en cierto sentido, que una proporcién positiva
de los ceros estd alli [5].

Tarea a entregar. Debes escribir un documento que combine los ejercicios anteriores dando
una demostracién del teorema de los nimeros primos a través del teorema de Wiener-Ikehara y,
ademads, incluyendo la ecuacién funcional para la funcién ¢ asi como su relacién con la hipdtesis
de Riemann.
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