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En esta hoja introduciremos la transformada de Mellin. Esta es una transformada integral
esencialmente equivalente a la transformada de Fourier tras un cambio de variable, sin embargo
es util considerarla independientemente por su relaciéon con las series de Dirichlet.

Dada una funcién definida en f : [0,00) — C se define su transformada de Mellin como

M (s) = /OOO F(@)z L da.

Como en las series de Dirichlet, es conveniente considerar que s es complejo en general.
También en analogia con las series, al ser esta una integral impropia podria no converger (no

existir) para ciertos s, incluso podria no converger nunca.
1) Comprueba que si f(z) = z%, cualquiera que sea a € R, la transformada de Me-

llin M f(s) no converge para ningun s € C.

Quizéa la trasformada de Mellin més importante sea la de e™* a la que se llama funcion I’
o
I'(s) = / e "2 tdr  para R(s) > 0.
0

Es ficil que te haya aparecido en alguna asignatura del grado. Es una generalizacion del
factorial en el sentido que indica el siguiente ejercicio.

2) Muestra que I'(s + 1) = sI'(s) y I'(1) = 1. A partir de ello, deduce I'(n) = (n — 1)! para
nezt.

A pesar de que la transformada de Mellin que define I'(s) solo converge en R(s) > 0, la
relacién I'(s) = s71T'(s + 1) del problema anterior permite extender la definicién de manera

meromorfa a R(s) > —1 e, iterando, a C. Por ejemplo, uno puede definir I'(—2/3 + it) como
(—2/3 +it)~'T'(1/3 +it) a pesar de que la integral no converge para s = —2/3 + it.

Una pequena variante es la transformada de Mellin de la funcién gaussiana.

3) Calcula Mf(s) para f(z) = e=*". Con lo que sabes del valor de Jo° f (sino lo sabes,
buscalo), deduce I'(1/2) = /7.

Otras transformadas de Mellin bastante frecuentes son las de logaritmos restringidos a
[1,00), a veces multiplicados por potencias.

4) Calcula M f(s) para f(z) = méx (0, 22°**log z) indicando cudndo converge.

A continuacién veremos algunas propiedades de la transformada de Mellin. Para mayor
simplicidad en los dos ejercicios siguientes supén que se tiene la convergencia que necesitas de
las integrales impropias que aparecen.
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5) La relacién con las derivadas es bastante clara y aprovecharemos para practicar con la
funcién I'. Muestra
I'(s)

M(f)(s) = (1 —s)Mf(s—1) vy, en general, ./\/l(f(”))(s) = (—1)”m/\/lf(s —n).

6) Demuestra que para

h@%=£mﬂwwwwy1@ se tiene  Mh(s) = Mf(s)Mg(s).

Indicacién: Intercambia el orden de integracién y haz un cambio de variable.

Quizéa la propiedad més importante es lo que se llama formula de inversion de Mellin, que
permite recuperar la funcién de partida a través de su transformada bajo ciertas condiciones
de regularidad. Un enunciado habitual [3] Th.11.1.1] es que si F'(s) es una funcién holomorfa
en una banda a < R(s) < by satisface en ella |F(s)| = O((1 + |s|)~?) entonces para a < ¢ < b
la funcién

1 c+ioo
1 t) = — F(s)t™2d
1) 0= 50 [ Foras
verifica M f(s) = F(s).

Es importante notar que la integral es una integral de variable compleja a lo largo de la
recta vertical R(s) = c¢. Al ser F' holomorfa, por el teorema de Cauchy o el de los residuos [1],
la funcién f no depende del ¢ elegido.

La prueba de la férmula de inversiéon de Mellin se basa en el teorema de inversién de Fourier
que, con seguridad, habras visto en alguna asignatura. Aqui daremos por conocida la siguiente
variante: Si g : R — C es C™ y cumple g(z) = O((1 + |z|)~2) entonces la funcién

h(x) = / " g©)ermieE d

satisface

ma=/wmmeW%m.

—00
En tu trabajo puedes citar como referencia [2] o [5]. No es que venga exactamente asi en estas
referencias, pero se deduce de lo que enuncian.

La prueba de la férmula de inversién de Mellin es la combinacién de los dos ejercicios
siguientes:

7) Muestra que (1) para t = e™* se puede escribir como

fle®)e " = /OO F(c + 2mi€)e?™ e g¢.

—0o0
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8) Utilizando el teorema de inversién de Fourier y deshaciendo el cambio anterior, muestra
que F(c+2mi&) = M f(c+ 2mi&) y como todo s en la banda es de la forma ¢+ 27i€, se deduce
la férmula de inversién de Mellin.

Vamos a estudiar ahora la relaciéon con las series de Dirichlet. Una primera conexién, mas
bien superficial, estd recogida en el siguiente ejercicio.

9) Sea una serie de Dirichlet D(s) = Y >° | an/n®. Demuestra que para o > méx(0,0,) se
cumple
1 o
D(s) = TS)M'}((S) con f(x) = 1; ape ",
Utiliza esto para obtener férmulas integrales sencillas para I'(s)((s) y I'(s)L(s) con L como en
el primer capitulo.

El teorema de Wiener-Ikehara permite deducir un resultado profundo sobre series de Diri-
chlet empleando la transformada de Mellin. Mi idea inicial era que esta hoja contuviera una
prueba del teorema, pero he cambiado de opinién porque no es sencilla y creo que te iba a
costar. Sin embargo, ddndolo por supuesto, si estudiaremos cémo deducir el resultado sobre
series de Dirichlet.

Uno de los enunciados del teorema de Wiener-lIkehara es que si f : [0,00) — [0,00) es
una funcién no decreciente que se anula en [0, 1] tal que M f(s) converge para R(s) < —1y
Mf(s) + (s +1)~! admite una extensién continua a R(s) < —1, entonces

lim M

T—00 I

=1

La expresién “no decreciente” significa, como es habitual, que f(z1) < f(x2) si 1 < x9. Es
decir, creciente aunque quizd no estrictamente.

Seguramente este enunciado te resulte muy raro (en [0] estd el habitual). Se encuadra dentro
de lo que se conoce como teoremas tauberianos que permiten saber, bajo ciertas condiciones,
cémo crece una funcién a partir de cémo crecen sus promedios.

10) Enuncia el resultado anterior como un teorema en tu trabajo y como ilustracién com-
prueba que f(z) = max(0,x — 1) satisface las hipétesis y obviamente la conclusién.

Tras el enunciado, puedes aclarar que la prueba es un poco complicada e informar al lector
mencionando que estd en [4, §8.3]. Si miras esta referencia, verds que no ocupa tanto, pero
tiene algunas sutilezas de analisis no tan ficiles de asimilar.

Ahora utilizaremos el teorema de Wiener-Ikehara para deducir un resultado importante
sobre series de Dirichlet, que también debes escribir como teorema en tu trabajo. En [4] aparece
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sin explicaciones como una consecuencia directa del enunciado que se da alli. Nosotros lo
haremos con mas cuidado.
Partimos de una serie de Dirichlet

o0
D(s) = n con ap>0 y o,=1
ns
n=1
Supongamos que para cierto K € R — {0} se cumple que D(s) — K /(s —1) tiene una extensién

continua a ¢ > 1. Entonces se cumple

El resultado también es valido para K = 0y g, < 1, de hecho es mas facil, pero no lo
veremos aqui porque ese caso es de poco interés.
Comencemos con una pregunta medianamente trivial, para que te familiarices con esto.

11) ;Que es lo que dice este resultado al aplicarlo a D(s) = ((s)?
Ahora vamos con la deduccion.
12) Explica por qué o, = 1 implica que N~* Zivzl an, — 0 cuando N — oo para o > 1.

13) Aplicando el Lema de Abel, deduce la igualdad D(s) = sK M f(—s) para o > 1 donde
fla) =K1, o, an.

Quizé en esta aplicacion del Lema de Abel, puedas hacer referencia a otras partes de tu
TFG para abreviar.

14) Utiliza el teorema de Wiener-Ikehara para deducir a partir de las hip6tesis sobre D(s)
que lim, o 271 f(x) = 1y por tanto el resultado. Indicacién: Quiz4 te sea 1itil comenzar viendo
qeu Mf(s) + (s+ 1)t esigual a —s 1K1 (D(—s)+ K(s+ 1)) +s7 %

Tarea a entregar. Debes escribir un documento que combine los ejercicios. Recuerda enun-
ciar como teoremas la férmula de inversién de Mellin, el teorema de Wiener-lkehara y su
consecuencia sobre las series de Dirichlet. Es conveniente que enuncies otros resultados como
lemas auxiliares. Al final, esta hoja me ha quedado un poco larga. Te dejo libertad en la ex-
tension, pero intenta sintetizar todo lo que puedas. El conjunto debe dar lugar a un tercer
capitulo de tu TFG llamado La transformada de Mellin.
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