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Esta hoja es un poco larga porque tiene muchas explicaciones, en gran medida tomadas
de otros trabajos que he dirigido relacionados con la ecuación de Dirac. Es importante que la
entiendas bien porque constituye una parte fundamental de tu TFG. Seguramente te podrás
saltar unas cuantas cosas porque las sepas de antemano.

La ecuación de Dirac en su forma habitual es algo aśı como la ecuación de Schrödinger re-
lativista para part́ıculas libres. Por ello, hay que saber algo de relatividad. Aqúı lo reduciremos
a un mı́nimo, simplemente la relación entre la enerǵıa y el momento y un aspecto meramente
notacional.

Por consideraciones que proveńıan de las ecuaciones de Maxwell, H.A. Lorentz introdujo
unas transformaciones que mezclaban espacio y tiempo para cambiar de sistema inercial. A.
Einstein, con su famoso art́ıculo [3] sobre la relatividad especial, dio un carácter real a las
transformaciones de Lorentz, en vez del ficticio atribuido por Lorentz, y elevó su importancia
más allá de la electrodinámica haciéndolas participar en una nueva mecánica. H. Minkowski
creó un contexto matemático para la relatividad especial (que originariamente no agradó a
Einstein) a través de un espacio de cuatro dimensiones. Esencialmente, en vez de tiempos y
espacios por separado consideró vectores ~s = (ct, x, y, z) con c la velocidad de la luz y la manera
de medir dτ2 = dt2 − c−2

(
dx2 + dy2 + dz2

)
, de esta forma, las transformaciones de Lorentz

eran las aplicaciones que dejaban invariantes las longitudes. Para velocidades cotidianas, dτ es
como el diferencial de tiempo pero para velocidades cercanas a la de la luz, no lo es. El análogo
del momento lineal es el cuadrimomento

p = m
d~s

dτ
=
( mc√

1− v2/c2
,

mvx√
1− v2/c2

,
mvy√

1− v2/c2
,

mvz√
1− v2/c2

)
.

Se comporta bien por las transformaciones de Lorentz y para todos los observadores tiene
longitud al cuadrado m2 con la manera de medir de Minkowski. Las tres últimas coordenadas,
cuando |v| � c, son aproximaciones del momento clásico. Una hipotética ley de conservación
del cuadrimomento aproxima a la conservación del momento lineal newtoniano en estas tres
últimas coordenadas y la nueva coordenada debeŕıa aproximar a la otra conservación que
conocemos de la mecánica de Newton: la de la enerǵıa. Por Taylor, para |v| � c

mc√
1− v2/c2

= mc+
1

c
· 1

2
mv2 + . . .

lo que sugiere que multiplicando por c aproximamos la enerǵıa cinética salvo una constante
(en la mecánica de Newton añadir una constante fija a la enerǵıa es irrelevante porque solo su
variación se manifiesta en trabajo). Por tanto, escribimos p = (c−1E, ~p) donde E es la enerǵıa
relativista y ~p es el momento (tridimensional) relativista. Por las fórmulas anteriores, lo dicho
respecto a la longitud se traduce en la fórmula (c−2E)2 − c−2‖~p‖2 = m2 o, equivalentemente,

(1) E2 = c2‖~p‖2 +m2c4.
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Para ~p = ~0 se sigue la famosa fórmula E = mc2. Si cuantizamos (1) cambiando enerǵıas y
momentos por sus operadores, se llega a la ecuación de Klein-Gordon

~2
∂2Ψ

∂t2
− c2~2∆Ψ +m2c4Ψ = 0.

1) Comprueba esta deducción de la ecuación de Klein-Gordon a partir de (1).

En principio la ecuación de Klein-Gordon es un análogo natural de la ecuación de Schrödin-
ger para una part́ıcula libre e introduciendo un potencial de Coulomb uno podŕıa pensar que
estamos en condiciones de resolver el problema del átomo de hidrógeno relativista. Sin embar-
go hay un problema fundamental que deriva de que la ecuación es de segundo orden: dado un
estado inicial Ψ(~x, t = 0) no es posible deducir sin más información el estado en los tiempos
futuros, y esto además afecta a la interpretación probabilista de

∫
|Ψ|2. Es similar a lo que

ocurre en la ecuación de ondas: fijar u(x, 0) da lugar a infinitas soluciones si no se fija también
el valor de ut(x, 0).

Para introducir la nueva ecuación creada por P.A.M. Dirac, es muy conveniente trabajar
con unidades relativistas. Si ya las conoces, te puedes saltar el siguiente párrafo y ejercicio.

En breve, las unidades relativistas consisten en suponer que la velocidad de la luz c es igual
a 1 (un uno adimensional). Esto significa que 299792458 metros es lo mismo que un segundo.
Consecuentemente podemos medir el tiempo con unidades de longitud o la longitud con unida-
des de tiempo. Al principio esto es lioso pero con una mı́nima práctica uno se acostumbra a ello
y lo bueno que tiene este convenio es que muchas fórmulas, entre ellas la ecuación de Dirac, se
vuelven más simples y fáciles de recordar. Por ejemplo, en textos avanzados no es dif́ıcil ver que
se emplea E = m con E la enerǵıa y m la masa. Está en unidades relativistas y para pasarla
a unidades “normales”, llamadas no relativistas, se haŕıa del siguiente modo: Sabemos que la
enerǵıa (como el trabajo) es fuerza por espacio y la fuerza masa por aceleración, por tanto
sus unidades son ML/T 2 · L = M(L/T )2 mientras que las unidades de m son M entonces el
(L/T )2 que falta debe ser c2, ya que c = 1 hace que las unidades de L y T coincidan, por tanto
la fórmula normal es E = mc2. F́ıjate que es más sugestivo pensar que la enerǵıa es igual a la
masa, lo que afirma E = m, que pensar E = mc2. La única pega de las unidades relativistas
es que uno pierde la intuición acerca de qué es grande y pequeño a nuestra escala porque c2 es
enorme en nuestra vida diaria mientras que 1 no lo es.

2) Una de las trasformaciones de Lorentz en unidades relativistas es t′ = (t− vx)/
√

1− v2
con t y t′ tiempos, x espacio y v velocidad. Escŕıbela en unidades no relativistas.

La ecuación de Klein-Gordon en unidades relativistas es:

(2) ~2
∂2Ψ

∂t2
− ~2∆Ψ +m2Ψ = 0.
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Volviendo al problema antes señalado de que sea de segundo orden y de la comparación
con la ecuación de ondas, Dirac pensó que quizá hubiera una ecuación de primer orden que
implicara (2). Por ejemplo, la ecuación de ondas se puede “factorizar” usando

0 =
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
=
( ∂
∂t
− ∂

∂x

)(∂u
∂t

+
∂u

∂x

)
.

De esta forma todas las soluciones de ut+ux = 0, las cuales son simplemente u(x, t) = f(x−t),
son también soluciones de la ecuación de ondas utt − uxx = 0 pero no al revés. Es decir,
ut + ux = 0 es una ecuación de primer orden que implica la de ondas. Con esta idea en mente,
Dirac buscó una “factorización” del primer miembro de (2) de la forma(
− i~ ∂

∂t
+ i~

(
α1

∂

∂x
+ α2

∂

∂y
+ α3

∂

∂z

)
− α4m

)(
i~
∂Ψ

∂t
+ i~

(
α1
∂Ψ

∂x
+ α2

∂Ψ

∂y
+ α3

∂Ψ

∂z

)
− α4mΨ

)
suponiendo que la ecuación buena era

(3) i~
∂Ψ

∂t
+ i~

(
α1
∂Ψ

∂x
+ α2

∂Ψ

∂y
+ α3

∂Ψ

∂z

)
− α4mΨ = 0

con αj constantes. La notación habitual, proveniente de [2] (hay un enlace en [7]), es llamar β
a α4 pero eso es irrelevante.

Resulta que al imponer que la factorización anterior diera realmente el primer miembro
de (2), llegó a que las constantes de (3) satisfacen las siguientes relaciones:

(4) α2
µ = 1, αµαν + αναµ = 0 para µ 6= ν, 1 ≤ µ, ν ≤ 4.

Estas ecuaciones no tienen solución por la lapidaria razón de que los números reales cumplen
la propiedad conmutativa, por tanto parece que no queda más que abandonar. Dirac tuvo en
[2] la imaginativa idea de buscar soluciones con matrices para impedir la conmutatividad. En
el interesante libro [1] hay más acerca de esta idea y la biograf́ıa de Dirac.

3) Comprueba que realmente si tuviéramos (4) entonces habŕıamos factorizado (2) y, por
tanto, (3) implicaŕıa (2).

Desde el punto del vista del álgebra, las soluciones matriciales tienen alguna motivación.
Igual que los complejos extienden a los reales y permiten resolver más ecuaciones, los complejos
se extienden con matrices (los cuaterniones y los octoniones se pueden interpretar matricial-
mente). Lo que parece un cuento de hadas es que ese artificio matemático vaya a corresponder
a algo f́ısico porque para que (3) tenga sentido tendŕıamos que pensar que Ψ deja de ser una
función escalar.

El paso de números a matrices teńıa cierto precedente en f́ısica cuántica1 pues un año antes
de la publicación de [2], W. Pauli en su estudio del momento magnético del electrón [6] hab́ıa

1De hecho una de las primeras formulaciones, hoy obsoleta, de la mecánica cuántica consistió en cambiar
cantidades escalares, como las coordenadas de la posición o el momento, por matrices [8].
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necesitado tres “cantidades” σ1, σ2 y σ3, que cumplieran

σ21 = σ22 = σ23 = 1, σ1σ2 − σ2σ1 = 2iσ3, σ2σ3 − σ3σ2 = 2iσ1, σ3σ1 − σ1σ3 = 2iσ2.

Con esta motivación, definió lo que hoy en d́ıa se llaman las matrices de Pauli :

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
y σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Estas matrices casi resuelven (4), en el sentido de que

σ2j = I y σjσk + σkσj = O para j 6= k, 1 ≤ j, k ≤ 3,

entendiendo que I, la matriz identidad, es el análogo de 1 y O, la matriz nula, el de 0. Sin
embargo no es posible completar este conjunto de matrices para que se cumpla del todo (4).

4) Comprueba tres de las relaciones anteriores, las que tú prefieras, por ejemplo σ21 = I,
σ1σ2 + σ2σ1 = O, σ22 = I. Demuestra que no existe ninguna matriz α4 ∈M2×2(C) tal que (4)
se verifique con αj = σj , j = 1, 2, 3.

Antes de seguir, vamos con un comentario medianamente técnico. Si comparamos (3) con
la ecuación de Schrödinger, es lógico definir el operador Hamiltoniano asociado (la enerǵıa)
como

(5) H = −i~
(
α1

∂

∂x
+ α2

∂

∂y
+ α3

∂

∂z

)
+ α4m.

Es natural (y está entre los postulados de la mecánica cuántica [4]) que el operador H sea
autoadjunto, para asegurar que la enerǵıa solo tome valores reales. Recuerdes o no de algún
curso de grado qué significa esto aqúı, el caso es que requiere que las matrices αµ en (5) sean
hermı́ticas, es decir, que satisfagan A† = A donde † en el exponente es la abreviatura que se
usa en f́ısica para trasponer una matriz y conjugar sus elementos.

Se puede probar [5, XX.7] que la dimensión más baja para la que (4) tiene solución con
matrices hermı́ticas es 4. Desconozco si hay una prueba fácil de esto. Dirac posiblemente
procedió por tanteos, jugando con las matrices de Pauli, encontrando la solución

(6) αj =

(
O σj
σj O

)
para j = 1, 2, 3 y α4 =

(
I O
O −I

)
.

Donde las matrices están definidas por bloques 2× 2.

5) Usando las propiedades antes mencionadas de las matrices de Pauli, comprueba que
estas αµ son matrices hermı́ticas que verifican (4), siempre cambiando 0 y 1 por la matriz nula
y la matriz identidad.
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En realidad, la solución dada por Dirac permite generar una infinidad de ellas.

6) Sea {αµ}4µ=1 como en (6). Demuestra que para cualquier U ∈ M4×4(C) unitaria2 se

cumple que {U−1αµU}4µ=1 también son matrices hermı́ticas que resuelven (4).

Hay un resultado que afirma que no hay más soluciones que las del ejercicio anterior (si
tienes curiosidad por la prueba, que no es sencilla, está en [5, XX.III.10]). Es decir, la solución
dada por Dirac es única salvo cambios de base de las matrices a una base ortonormal.

Sustituyendo en (3) la solución de Dirac, o cualquier otra de la familia, tenemos por fin
la ecuación de Dirac que también se puede escribir en perfecta analoǵıa con la ecuación de
Schrödinger como

i~
∂Ψ

∂t
= HΨ con H como en (5).

Una diferencia crucial es que, para que esto tenga sentido, Ψ no puede ser una función escalar,
como era en la ecuación de Schrödinger, sino que debe tener cuatro coordenadas para que sea
posible premultiplicar por las αµ sus derivadas. Aśı pues, fijados tiempo y posición, Ψ ∈ C4. En
principio esto nos aleja mucho de la interpretación probabilista, y de cualquier interpretación
f́ısica. Ya veremos más adelante cómo se recupera.

Hay una formulación de la ecuación de Dirac mucho más sugestiva a la hora de estudiar su
significado relativista y consiste en definir:

γ0 = α4 y γj = α4αj para j = 1, 2, 3.

Con la notación habitual en relatividad3 (t, x, y, z) = (x0, x1, x2, x3), que hace hincapié en
que espacio y tiempo son de la misma naturaleza. Coherentemente, ∂µ significa la derivada
parcial con respecto a xµ. Con esta notación, la ecuación de Dirac se escribe como

(7)
(
i~

3∑
µ=0

γµ∂µ −m
)

Ψ = 0.

Donde el cero de la derecha es vectorial (de cuatro coordenadas, un matemático purista escri-
biŕıa ~0 y también ~Ψ pero nunca se hace). Si escogemos la solución de Dirac (6), se sigue

γ0 =

(
I O
O −I

)
y γj =

(
O σj
−σj O

)
.

7) Comprueba que la ecuación de Dirac admite esta formulación con estas γµ.

2Recuerda de álgebra lineal que una matriz cuadrada U se dice que es unitaria si U†U = I. Estas matrices son
las que preservan el producto escalar en Cn o, equivalentemente, pasan bases ortonormales en bases ortonormales.

3Los f́ısicos utilizan supeŕındices, xµ en vez de xµ, como en las γµ, pero no te preocupes por ello. Si lo escribes
en tu trabajo, ponlo como prefieras.
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Los γµ anteriores, que corresponden a (6) se dice que son la representación de Dirac. Para
algunos temas es conveniente considerar una solución distinta que corresponde a tomar la
matriz unitaria

U =
1√
2

(
I I
−I I

)
en el ejercicio en el que se generaban todas las soluciones a partir de la de Dirac.

8) Comprueba que U es unitaria y que lo único que hace es cambiar γ0. Concretamente,
que para la solución U−1αµU se tiene:

γ0 =

(
O I
I O

)
y γj =

(
O σj
−σj O

)
.

Estos γµ se dice que son la representación de Weyl.

En los libros de f́ısica la ecuación de Dirac (7) aparece a menudo en la forma compacta

(i~/∂ −m)Ψ = 0

porque, siguiendo una notación introducida por R. Feynman, /∂ abrevia al operador

γ0∂0 + γ1∂1 + γ2∂2 + γ3∂3.

Incluso también aparece simplemente como (i/∂ −m)Ψ = 0. Esto ocurre cuando se utilizan las
llamadas unidades de Planck, o unidades naturales, con las que no solo c = 1 sino que también
~ = 1.

Impĺıcitamente nosotros estamos todo el rato trabajando en unidades relativistas. Para
referencia futura vamos a deshacerlas.

9) Escribe (7) en unidades no relativistas. Para ello ten en cuenta que las γµ son constantes
matriciales adimensionales.

Ahora vamos a ver qué relación tiene esta función de ondas “vectorial” Ψ que aparece en
la ecuación de Dirac con probabilidades. La fórmula es simple, resulta que ‖Ψ‖2, la norma de
Ψ en C4, es la densidad de probabilidad. Para que esto tenga sentido tenemos que demostrar
que la probabilidad total

∫
R3 ‖Ψ‖2 dxdydz se conserva para las soluciones de la ecuación de

Dirac (3). Con este fin, se necesitan las igualdades

∂‖Ψ‖2

∂t
= Ψ†

∂Ψ

∂t
+
∂Ψ†

∂t
Ψ = −∂(Ψ†α1Ψ)

∂x
− ∂(Ψ†α2Ψ)

∂y
− ∂(Ψ†α3Ψ)

∂z
.

10) Demuestra que estas igualdades son ciertas para cualquier solución de (3) y, suponiendo
que Ψ y sus derivadas decaen suficientemente rápido en el infinito, aplica el teorema de la
divergencia en una bola arbitrariamente grande para deducir que

∫
R3 ‖Ψ‖2 es constante en t.
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Al igual que en el caso de la ecuación de Schrödinger, se normaliza Ψ multiplicándola por
una constante de forma que

∫
R3 ‖Ψ‖2 = 1 y aśı la probabilidad total es 1.

Tarea a entregar. Escribe un documento que justifique la ecuación de Dirac con lo que has
aprendido a través los ejercicios anteriores. Incluye lo que quieras de relatividad o bien con
explicaciones o bien con referencias.

Esta es una parte importante de tu trabajo y quiero dejarte bastante libertad para que
lo plantees a tu gusto. Por ello, no te pongo limitación sobre la extensión. Aprovecha lo que
quieras de mis explicaciones o busca otras que te gusten más.
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