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El objetivo de esta hoja es componer una primera versién de lo que te marqué como primer
punto en la propuesta de temario “Fisica cuantica y la interpretacién de Copenhague”. Quiza te
sorprendas de que volvamos ahora a esto. La razon es que ahora tienes un conocimiento més
profundo y ademds ya estas preparado para que hagamos algunas cuentas matematicas.

Te avanzo que posiblemente te lleve tiempo escribir lo correspondiente a esta parte porque
tienes que asimilar unas cuantas lecturas. Témate el tiempo que necesites y si te atascas en
algo, preguintame. Por cierto, lo que leas deberia ir a la bibliografia. Corta y pega los bibitem
que necesites de la fuente de esta hoja, ajustando el formato a tu gusto.

En primer lugar vamos a volver a los postulados de la mecanica cudntica. Ya te habia
contado cudles eran los fundamentales. También te indiqué que variaban de autor a autor. Lo
que quiero ahora es que veas diferentes versiones.

1) Lee los postulados tal como aparecen en [NOOS8] y en [Kak14], te los adjunto en docO1.
pdf y doc02.pdf. Estos libros no son estrictamente de fisica cuantica. Ahora lee la seccién 1.3
de [Ynd03] (hay varios ejemplares en la biblioteca).

El libro més riguroso que conozco de mecanica cudntica es [GP78]. Ya te recomendé que
mirases los postulados alli. No sé si lo has hecho o te ha asustado el nimero de péaginas que
dedica a ellos. En ese caso, hay una segunda oportunidad:

2) Mira los postulados en [GP78]. Los explica con mucho detalle y rigor. Me basta con que
leas los postulados en si (lo que estd recuadrado) intentando entender la notacién. Por ahora
te puedes saltar el postulado IV y el VL.

En hojas anteriores te conté un poco el origen de estas cosas tan raras y te mandé leer
algunas secciones de mis notas. Ahora ya estas preparado para algo mas preciso. He escogido
un texto muy antiguo, el original es de 1931, porque desvirtiia menos la historia y muestra
las motivaciones originales. Esta tomado de un libro de H. Weyl, un matematico con grandes
contribuciones a la fisica tedrica que quiza te haya aparecido en algun teorema del grado.

3) Lee las secciones II.1 y I1.2 de [Wey50]. Te las paso en doc03.pdf. Los subrayados y
comentarios los he puesto para ti. Ya sé que habla de diversos experimentos y propiedades
fisicas que quizd te digan poco. En lo que debes fijarte es como motivaron el desarrollo de la
mecanica cuantica.

Ahora pasamos a la ecuaciéon de Schrodinger. Inicialmente Schrédinger la introdujo para
particulas sin espin (al final de su trabajo original [Sch26] lo senala como una deficiencia).
Aunque no sea el tema principal de tu trabajo, algo tienes que saber de ella porque la vamos
a necesitar.

Primeramente supondremos que tenemos una particula sin espin que se mueve por el eje X.
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Mateméticamente es lo mismo que tener una funcién de ondas ¥ = W(z,t) tal que para cada
tiempo t fijado es R — C. El Hamiltoniano es el operador correspondiente a la energia, como
sabrés por la hoja anterior y por [Wey50].

4) Lee §3.3 de mis notas hasta (3.13) incluido. La forma (3.10) de la ecuacién de Schrodinger
es la que corresponde a las particulas individuales “de toda la vida” en un campo, para las
cuales el Hamiltoniano es H = p?/2m + V donde cudnticamente p? es el operador momento
%8% aplicado dos veces y V' es el operador multiplicacién por V, donde V = V(z) es una

funcién real.

Ahora vamos a ver una propiedad fundamental de la ecuacién de Schrédinger. Sabemos que
Jz |U(z,t)|? dz es proporcional a la probabilidad de que la particula esté en cualquier lugar
de R. Si hemos normalizado para que en el instante inicial la constante sea uno, la integral
debe ser 1 para todo valor de ¢t. No puede ser que la probabilidad se pierda dejando de ser uno
segin evoluciona la particula. Matemdaticamente debe existir un teorema que afirme que para
cualquier solucion de la ecuacién en derivadas parciales

o0

+ Vv se cumple que / |¥(x,t)|> dz  no depende de t.
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5) Trata de probar este teorema dando por hecho que ¥, 0¥ /dx y 0V /0t decaen tan

rapido a cero cuando x — 00 como te apetezca para asi no tener problemas de convergencia.

Indicacion: Basta comprobar fR (\IJ%—%’ + \Il%—‘f) dz = 0 donde V¥ es el conjugado’ de W. Utiliza
la ecuacién de Schrodinger para sustituir las parciales con respecto a t.

6) Sigue leyendo hasta (3.14) y dos lineas méas para obtener matematicamente (1.6). Con
esto tienes resuelta la ecuacién de Schrodinger en el caso del pozo de potencial infinito.

Hay otros muchos ejemplos de soluciones de la ecuacién de Schrédinger con relevancia
fisica, una de las méas importantes histéricamente es el 4tomo de hidrégeno, que lleva a unas
cuentas bastante laboriosas, y da una explicacién matematica de los orbitales atémicos. ;Es
muy ingenuo buscar una “férmula” que resuelva siempre la ecuacién de Schrodinger? En vista
de lo diferentes que son los ejemplos, habria que decir que si pero hay algo formal que es
digno de tomarse en consideracién. Pensemos en una situacion incluso més general que el
Hamiltoniano H = p?/2m+V de una sola particula de toda la vida. Sélo vamos a pedir que H
sea un operador (hermitico para que sea observable) que no dependa del tiempo. Entonces
formalmente, el operador llamado de evolucién temporal

U(t):Id—i—%(—%)H—F%(—%>2H2+%<—%)3H3+...

'En fisica ¥ tiene otro significado relacionado con la ecuacién de Dirac, por eso pricticamente nunca se
utiliza esta notacién tan habitual en matematicas. Los fisicos suelen escribir ¥* para indicar el conjugado.
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cumple que cuando se aplica a un dato inicial ¥(z,0), el resultado U(t)¥(x,0) es la solucién
U = ¥(z,t) de la ecuacién de Schrodinger general
ov
h— = HW.
T
7) Comprueba que esto es formalmente cierto. {Dénde se usa que H no depende del tiempo?
Por cierto, la férmula (2.6) de [NOO8|] que te he dicho que no leyeras, da el U(t) cuando H
depende de t pero seria muy dificil que lo entendieras con la explicacién que da alli.

8) Con la notacién de (1.6) y (1.5) de mis notas, comprueba que si H = p?/2m = — 2 o0

2m dx2
entonces verdaderamente U (¢)Vy,(z,0) da ¥, (x, ).

Por razones obvias se escribe e #H/h

para denotar a este operador U(t) que resuelve la
ecuacién de Schrodinger. Si uno confia en esta notaciéon y no tiene muchas exigencias con el
rigor, el teorema que has probado antes puede parecer obvio incluso con mayor generalidad,

escribiendo:
/\1;\1; dr = /ez‘tH/h\I,e—itH/h\I/ dr — /\IleitH/he—itH/h\Il dr

y las exponenciales se cancelan. Esto que parece tan barbaro matematicamente, en el caso en
que s6lo se considera el espin se vuelve algo facil de dlgebra lineal y relacionado con las cuentas
que hiciste en la primera hoja. Seguiremos con eso pero mejor paramos aqui porque esta hoja
tiene ya suficientes contenidos. Terminamos con el ejercicio que tienes que entregar:

9) Escribe la seccién “Fisica cudntica y la interpretacién de Copenhague” para tu trabajo
de fin de grado. Debe incluir necesariamente los siguientes puntos:

= Un poco de historia de la mecénica cuantica.

» Alguna forma de los postulados (te recomiendo poner sélo los més bésicos) con comenta-
rios acerca de su motivacién, enlazando con la historia o con experimentos. Debes intentar
dar una idea de por qué no es una locura total pensar los estados como elementos de un
espacio de Hilbert y los observables como operadores.

= Comenta un poco la interpretacién de Copenhague.

= Enuncia como un teorema la conservacién de la probabilidad para la ecuaciéon de Schro-
dinger con H = p?/2m + V e incluye la prueba.

» Resuelve la ecuacién de Schrodinger en el caso del pozo de potencial infinito (si prefieres
otro ejemplo simple que encuentres en algun libro, por mi no hay problema).

» Habla del operador de evolucién temporal U (t).
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Intenta que el conjunto no pase de seis paginas con la plantilla que te di. Te repito que
escribir esto posiblemente te llevara més tiempo que las hojas anteriores. No te preocupes por
ello, es normal.
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