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En la carpeta que te he dado esté el plan sobre el trabajo. Por favor léetelo. También incluyo
una pequenia cosa de divulgacién muy simple (te ruego que no le des difusién porque todavia no
lo he puesto en la red) y un articulo largo que también puedes encontrar en mi pagina [Chal5].
Mi motivacién para escribirlo fue dar a conocer algunas cosas de fisica cudntica para gente que
sabe matemdticas a un nivel universitario pero no necesariamente fisica. Por ello creo que es
un buen punto de partida para tu trabajo y te pediré que leas algunas secciones, por eso te
he dado una copia impresa. Por otro lado, ten en cuenta que no estéd revisado con cuidado vy,
sobre todo, no lo ha revisado ningtn fisico. Si algo te hace dudar o encuentras erratas, hdzmelo
saber.

Ya que sois dos los que vais a hacer un trabajo de fin grado en temas relacionados con
fisica cudntica, he dividido en temas que involucran el espin (tu trabajo) y los que no lo hacen.
En la “propuesta de temario” puedes ver los epigrafes que he seleccionado pero los iremos
modificando si es necesario o si tienes alguna opinién al respecto.

Posiblemente lo que mas te va a costar es hacerte una idea de la llamada interpretacion de
Copenhague, que es la interpretaciéon “oficial” de la mecénica cudntica. Desafortunadamente
hay que empezar por esa parte mas fisica para poder seguir con lo que es mas matematico.
Te intento explicar algunas cosas primero con palabras en los siguientes parrafos, a sabiendas
de que es muy posible que no las entiendas bien (por si te sirve de consuelo, ni Einstein ni
Schrodinger se creyeron la interpretacion de Copenhague en toda su vida y ambos fallecieron
unos 30 afnos después de su invencién). Después te diré lo que puedes leer. Te llevard tiempo
hacerlo y madurarlo. Para que no te parezca que todo en esta hoja es de leer y entender a
largo plazo, te propondré también algunos ejercicios bien concretos de matematicas que nos
seran ttiles.

Por diversas razones a principios del siglo XX se comenzé a pensar que las particulas en
realidad eran ondas muy concentradas, pulsos que a nivel subatéomico oscilaban mucho y era
conveniente representar la onda con nimeros complejos (esencialmente porque con e nos
ahorramos distinguir cosenos y senos). Una particula, por ejemplo podia venir representada
por una funcion de ondas

W(x,t) = e MGy (z) + e g () + €7 iy ()

que representa la superposicién de tres “tonos puros” (en cierto sentido) de energias c1h, cah,
cs3h, si uno se cree la formula E = hv (v = frecuencia = lo que multiplica a 27t en una onda).
Schrédinger dio una ecuaciéon que permitia calcular ¥ para una particula pero originalmente
no sabia qué significaba ¥ (curioso para los matematicos: uno se inventa una ecuacién pero no
sabe lo que aparece en ella). Después se interpreté que |¥|? es proporcional a la probabilidad
de encontrar una particula en cada punto x para un tiempo ¢ dado, lo cual suena bien: onda
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“mas gorda” implica que hay “maés particula” alli. También la probabilidad se reparte entre los
tonos puros, si se mide la energia para la particula representada por ¥, resulta que unas veces
obtenemos c1h, otras coh y otras c3h, y la probabilidad con la que obtengamos estos valores
tiene que ver con los tamafos relativos de de |¢; |2. Lo que pasa con las particulas que vemos en
nuestra vida ordinaria es que hay un rango muy estrecho de energias que son predominantes y
por eso nos parece que hay sélo una energia bien definida sin probabilidades. La interpretacion
de Copenhague es una vuelta de tuerca mas, afirmando que una vez que midas tu onda colapsa
a lo que has medido. Por ejemplo, si en ¥ has medido energia c1h, entonces ¥ se convierte por
arte de magia en e~?"1!¢, (z), sin posibilidad de vuelta atras.

El espin es algo también raro pero méas amigable matematicamente porque lleva a consi-
deraciones de algebra lineal como las de los ejercicios que te propondré al final. Después de
muchas idas y venidas se vio que algunas particulas necesitaban una especie de funciones de
onda vectoriales con dos coordenadas que, como veremos, corresponden a un giro y se detecta-
ban como propiedades magnéticas. Los fisicos habitualmente dicen que el estado (la funcién de
ondas) es a|z+) + |z—) o simplemente a|+) + 3|—), para lo que los matematicos escribiriamos
simplemente (a, ), o mas bien en columna. La propiedad espin es ver si este vector apunta
en el eje X o en el eje Y, aunque los fisicos dicen “arriba” y “abajo” por buenas razones. Si
tomamos el estado normalizado |a|? + |3|?> = 1 y medimos la propiedad espin, obtendremos
“arriba” con probabilidad |a|? y abajo con probabilidad |3|?, tras lo cual, por la interpretacién
de Copenhague el estado pasara a ser a|z+) y B|z—), respectivamente. Bueno, en la practica
se escribe |z+) y |z—) porque casi siempre se normaliza.

Después de este rollo, vamos con algo muy ligero.

1) Lee “Esos pequenos y maravillosos imanes”. Fijate en la figura de la p.3, aparecen unas
férmulas misteriosas que ya veremos. Por ahora piensa por qué no seria légico que aparecieran

cos? o y sin? o que también suman probabilidad 1.

2) Lee los apartados §1.1, §1.2 y §1.6 de mis notas [Chal5] (de las que te he pasado una
copia).

Si estas totalmente perdido, pideme ayuda. Espero que no. Lo mismo te ayuda a entender
las cosas mejor pasar también por las secciones §1.3, §1.4 y §1.5.

3) Da un vistazo por encima al articulo de la wikipedia https://en.wikipedia.org/wiki/
Copenhagen_interpretation hasta el apartado “Principles” incluido. Lo puedes completar
con https://en.wikipedia.org/wiki/Wave_function_collapse.

Como contrapunto de esta saturacién que quiza tendras del tema, vamos con unos cuantos
ejercicios de calculos matemaéticos que te resultaran menos extranos y nos seran ttiles més ade-
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lante. Estan relacionados con las siguientes matrices 2 x 2 que actian sobre vectores complejos
de dos coordenadas, esto es, C2.

(01 (0 — (1 0
=1 0) 27\, o) 7 \o -1/

Escribo 2 en lugar de i con el significado v/—1 para que no se confunda con los subindices
que aparecen después (a los fisicos cudnticos habitualmente no les importa que aparezca una i
con dos significados en la misma férmula porque esté claro por el contexto y seria lioso anadir
letras). En fisica, dado un vector # = (v1,ve,v3) € R? se suele escribir - & o también & - ¥,
para indicar la matriz vio; + vo09 + v303. Usaremos nosotros también esa notacion.

Intenta resolver los siguientes ejercicios sobre las matrices anteriores, buscando pruebas
elegantes y breves.

4) Calcula los autovalores de estas matrices. Deduce de ello, sin hacer mas calculos que

0']2» = [ con I la matriz identidad.

5) Prueba que el espacio vectorial generado por {I,o1,09,03} sobre R es el espacio de
matrices matrices hermiticas 2 x 2 (si no te suena eso eso de “hermitico”, mira [HZ12]).

Vamos a repasar dos cosas de matematicas que no sé si te habran contado. Una de ellas es
el simbolo de Levi-Civita €;5, con 4, j, k € {1,2,3} que vale 1 si 4, j, k es una permutacién par
de 1,2,3, vale —1 si es impar y cero si no es permutacién. Por ejemplo, €313 = —1 (el 2 y el 1
estan intercambiados), €231 = 1 (hay que hacer dos intercambios para ordenarlos) y €131 = 0
(por mucho que reordenemos no sale 123). Una de las utilidades de esta notacién es trabajar
con productos vectoriales y sus generalizaciones:

6) Comprueba que si @ = 4 X ¥, entonces w; = » .k EighkU; Uk donde los subindices indican
las coordenadas de los vectores @, 7, % € R3.

La otra cosa matematica que debes aprender o recordar, es la exponencial de una matriz
que se define mediante la férmula e = Yol g A"/nl. La serie de matrices siempre converge
bien, no te preocupes por ello. Cémo hacer el cdlculo para matrices diagonalizables generales
te deberia quedar claro con este ejercicio.

7) Explica por qué eCTIAC = o-leAQ, ., Cuanto da la exponencial de una matriz diagonal?

Volvamos a las matrices:

8) Demuestra la férmula (¢ - @)(6 - ¥) = (4 - 0)] + 17 - (@ x 7). Indicacién: Si no quieres
aburrirte haciendo cdlculos, te sugiero que la deduzcas de o505 = 6;;1 +1 > i €ijkOk con 0z = 1
y 0;; = 0 para i # j. A ver si se te ocurre cémo reducir las cuentas para probar esta férmula
auxiliar, jrecuerdas que (AB)! = BYA'?
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9) Teniendo en cuenta el ejercicio anterior, intenta explicar con palabras o con una férmula,
cudl es el resultado de o;0; — 0;0;.

10) Con lo que has aprendido, deduce con poco esfuerzo que si ||i|| = 1 entonces & - 4 tiene
autovalores 1 y —1. Indicacién: Si ves que su traza es cero y su cuadrado es I, ya estd hecho.

11) Si A cumple A? = I prueba que para 6 € R se cumple €4 = I cos@ + 1Asin 6. ;Cual
serfa la férmula para e?4

12) ;Se cumple 913 = ¢!91¢1037

Por ahora no hace falta que me entregues nada escrito, sélo mandame las cosas sobre las
que tengas dudas (si las hay). Un poco mas adelante tendras que redactar un apartado para
el trabajo de fin de grado que incluya algunas de las propiedades que has probado y eso si que
me lo tendras que mandar, por tanto no tires los papeles.
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