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En esta hoja comenzamos con la mecanica celeste propiamente dicha, atacando el problema
fundamental que dio origen a esta area: el problema de los dos cuerpos. Su importancia en la
historia de la ciencia es dificil de exagerar. Ocupara un lugar destacado en tu TFG, por ello
esta hoja es mas larga.

Una pequena cuestién de notacién. Las letras en negrita indicaran vectores porque si pusiera
flechas, los puntos encima de ellas quedarian muy mal.

Todos conocemos la ley de gravitacién universal que afirma que entre dos masas mj; y ms
a distancia d siempre se produce una fuerza atractiva de médulo Gmima/d? con G cierta
constanteﬂ Digamos que sujetamos de alguna forma la primera masa en el origen y queremos
estudiar cémo evoluciona la posicién r = (x,y, z) de la segunda. Esto es lo que se llama a veces
problema de un cuerpo. Aparentemente no tiene mucha realidad fisica (porque no podemos
sujetar el Sol o un planeta) pero a partir de él se puede resolver con bastante precisién la
dindmica del Sistema Solar, considerando que el Sol estd inmdvil. Un primer argumento a
favor de esta aproximacién es que el Sol tiene una masa m; que es mucho mayor que la masa
my de cualquier planeta y por tanto la aceleraciéon F/m; debida a la gravedad sobre el Sol es
minuscula en comparacién con F'/msg.

1) Busca las masas del Sol y la Tierra y su distancia, y calcula la aceleracién debida a
la gravedad para cada uno de ellos en m/s?. Para que te hagas una idea de cudnto es esto a
escala humana, piensa que cuando se te cae un objeto lo ves con aceleraciéon g = 9,8 m/s2.

Este argumento admite alguna critica, pues, como has visto en el ejercicio, también la
aceleracion sobre la Tierra es muy pequena (por eso describe una curva tan amplia) y se podria
pensar que con el paso de los siglos la aceleracién sobre el Sol podria moverlo significativamente.
Volveremos sobre ello mas adelante. Por ahora seguimos con el problema de un cuerpo.

En forma vectorial, la fuerza que actiia sobre la masa m = ms y el correspondiente potencial
son:

m m
L 1]

r r
donde p es una abreviatura mas o menos usual para Gmy y r = [|r||. Si no ves obvio que F

corresponda a la fuerza antes citada, incluido el signo, piénsalo un poco.

2) Comprueba que realmente se cumple F = —VV y que divF = 0, o equivalentemente
AV =0 con A el Laplaciano.

El problema de un cuerpo se puede resolver de manera vectorial, con F = ma y es posible
organizar la solucién de manera breve pero truculenta. Desde el punto de vista matematico
tenemos un sistema auténomo de tres ecuaciones diferenciales acopladas. En tu trabajo quie-
ro que plasmes la solucién con la mecénica Lagrangiana. La ventaja es que no es necesario
depender de trucos ni de conocimientos previos de fisica. Es més automatica, por asi decirlo.

1Su valor en el sistema internacional es aproximadamente 6,674-10"'m3kg~'s~2. Es dificil de medir y hasta
casi mediados del siglo XX habia dudas en la tercera cifra decimal.
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El Lagrangiano correspondiente al problema es:
1
L=T-V=_m|e|?+ "
2 r

La fuerza anterior es una fuerza central y segin lo visto en la pasada hoja, el movimiento
tiene lugar en un plano. Por tanto, podemos suponer z = 0 y pasar de (z,y) a las coordenadas
polares usuales (7, 0). De esta forma,

1 . . um
L:T—V:§m(r2+r202)+7

3) Escribe las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes.

Estas ecuaciones dan menos miedo que las originales usando vectores. Las soluciones r y 6
no admiten una férmula explicita en funcién de ¢, lo cual suena malo. Lo bonito es que, a
pesar de ello, se puede demostrar que las érbitas siempre describen una cénica y que aunque
la dependencia en ¢ no sea explicita en el sentido de que se puede escribir con las funciones
que aparecen en una calculadora usual, hay un algoritmo eficiente para saber con precision qué
posicién corresponde a cada tiempo.

4) Parte de este programa esta recogido en las tres leyes de Kepler. Busca su enunciado.

Nuestro objetivo sera probar las leyes de Kepler a partir de las ecuaciones. Antes de empe-
zar, hay una cosa sobre la ecuacién en polares de una elipse trasladada que quiza no conozcas.

5) Prueba que para 0 < e < 1 la curva en polares

Y 2 2
= T ecosd describe la elipse W + 122

con £ = a(l — €?), ¢ = Va? — b2, la distancia focal, y e = c/a, la excentricidad.

r

En principio es algo puramente algebraico, sustituir x = rcos, y = rsen 6, pero te puede
dar algun dolor de cabeza. Si ves que te queda muy largo, trata de buscar un argumento mejor
en internet o en la bibliografia.

Para e > 1 se obtienen las otras coénicas. El caso e < 0 se reduce a ¢ > 0 simplemente
cambiando de signo los ejes de coordenadas, lo que corresponde a 6 — 6 + 7. Las otras cénicas
aparecen también en gravitaciéon (en anédlogos de la primera ley de Kepler). Corresponden por
ejemplo a un asteroide que pasa cerca del Sol pero no lo suficientemente cerca o lo suficiente-
mente lento para que lo atrape gravitatoriamente, con lo cual sigue la rama de una hipérbola
0 una parabola.

6) [opcional] Prueba que para e = 1 la férmula anterior en polares da lugar a una parabola,
concretamente y2 = (({ — 2x), y para e > 1 a una hipérbola, similar a al elipse anterior
cambiando formalmente b — by/—1, 2+ —x y con £ = a(e? — 1).



JB21hoja2 3

7) Lee la deduccién de las dos primeras leyes de Kepler en [I]. Cuando lo escribas para tu
trabajo, mejor usa la notacion £, como antes, en vez del p que escribi alli.

Perdén, hay un error, el valor de K1 no es correcto. Da igual porque no se utiliza para
nada. Lo menciono sobre todo para que no te confunda en el préximo ejercicio.

8) Comprueba que ¢ = Ki/Ks = h?/u. No es necesario que calcules K; y K», es més
sencillo.

Antes de deducir la tercera ley de Kepler, tenemos que ver un hecho geométrico més acerca
de las elipses. Una elipse es un circulo de radio a achatado verticalmente un proporcién b/a,
entonces su area es A = ma? - b/a = wab.

9) Demuestra que se tiene A = 7a%/21/? = %fo% r?de.

10) Usando r20 = h, prueba que la integral anterior es T'h donde T es el periodo, el tiempo
que tarda en recorrerse la elipse. Sustituye ¢ = h?/u y concluye 72/a® = 472 /i, que implica
la tercera ley de Kepler.

Estudiemos ahora el problema de la evolucién en términos del tiempo ¢t. Como ya te he
dicho, la dependencia de 7 y 8 en t es una funcién no “explicita”. Entonces lo mismo ocurre con
la dependencia de = e y en t cuando deshacemos el cambio a polares. La trayectoria eliptica
(x+c¢)?/a®+1y?/b?> = 1 responders a una férmula del tipo (recuerda que ae = ¢y b = av/1 — €2)

(1) x(t) = a(cos f(t) —e), y(t) = a1 — e?sen f(t)

donde f es una funcién del tiempo que queremos hallar. Resulta que, bajo el convenio f(0) =0
para el origen de tiemposEl, f(t) viene determinada por la ecuacion de Kepler

) F(t) — esen f(t) = 2%¢.

T
Si e # 0, esta no es una funcién explicita, porque no sabemos resolver de manera “exacta” la
ecuacién x — Asenx = B para A # 0, pero resulta que es ficil de calcular numéricamente, por
ejemplo con el método de Newton que habrés visto en Céalculo Numérico, y eso es suficiente.

11) Busca el valor de la excentricidad e para Mercurio y, usando el método de Newton,
calcula f(7/8) con un error relativo menor al 1 %.

Para Mercurio, T' = 87,97 dias y entonces el ejercicio anterior serviria para conocer su
posicién unos 11 dias tras su paso por el perihelio.

Curiosamente, una vez que sabemos que la trayectoria responde a la primera ley de Kepler,
la ecuaciéon se sigue de manera bastante simple de la segunda ley de Kepler. Te voy a dejar

2 Astronémicamente esto significa que se empieza a contar el tiempo en el paso por el perihelio, el punto de
la trayectoria més cercano al Sol.
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bastante libertad en esta tarea. Por si te sientes muy perdido, indico a continuacién alguna
referencia. Esto es muy conocido y lo puedes encontrar por doquier.

12) Busca en la bibliografia o en algin otra fuente cémo deducir , con f dada por ({2)),
y escribelo.

En [3], es la Proposicién 4.3 y en [4] estd en §1.10. En la red, el video:
https://www.youtube.com/watch?v=xqFrLvBnBGU

me parece que explica la ecuacion de Kepler muy rapido y muy bien y solo tendras que pensar
un poco para obtener , que no escribe explicitamente.

Para entender las referencias es conveniente que sepas un par de cosas sobre la terminologia
un poco rimbombante que se usa en mecdanica celeste. Recordando que T es el periodo, si la
elipse fuera una circunferencia y el movimiento uniforme, en tiempo ¢ estaria en un angulo
27t /T, bajo el convenio de que comienza en t = 0 a dngulo 0. A este 27t /T, que es el segundo
miembro de , se le llama anomalia media pero nosotros no queremos suponer que sea una
circunferencia y buscamos una solucién f(t) que dé el dngulo desde el foco de la elipse, a esta
solucién se le llama anomalia a secas o anomalia excéntrica.

No sé si en alguna asignatura del grado te han aparecido las funciones de Bessel:

vy
In(z) = 1/ cos(nt — xsent) dt.
T Jo

Aunque esto parezca una definicién rarisima, estas funciones surgen naturalmente en muchos
temas de matemadticas y fisica. Una cosa que poca gente sabe es que Bessel las introdujo
originalmente para resolver la ecuaciéon de Kepler . Se prueba que los coeficientes de Fourier
de la funcién f(t) — 2%% se escribe en términos de ellas y asi se obtiene una solucién en forma
de serie con un aspecto muy atractivo.

13) Lee la seccién 4 del articuld| [2] y escribelo con la notacién de esta hoja.

A pesar de que la solucién exacta con funciones de Bessel es matemdticamente atractiva,
desde el punto de vista numérico no es tan 1til para aproximar f. La razén es que se puede pro-
bar que la convergencia absoluta de la serie resultante es mas o menos como la de )7, n=3/2,
que no tiene parangdn con la convergencia exponencial del método de Newton.

Pasamos ahora a la situacién mas realista de dejar dos masas libres, correspondientes al Sol
y un planeta (otros ejemplos son una estrella doble o un planeta y un satélite), es el problema
de los dos cuerpos. Resulta que con un pequeno truco matematico se reduce al problema de

3https://www.jstor.org/stable/23245477origin=crossref&seq=1#metadata_info_tab_contents| te de-
beria dar acceso a él con el VPN de la UAM. Si tienes problemas, dimelo y te lo mando.


https://www.youtube.com/watch?v=xqFrLvBnBGU
https://www.jstor.org/stable/2324547?origin=crossref&seq=1##metadata_info_tab_contents
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un cuerpo. En fisica este truco se justifica con las propiedades del centro de masa. Aunque sea
un poco excesivo, aqui lo vamos a hacer con un enfoque matematico con Lagrangianos.

Siry = (x1,y1,21) y r2 = (22, Y2, 22) son las posiciones de cada una de las masas m; y ma,
en coordenadas cartesianas, entonces el Lagrangiano del problema de los dos cuerpos es:

Gmlmg

1 . 1 .
L= —m1HI‘1H2 + *m2Hr2||2 + m

2 2
Con un cambio de coordenadas q; = ry, qo = r; — ro se consigue que la energia potencial
sea como la del problema de un cuerpo, pero la energia cinética se estropea. Esto parece
inevitable. La via de escape es que complicando ligeramente este cambio lineal y utilizando
parcialmente las ecuaciones de Euler-Lagrange, podemos conseguir que la forma en que se
estropea corresponda al problema de un cuerpo cambiando el valor de la masa.

14) Escribe el Lagrangiano en términos de unas nuevas coordenadas q; y q; relacionadas
con las anteriores mediante:
mo my

ry = + —qo, ro = -
1 q1 m1+m2q2 2 =4q1 m1+m2q2

Halla las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a q;. Te debe salir q; = 0.

La ecuacién ¢; = 0 tiene como solucién general q; = agt 4+ by pero vamos a dar por hecho
que ag = by = 0, esto es, q; = 0. Enseguida veremos por qué podemos hacerlo.

15) Sustituye q; = 0, con ello depende de q2 y 2, y comprueba que es el mismo La-
grangiano para el problema de un cuerpo con m = mims/(mi + ms2) (a esto se le llama masa
reducida) y p = G(my + ma).

16) Deduce, siempre bajo q; = 0, que en el problema de los dos cuerpos, cada uno de ellos
describe una cénica y que la recta que los une pasa por el origen.

El cabo suelto que queda es por qué no es trampa suponer q; = 0, en vez de la situacién
general q; = agt + bg. La respuesta que darfa un fisico es que las leyes fisicas son iguales
en todos los sistemas inerciales. Para llevarlo al terreno matematico, imagina que nos hubiera
salido q; = byg, entonces dirfamos que situando el origen de nuestro sistema de coordenadas en
by, suponer by = 0 es gratis (esto es lo mismo que redefinir q; = q; — bg). Si no lo hacemos,
las posiciones estaran afectadas por una traslacién. De la misma manera, si nos empenamos en
dejar q; = agt + by, las posiciones estaran afectados por una velocidad constante que traslada
las elipses (cénicas, en general), pero siempre podemos correr nosotros con nuestro sistema de
referencia a la misma velocidad para que nos parezca que no hay tal traslacion. Por ejemplo,
un sistema de referencia inercial en el centro de la Galaxia daria que el Sistema Solar se mueve
a unos 300 km/s pero es ridiculo considerar este ag para hacer célculos dentro del Sistema
Solar.
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Un tltimo cabo suelto es que estamos considerando las masas como puntuales y el radio
del Sol es muy grande. A pesar de que es despreciable en comparacion con la distancia a los
planetas, cabe preguntarse si cambia algo. Newton demostré con gran esfuerzo e ingenio que
la simetria esférica asegura que no. Hoy en dia sabemos dar una demostracion breve de este
resultado, llamado a veces shell theorem, utilizando la ley de Gauss del campo gravitatorio,
que depende de la comprobacion AV = 0 que has hecho al principio.

17) Lee el apartado “Derivation using Gauss’s law” de [5] y escribe unas pocas lineas al
respecto para tu trabajo (no hace falta que reflejes todo).

Tarea a entregar. Debes escribir un documento que contenga una solucién razonada del
problema de los dos cuerpos combinando los ejercicios anteriores. Te sugiero una extension de
a lo mas 6 paginas con el formato de esta hoja pero soy flexible. El tema de esta hoja es una
parte fundamental de tu TFG y es importante que esté bien escrito. Eso no quiere decir que
tengas que incluir todos los detalles de los cédlculos. Intenta sintetizar lo que has aprendido con
los ejercicios sin necesidad de reflejar integramente todas sus soluciones.
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