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En la hoja anterior habiamos introducido la serie

2. cot(mny/D)

FS,D = Z ns y
n=1

con D € ZT que no sea cuadrado perfecto, y habiamos visto que converge para s > 2y

diverge para s < 1. Nos queda por analizar el intervalo 1 < s < 2. Con este proposito vamos a

introducir una nueva serie relacionada con la funcién que da la “distancia con signo” al entero

més cercano:

(T)y =z — [z +1/2].

Te recomiendo que dibujes o, al menos imagines la grifica de (z), para asegurarte de que
entiendes en qué sentido es la distancia con signo. Se cumple (x) = |[(x).| con la notacién de
la hoja anterior.

La nueva serie es un modelo para F§ p sin las complicaciones de la cotangente definido por:

= 1
Gsp = -_ .
P ;:1 ns(n\/ﬁ>>k

Una serie similar se estudia en el articulo [3] de los afios 60 cambiando (nv/D), por potencias
arbitrarias de (nz). A mi juicio, ese articulo complica més las cosas de lo que es necesario. Por
tanto no te sugiero que lo mires a no ser que tengas mucha curiosidad, a pesar de que aqui
manejaremos ideas similares.

1) Halla una constante C tal que |7 cot(rz) — (z);'| < C y utiliza este resultado para
probar que dado s > 1, F p converge si y solo si G p converge. Si te atascas buscando una C
explicita, prueba al menos que existe.

A partir de ahora, sin indicarlo cada vez, supondremos s > 1, que es el rango de conver-
gencia de ambas series. La clave para probar la convergencia de G, p es una férmula para
aproximar sus sumas parciales por medio de fracciones continuas. Esencialmente todo estd en
el caso k =1 de [1, Prop. 3.1], pero familiarizarte con la notacién y seguir los razonamientos
sintéticos incluidos alli creo que te llevaria demasiado trabajo. Por eso, en vez de pedirte leerlo,
descompondré una versién equivalente en ejercicios. No obstante, no tengo ningtn inconvenien-
te en que consultes [1] si te resulta de ayuda.

A pesar de algunas reducciones que he incorporado, la prueba es todavia técnica en el
sentido de que hay unos cuantos resultados menores que se necesitan para ajustar los razona-
mientos. La dificultad (creo que alta) de esta hoja radica en controlar muchos detalles. No te
pierdas en los lemas técnicos e intenta ver el esquema general. La idea intuitiva para probar la
convergencia de G5 p es que V/D se parece mucho a sus convergentes y por tanto es de esperar
que la mayor contribuciéon a la serie G5 p venga de los n que son multiplos pequenos de sus
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denominadores. Concretamente, de los elementos del conjunto
A= {nEZ 1< <n<gin conqj\nparaciertoj},

donde aqui y en el resto de la hoja p;/q; son las convergentes de v D.
La demostracién de la convergencia consta de dos pasos. Primero veremos que la contribu-
cién que pensamos que domina constituye una serie convergente. Esto es,

1
(1) GS,D: ———— converge.
nEZAnS(n D).,

Después mostraremos que los términos omitidos no causan problemas. Concretamente,

1
2 E; = ———— converge, en particular, lim F; = 0.
®) =T o tin £,
ngA

Nota que en esta ultima suma aparece <n\/5), sin el asterisco. Por otra parte, en realidad
podria haber escrito toda la serie sin la limitacién n > g;. Es equivalente. He definido E; de
esta forma para que E; — 0 dé mds idea de que esos términos no alteran la convergencia y de
que, numéricamente, cuando hay cocientes parciales grandes, Gg p da una contribucién mayor,
aunque eso no lo probaremos aqui.

2) Explica por qué de (1) y (2) se deduce la convergencia de G p. Esto es facil y en la
linea de lo explicado en el parrafo anterior, pero no es totalmente trivial.

Para probar (1) vamos a evaluar, en cierto sentido, las sumas parciales de Gg p- Con este
9
fin, introducimos

N-1
1
AJ(N): = donde 1<Qj <N§qj+1.
2 D).
ajln

3) A partir de la expresién que conoces para x — p;/q; (mira la tercera hoja), muestra que

¢;(nV' D). = n{q;V D). donde 1 < gj <n<gqy1yq|n

4) Deduce de lo anterior que

Aj(N) =g VD)ct Y m!

m<N/g;

y concluye que Gg p converge para s > 1, esto es, (1). Recuerda que, segin lo visto en la
tercera hoja, los g; crecen de manera exponencial, al menos como 20—1)/2,
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La demostracién de (2) es mas complicada. Para llevarla a cabo definimos:

qu+1/2j 1 qj+1—1 1

Bi= Y ——= v Ci= Y  —F
s n*(nv/D) nelara /20 n*(nv'D)
1 g;tn

Vamos a probar que para cada s > 1 existe un K = K(s) tal que

(3) Bj < Kg;*log(gj+1) vy Cj < Kgjiilog(gji +1).

5) Explica por qué de (3) se deduce (2).
En la demostracién utilizaremos dos desigualdades:
Al
(4) [(z) —(y)| < |z —y| paraz,yeR y ZE<210g(N+1) para N > 1.

n=1

La segunda quiza te suene, a lo mejor con otra constante. Una aproximacién asintéticamente
6ptima [2, §2.7] estd relacionada con la constante de Euler-Mascheroni [4]. A ver si consigues
resolver el siguiente ejercicio de una manera lo mas elegante posible sin indicaciones. Si te
resulta dificil, pideme ayuda. A mi me ha llevado un buen rato dar con una prueba corta.

6) Demuestra la primera desigualdad de (4).

7) Usando (2n)~! < f:ﬂ - tdz para n > 1, que debes justificar de la manera mas breve
posible, concluye la segunda desigualdad de (4).

8) Justifica ‘(n\/ﬁ>* - <m\/5>*| = ‘(n—m)\/ﬁ— (k1 —ko)| > (g;VD) > (2¢j4+1)"! paran
y m enteros verificando 0 <m < n < gj41.

9) Explica por qué el ejercicio anterior implica que {qu+1(n\/ﬁ> 1<n< qj+1} es un
conjunto contenido en [1,00) tal que cada intervalo [k, k+ 1) con k € ZT contiene a lo mas dos

de sus elementos.

10) Usando 2¢j1n~° < 23+1qjl-;f para n en el rango de sumacién de C}, deduce la segunda
desigualdad de (3) a partir de

qj+1—1

1 1

. s+1 _1—s s+2 1—s -

G<2Mal D o <P ) p
gj+1/2<n<qj41 qj+1 k=1

que debes justificar con el ejercicio anterior, y de (4).
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11) Explica por qué, usando (4), para n en el rango de sumacién de B; se tiene

|(nvV/D) — (np;/q;)| < 2;, < %ij/qﬁ-

12) Prueba
lgj+1/2] lgj+1/2] 1
Bj <2 ——— < 4gjlog(q; + 1) —
ajtn g;lm

y deduce de ello la primera desigualdad de (3), terminando asi la prueba de la convergencia.
Nota que en la tltima suma aparece g; | n. No es una errata. Viene de descomponer la suma

en bloques formados por nimeros de la forma kq; +1,..., kg; +¢; — 1 y observar que son todos
mayores que m = kq;. Nota también, que para estos nimeros (np;/q;) alcanza cada elemento
de {1/gj,...,(qg; —1)/g;} alo més dos veces, lo que implica que la suma de (np;/q;)~* sobre

ellos no supera el doble de 2¢; log(g; + 1).

Tarea a entregar. Debes escribir un documento que pruebe la convergencia de Fy p para
s > 1 a través de la de G5 p. Tienes total libertad para estructurar la demostraciéon como
prefieras cambiando de orden los ejercicios. Como ves, hay unos cuantos resultados auxiliares
y no sé si el orden en el que los he ido introduciendo es el més natural.

La extension es libre. Simplemente te recomiendo que no te pierdas demasiado en los
detalles. A lo que sea secundario no merece la pena dedicarle muchas explicaciones. Es el
esquema principal lo que debe quedar claro.
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