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Después de darle muchas vueltas y de ser cada vez mas realista, lo que vamos a ver en el
tercer capitulo de tu trabajo es la relacion entre la convergencia de dos familias de series y las
fracciones continuas. He decidido dividir la tarea en dos hojas porque una iba a quedar dema-
siado larga y porque asi tengo maés tiempo para planear la orientacién del capitulo. Ademés
me queda la duda de si esta hoja te va resultar complicada. Si fuera el caso, dimelo y alige-
rarfa la proxima. Conociendo tus gustos y como la convergencia a secas te puede resultar poco
atrayente a no ser que te guste mucho el andlisis, le he dado al capitulo cierto sesgo original
de tipo computacional para que puedas evaluar explicitamente la primera familia de series y
acelerar el calculo de la segunda. A modo de aliciente que te anime a trabajar en esta hoja,
en los préximos ejercicios usaremos las fracciones continuas para demostrar ciertas identidades
entre las que se encuentran

(1)

= cot\mn 7T5 s cot\mn 7'('3
N IR

n=1 1890 n=1
Una cosa curiosa es que si uno le pregunta a WolframAlpha® acerca de estas series, dice que
divergen.

Todo el material tiene que ver con [4]. Leerlo por completo estaria fuera del nivel de un
trabajo de fin de grado, por ello solo te pediré que mires algunos fragmentos y he escrito [3]
para explicarte cémo se deduce lo de las evaluaciones, que solo se insinta en [4]. He utilizado
a propdsito un tono dirigido mas a matemadticos que a estudiantes y asi explicar con tus
palabras [3] te requerira cierto esfuerzo.

La familia de series que consideraremos en esta hoja es

2. cot(mny/D)
FS,D = nz::l ns
con s real y D € Z*1 que no sea un cuadrado perfecto (si lo fuera, Fs p no tendria sentido
porque los sumandos valdrian infinito).

En lo sucesivo p;/g; denotaran las convergentes de v/D. También se hablard de algunas
“constantes” C'. Supondremos, sin decirlo cada vez, que son constantes solo una vez fijado D.
Es decir, C = C(D).

Antes de comenzar, es conveniente que tengas presente una desigualdad trigonométrica
general.

1) Prueba |cot(rz)| < £ (z)~! para todo x ¢ Z donde (z) indica la distancia al entero més
cercano a x. Intenta que la prueba sea breve y elegante.

Vamos ahora con la convergencia.
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2) Recuerda de la hoja anterior que |g;v D —pj| < qj_l. Utilizando esto, demuestra que Fs p
no converge para ningin s < 1. Indicacién: De Calculo I debes saber que > ¢, convergente
implica ¢, — 0.

La condicién s > 1 no solo es necesaria sino también suficiente para la convergencia, pero eso
requiere mas esfuerzo. Ahora veremos un resultado parcial y en la préoxima hoja completaremos
la demostracion.

3) Demuestra que dado D como antes, existe una constante C' > 0 tal que para todo
n € Z* se verifica ‘COt(ﬂ"I’L\/D)‘ < Cn. Indicacién: Con lo que sabes de fracciones continuas,

prueba primero |¢gv/ D — p|~1q~! estd acotado superiormente para ¢ € ZT y p € Z.
4) Deduce del ejercicio anterior que Fs p converge para cualquier s > 2.

El rango 1 < s < 2 es el que nos falta por analizar y lo trataremos en la proxima hoja.

Ahora nos centramos en s > 3 entero impar, en particular la convergencia esta asegurada
por el ejercicio anterior, y vamos a proceder a la evaluaciéon de la serie. Las ideas de tal
evaluacién estan en [5] sin detalles, en particular no se trata la convergencia. Por si tienes
curiosidad, hay una estrecha relaciéon con una famosa (aunque no tan profunda) férmula de
Ramanujan para ¢(2n + 1) [1, p.276], [2, §3]. Para no divagar, aqui seguiremos el documento
[3] que he escrito. Aunque la primera seccién es més que nada histérica, te recomiendo que le
des un vistazo.

5) Lee la segunda seccién. Si nunca has oido hablar de los nimeros de Bernoulli, toma
Bsy, = (2n)!f,, como su definicién donde los f,, provienen del desarrollo de Taylor

o0

t t _ n 2n

n=0

Para ver que lo entiendes, calcula a partir de este desarrollo fo y fi1 y comprueba que dan lugar
a Bp =1y By = 1/6. Suponiendo conocido By = —1/30 verifica el caso m = 1 de la tabla de
la pagina 4.

6) En la demostraciéon de la Proposicién 2.1, explica de dénde salen las férmulas para
Res(f,n) y Res(f,n/z). Te dejo como opcional que expliques con més detalle dénde se estd
aplicando el teorema de los residuos y por qué la integral sobre la frontera tiende a cero.

Con esto llegamos a la tercera seccion. Lo importante es que, dando por hecho que es licito
usar la ecuacién funcional, entiendas que conduce a la evaluacién de Fop,41,p.

7) Escribe con tus palabras y con todo el detalle que consideres necesario la demostracién
de la Proposicién 3.2 aplicada a Fop,41.p.
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8) Como aplicacién de lo que has aprendido, demuestra las férmulas de (1). Para algunos
calculos necesitards un ordenador o, al menos, una calculadora. Cuando lo escribas para tu
trabajo indica algunas cuentas intermedias para que se entienda qué estas haciendo.

9) Halla una férmula general para

>, cot (T2 + 1
3 (rnv/2 +1)

3 donde ¢ € ZT.
n

n=1

10) [opcional] Haz un programa para demostrar que la ultima férmula de [3], la que tiene
el v/94 y los nimeros tan grandes, es correcta.

Tarea a entregar. Debes escribir un documento que recoja la no convergencia de Fy p para
s <1, la convergencia para s > 2, la ecuacién funcional y la evaluacién de Fy,, 1 p dando por
hecho que la convergencia permite usar la ecuacién funcional. Debes también recoger ejemplos
particulares, como los de (1) u otros que te resulten més atractivos. Es fundamental que des
explicaciones detalladas con tus propias palabras, asequibles a un estudiante de grado. Si esta
hoja se te hace muy complicada, dimelo. La extensién es libre.
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