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En los articulos 337-341 de [Gau86], Gauss se ocupa del polinomio ciclotémico
(1) N L R | con n > 2 primo.

Hoy en dia lo habitual seria escribir p en lugar de n pero creo que es mejor transigir con el n
de Gauss porque si no, acabariamos haciéndonos un lio.

El objetivo (que se alcanza en el art. 341) es probar que este polinomio es irreducible en
Q[z]. Hoy en dia esto se hace en un par de lineas apelando al criterio de Eisenstein tras un
cambio de variable simple pero muy ingenioso.

1) Busca en cualquier libro del tema (por ejemplo [Ste89]) o en la red cémo es esta prueba
“moderna” de la irreducibilidad de (1).

Cuando Gauss escribié [Gau86], Eisenstein ni siquiera habia nacido y su prueba de la
irreducibilidad es més complicada que la actual pero bastante bonita. En cierto modo involucra
algunas ideas de teoria de Galois. Lo unico criticable es que Gauss alarga su demostracion
distinguiendo varios casos cuando en realidad sélo se puede dar uno de ellos.

En el art. 337 se dan (sin demostracién) polinomios que tienen como raices sin(27/n),
cos(2m/n) y tan(27/n). He de confesar que, excepto el de la tangente que es facil, los otros me
ha llevado un rato probarlos. Esto no se necesita para nada de lo que viene después, por tanto
lo tnico que te pido es:

2) Da un vistazo por encima al art. 337.

Hay dos resultados auxiliares que utiliza Gauss. El primero de ellos esta en el art. 42, no lo
tienes en tus fotocopias, y es conocido hoy en dia como el lema de Gauss (para polinomios).
Lo que dice es que si un polinomio no constante de coeficientes enteros es irreducible en Z[z]
entonces también lo es en Q[z]. Es decir, que al factorizar polinomios con coeficientes enteros
no pueden aparecer denominadores de la nada. Este resultado es elemental pero no obvio.

3) Busca la demostracién del lema de Gauss (viene por ejemplo en [Ste89]) y sigue los
pasos.

El otro resultado, estéd en el art. 338 pero sélo esbozado. Casi lo da por sabido. Lo que dice
es que si un polinomio tiene coeficientes racionales o enteros, entonces al elevar sus raices a
una potencia entera positiva, esa propiedad no cambia. En férmulas, para A = Q 6 A = Z,
dado k € Z* se tiene

(z—a)(@—ag) - (x—ay) €Alr] = (x—al)(@—ab) - (z—ak)ec Al

Aunque admite una prueba elemental (no muy breve) hoy en dia no es tan facil encontrar
esto en los libros sin usar teoria de Galois. Para no cargarte de trabajo, simplemente da por
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sabido este resultado. Si tienes curiosidad, lo tengo escrito en las p.3—4 de [Chal2], es lo que
esta en letra pequena. El teorema que alli discuto de los polinomios simétricos elementales
era fundamental en temas de algebra de los siglos XVIII y XIX, y tiene su origen en unas
identidades de Newton a las que se refiere Gauss, pero hoy en dia ha perdido su importancia.
Ni siquiera las identidades de Newton [Cla84, 1315] [Wik16] se suelen ver en los cursos de
algebra.

El art. 339 dice cosas muy elementales. Nota aqui y en lo sucesivo que Gauss llama “com-
plex” o “complex of roots” simplemente al conjunto de raices.

4) Lee el art. 339. Posiblemente no aprendas nada nuevo pero te ayudard a ir familia-
rizandote con la terminologia.

La prueba en si comienza en el art. 340. Podriamos decir que es un lema de més entidad que
los resultados auxiliares anteriores y, aunque no lo parezca, encierra algunos indicios de la teoria
de Galois y la idea de simetria. En el lenguaje moderno uno podria decir que estd usando los
automorfismos de Gal(@(e%i/ ")/ @) pero no te asustes, no es algo dificil. Al leerlo seguramente
te resultard tediosa la notacién en parte debido a que en aquellos tiempos no habia los medios
de impresién actuales ni por supuesto KTEX. Como ayuda al siguiente ejercicio te sugiero lo

siguiente: la funcién ¢ hoy dirfamos que es ¢ € Q[xy,x2,...,2] v por tanto escribirfamos
r1,%2,x3,... en vez de t,u,v,..., de la misma forma nadie escribiria hoy a, b y ¢ sino 1, r y
2 2mi/n

réconr=e
Hay una cosa en la que tengo una duda. Cuando Gauss dice “rational integral algebraic fun-
ction”, no sé si admite también que sea cociente de polinomios, es decir, ¢ € Q(z1,z2,. .., Tk).
En ese caso el resultado también es cierto (pero més complicado) siempre que el denominador
no se anule. Parece que sélo va a considerar polinomios, entonces supén que éste es el caso.

5) Lee el art. 340 y escribelo con tus palabras y notacién més moderna, completando los
detalles que te parezcan oscuros y prescindiendo de lo que consideres evidente.

El enunciado de la irreducibilidad de (1) y el grueso de la prueba estén en el art. 341.

Antes de que mires nada, vamos con la cosa con la que parece que Gauss se despista. Si
factorizamos el polinomio de (1) como PQ en Q[z] (que es lo mismo que hacerlo en Z[z] por
el lema de Gauss), cada raiz de P serd de la forma ¢ = e2™/" y P(¢£) = 0 implica conjugando
P(€) = 0 o equivalentemente, P(1/¢) = 0. Siempre se puede suponer entonces que estamos en
el caso que Gauss llama I en el art. 341, en el que los inversos de las raices de P son también
raices de P. Con ello la distincién de B, 9Q, R, S que hace al principio te la puedes saltar y
empezar en I notando que P significa el conjunto de raices de P.

La notacién es, de nuevo, un poco insufrible desde el punto de vista actual. Sugiero que
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al escribirlo utilices! Py, Py, Py, ... P,_ o las letras que prefieras en vez de P,P',P" ... P".

Fijate que como dice Gauss, hay n — 1 funciones que vienen de hasta la potencia n — 1, por
eso v =n — 2 (no sé por qué lo abrevia). Lo mismo se aplica a las p mintsculas.

Dentro de la parte matemaética, recuerda que cuando menciona el art. 42, se refiere al lema
de Gauss. El punto méas importante de la prueba y el que quiza te cueste un poquillo es la
igualdad entre el producto de las P y X?*. Piensa en las multiplicidades de las raices en ese
producto. Si después de pensarlo mucho no se te ocurre, pregintame y te doy una pista pero
de verdad que es asequible.

6) Lee el punto I del art. 341 y escribelo con tus propias palabras y notacién. Da algin
detalle acerca de la igualdad entre el producto de las Py X*.

Lo que me tienes que entregar estd dentro del ejercicio siguiente:

7) Escribe lo que has aprendido acerca de la irreducibilidad de (1) segin [Gau86] para que
sirva, como versién preliminar del punto 3 de la propuesta de temario. Intenta ajustarte a tres
péginas o asi. A no ser que tengas una idea muy clara en otro sentido, te recomiendo que sigas
las directrices que te indico:

1. Comienza con unas lineas de introduccién explicando que en los articulos 337-341 se
aborda la irreducibilidad de (1) pero que hoy en dia este resultado es muy fécil y escribe
la demostracién breve actual.

2. Menciona los dos resultados auxiliares (lema de Gauss y potencias de raices) poniendo la
referencia de los articulos donde estan. Dependiendo del espacio que tengas disponible, lo
mismo puedes poner algo breve acerca de su prueba o de su importancia. Seria conveniente
que dieses también referencias modernas de ellos por si un lector de tu trabajo quiere
consultarlas.

3. Redacta lo que has pensado para el problema 5).

4. Redacta lo que has pensado para el problema 6).

Un comentario final: si hay cosas que te resultan chocantes, no dejes de senalarlas o ex-
plicarlas en tu redaccién. El objetivo a tener en mente es que leyendo tu trabajo alguien del
siglo XXI pueda ahorrase el esfuerzo de meterse en la notacién y costumbres matematicas de
los primeros afios del siglo XIX pero con la sensacién en todo momento de que sigue el esquema
original.

1Si te digo la verdad, yo prefiero Py, Py, P3,... P,_1 para que el subindice sea la potencia pero no sé si te va
a hacer un lio.
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