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En la carpeta que te he dado esta el plan sobre el trabajo. Por favor léetelo. También he
incluido fotocopias de la seccién VII de [Gau86]. Asi no dependes de que haya ejemplares en
la biblioteca. Esta en inglés. Hay alguna edicién en espaifiol pero no sé si estd disponible en la
UAM. Te adjunto el indice de contenidos para que te sea més facil encontrar las cosas y un
apéndice de notas de Gauss aunque creo que sélo hay dos que se apliquen a nuestra parte.

Como ya te he dicho, lo que te va a costar més es leer un texto de hace mas de 200 anos.
Posiblemente te dé la sensacién de que escribe demasiadas palabras y que la notacién es rara
y farragosa. Por eso, creo que es conveniente que tengas de antemano una idea somera de las
lineas generales. En esta primera hoja, que es muy diferente al resto, voy a explicarte algunos
aspectos bdsicos y tratarte de convencer de que es sencillo y muy bonito. Las pruebas y los
enunciados méas concretos los iremos viendo segun vayamos leyendo a Gauss.

Considera la ecuacion 2P — 1 con p # 2 primo, ya veremos que el caso general " —1 = 0 de
alguna forma se reduce a éste. Sus soluciones son claramente 1,,¢2,..., (P! con ¢ = 2™/P
(Gauss escribe a partir de cierto momento n en lugar de p y [m] en lugar de "). Esencialmente
lo que probé Gauss es que si la factorizaciéon en primos de p —1es p—1 = q1¢q2---¢s con
q1 < g9 < --- < g5 entonces se puede expresar ( como soluciéon de una “cadena” de ecuaciones
de grados qi1,q2,...,qs. Aqui “cadena” significa que la primera ecuacién tiene coeficientes
racionales y en cada uno de los pasos siguientes uno puede tener coeficientes mas complicados
dados por combinaciones de raices de las ecuaciones anteriores. Imagina que p—1 = 2", entonces
segun este resultado, ( = cos 2?” + i sin 2?” se puede obtener como una cadena de ecuaciones de
segundo grado. jPor qué esto es interesante? Porque cuando usamos regla y compés hacemos
intersecciones de rectas (regla) y circunferencias (compés) tomando longitudes ya construidas
y entonces podemos construir longitudes que vengan de cadenas de ecuaciones cuadraticas (ya
lo veremos con mas cuidado si no lo has estudiado todavia). En particular, se pueden construir
longitudes que midan cos 2% y sin 2?” y asi se dibuja el angulo de 27 /p radianes y con ello un
poligono regular de p lados. Gauss concluyé que hay una construccién con regla y compas del
poligono de 17 = 2% 4+ 1 lados, lo cual desconocian los antiguos griegos.

1) Por ahora se conocen sélo 5 primos con p — 1 = 2", ;sabes cudles son? Si no, intenta
hacer un sencillo programita en SAGE o lo que prefieras para hallarlos.

Lo bonito es que este resultado de Gauss que conecta temas en principio muy alejados de
algebra y geometria plana de los griegos estd basado en ideas simples de simetria que son la
base de la teoria de Galois.

Comencemos recordando un resultado béasico de teoria de ntimeros que probablemente te
han contado. Es mas profundo de lo que parece. La prueba es breve pero no un ejercicio (si
tienes curiosidad mira [Cla84] o [DH96]). Para cualquier primo p existe un 1 < g < p tal
que g%, g',..., 9?2 da el conjunto restos 1,2,...,p — 1 (quizé en otro orden) médulo p. Por
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ejemplo, para p =5 valen g = 2 y g = 3 porque
M=121=92 22=4,22=3 y 3=1,3'=3, 32=4, 33=2.

Gauss incluso en una seccién que no leeremos de [Gau86] hall6 una férmula para saber cudntos
g validos hay para un p dado (de nuevo, si tienes curiosidad [HWO08]).

2) Halla todos los g validos para 7 y algin g vélido para 11.

Vamos ahora con las simetrias. Fijemos p y g, diremos que una expresién P(¢) con P € Q[z]
tiene la simetria Sy (notacién que me acabo de inventar) con d | p— 1 si P({) = P((gd). Cosa
que no habria que explicar: ng = C(gd) #* ((g)d.

Pensemos en el caso p = 5 con g = 3 y vamos a ir reduciendo las simetrias de P(¢{) =
¢+ %+ ¢ + ¢* Para eso ordenamos los exponentes segin aparecen en ¢<, k = 1,...,4
médulo p y vamos tomando uno de cada dos elementos. De esta forma se consigue el arbol
binario

St G+
/

Sa ¢+t G
[N

Sa: ¢ ¢t ¢ ¢

En realidad Sy es no decir nada porque g* = 1 (méd 5). En general, siempre que p — 1 = 2",
procediendo de esta forma se pasa de Z(k hasta las raices sueltas en n pasos con simetrias
Sor, k=1,...,2".

En el caso p = 17 con g = 3 la primera descomposicién seria

Sl: Cl+g3+C9+410+C13+C5+<15+§11+--'

52: <+(9+C13+C15+--- <3+<10+C5+C11+~--

3) Completa los puntos suspensivos.

En el caso p — 1 # 2™ hay algo similar salvo que en vez de cogerlos de dos en dos hay que
cogerlos de ¢; en ¢; donde ¢; son los factores primos de p — 1 y el arbol no es binario, pero de
eso no nos ocuparemos ahora. Gauss llamo a las expresiones intermedias periodos.

El resultado fundamental es que cualquier expresién que tenga la simetria Sy se puede
escribir como combinacién lineal (con coeficientes racionales) de las expresiones que aparecen
en el piso Sy del drbol. Antes de seguir, recuerda o aprende que el niimero en la cima del arbol
es muy sencillo:

4) Prueba que Zz;i ¢ =—1.
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Con el resultado fundamental anterior para p—1 = 2™ (el tinico caso del que nos ocuparemos
en el resto de la hoja), Gauss hizo algo muy ingenioso: tomé la suma y el producto de dos
expresiones que tenia el mismo padre en el arbol. Esa suma y ese producto adquieren las
simetrias del piso de arriba. Por ejemplo en el caso p = 5,

S=C+M+(E+3) vy P=C+ME+O

tienen simetria S; y por tanto son una combinacién lineal racional de un sélo nimero (un
miiltiplo racional) de ¢! + ¢2 + ¢* 4+ ¢(? = —1. Es decir, son niimeros racionales que podemos
calcular.

5) Calcula S'y P.

Pero resulta que (ffjate que ingenioso) ¢ +¢* y ¢34¢2 son las raices de la ecuacién cuadrética
22 — Sz + P = 0 y resolviéndola tendremos una férmula explicita con raices cuadradas para
=0+t yr=0+C

6) Calcula ry y 7.

De la misma forma la suma y el producto de ¢ y ¢* tienen las simetrias de su padre, S, y
son combinacién lineal de r; y 732, lo cual es casi inmediato:

(+¢'=m  y P =1=—mm

Entonces ¢ y ¢* son raices de la ecuacién 2 — iz —ry — 79 = 22 —riz + 1 = 0 y obtendremos

una férmula con raices cuadradas para (.

7) ;Qué formula es? Da férmulas lo mas simples posibles para cos(27/5) y sin(27/5).
Indicacion: En realidad para esto ultimo te basta ri.

Fl caso p = 17 es un demasiado largo como para proponerte que lo hagas completo. A ver
si consigues dar el primer paso:

8) Halla una férmula explicita para ¢ + ¢? + (13 + ¢(1° + ... que apareci6 en el caso
p = 17. Indicacién: Si haces el calculo directo, ayidate de un ordenador para no aburrirte.
Una alternativa para hacerlo a mano es que ya sabes que este niimero por su hermano es un
miltiplo de ¢ + ¢2 + --- 4 (16, Basta con que halles el coeficiente de .

Hay una cosa que debes tener clara:

9) ;Por qué la suma y el producto de los dos hijo siempre adquieren la simetria de su
padre? Intenta convencerte a ti mismo.
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Todos los ejercicios que te he puesto hasta ahora son para que te entrenes. Si tienes dudas
me puedes preguntar pero no hace falta que me los mandes escritos en limpio. El tinico ejercicio
que tienes que entregarme es el siguiente:

10) Redacta lo que has aprendido de forma breve y con tus propias palabras para conseguir
una primera version del apartado 1 en la propuesta de temario. Intenta que sea algo ligero, sin
demostraciones, que resulte atractivo para un lector que no sabe nada previo.
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