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Recuerda que en lo visto hasta ahora hay un cabo suelto crucial: no sabemos cómo deducir
las métricas correspondientes a situaciones f́ısicas, concretamente la métrica de Schwarzschild
veńıa llovida del cielo. Responder a la pregunta ingenua “¿qué deben cumplir las métricas aso-
ciadas a la gravedad?” conlleva temas avanzados de geometŕıa que tienen sus ráıces en trabajos
clásicos de Gauss y Riemann. Einstein, con la ayuda de un colaborador matemático (M. Gross-
mann), logró aprender estos temas e incorporarlos a la teoŕıa geométrica de la gravitación que
es la relatividad general.

Posiblemente esta sea la hoja que te cueste más y sin duda es la más larga. Te anticipo
que puedes tomarte el tiempo que quieras. Cuando la termines ya podrás decir que tienes un
trabajo sobre relatividad general. Se pueden añadir más cosas pero lo indispensable termina
en esta hoja.

Por si quieres dividir la tarea en varias entregas, separo la hoja en cuatro partes. En cada
una de ellas tendrás que leer algunas cosas y te propondré algún ejercicio que puedes incorporar
como ejemplo.

1. La derivada covariante.
En mi opinión en demasiados textos de geometŕıa no se deja claro que la derivada covariante

encierra una idea geométrica o mecánica muy sencilla: si quiero observar la variación de algo en
movimiento, su derivada, y mi sistema de referencia está también moviéndose, la derivada “de
verdad” tendrá dos términos herederos de la fórmula elemental (fg)′ = f ′g + gf ′, uno tomará
en cuenta el movimiento observado y otra el del sistema de referencia. Esta derivada de verdad
es lo que conduce a la derivada covariante y con mayor generalidad a las conexiones.

Explico la motivación y la teoŕıa en [Cha09, §3.3] y en [Cha12, §3.3]. En el segundo caso
menciono las conexiones afines, esto es como decir que en principio uno pone coeficientes
arbitrarios en lo que correspondeŕıa a la variación del sistema de referencia (que no lleven a
contradicción con los cambios de carta). Resulta que si uno quiere que la derivada aśı construida
preserve en algún sentido el producto escalar, los coeficientes solo pueden ser los śımbolos de
Christoffel (conexión de Levi-Civita). Esto suena muy razonable cuando uno ve la fórmula
porque a lo largo de las geodésicas las velocidades tienen derivada covariante nula, lo que
refleja que las geodésicas son el análogo en variedades de las rectas.

1) Lee alguna de las referencias indicadas (o ambas o complétalas con otras). Si lo de las
conexiones te parece superfluo, puedes pensar siempre en la conexión de Levi-Civita. El lema de
Gauss aparece solo en [Cha12, §3.3], quizá lo conozcas de la geometŕıa de curvas y superficies.
Da al menos un vistazo al enunciado o a la idea intuitiva porque aparecerá indirectamente más
tarde.

El siguiente ejercicio requiere que calcules los śımbolos de Christoffel correspondientes a las
coordenada polares en R2. Yo creo que la parte final es una buena ocasión para que pienses
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sobre el significado de la derivada covariante. Intenta resolverlo sin pedirme ayuda.

2) Considera en R2 el campo de vectores V = cos(θ − π/4)∂/∂r + r−1 cos(θ + π/4)∂/∂θ
donde (r, θ) son las coordenadas polares. Comprueba usando estas coordenadas que la derivada
covariante de este campo es nula. Intenta ahora explicar geométricamente por qué ocurre esto
o más concretamente, cómo podŕıa haberse ahorrado uno los cálculos.

3) Escribe un resumen de lo que has aprendido, incluyendo el ejercicio anterior como
ejemplo. Creo que es interesante que des algún mı́nimo sesgo mecánico a las explicaciones.
Por ejemplo, en ausencia de fuerzas d~v/dt = ~0 implica que el movimiento de una part́ıcula
es rectiĺıneo y uniforme, el análogo con ligaduras en una variedad es que las trayectorias sea
geodésicas que equivale a DV/dt = 0 donde V es el campo de vectores tangentes a lo largo de
la curva.

2. El tensor de curvatura.
El objeto matemático que aparece en las ecuaciones de campo en las que se basa la relativi-

dad general es el tensor de Ricci que es una versión reducida del tensor de curvatura o tensor
de Riemann. Este tensor es muy complicado y se puede introducir de varias formas. La más
sintética es como diferencia entre derivadas covariantes segundas. Esto está relacionado con
que mide cuánto vaŕıan los vectores en transportes paralelos ćıclicos infinitesimales, eso lo em-
parenta con la curvatura de Gauss a través del teorema de Gauss-Bonnet que quizá recuerdes.
También, el tensor de curvatura mide cuánto se separan a la larga geodésicas arbitrariamente
cercanas. Es en esta forma en la que aparece en las explicaciones que te propongo leer más
abajo sobre las ecuaciones de campo. Hay un teorema que asegura que la métrica es plana
si y solo si el tensor de Riemann se anula (creo que está en [Fra12]). Esto entronca con la
motivación original de Riemann. En [Spi79] hay muy buenos y extensos comentarios acerca de
la historia.

El tensor de Ricci tiene una interpretación geométrica como la variación del volumen con
respecto a un espacio plano. Estoy casi seguro que en alguna ocasión escrib́ı acerca de ello pero
ahora no lo encuentro en mis apuntes (se menciona en [Wik18]).

4) Lee acerca de la motivación, definición y propiedades de los tensores de Riemann y
de Ricci. Usa la bibliograf́ıa que prefieras. Si usas mis apuntes, está en [Cha12, §4.1] y en
[Cha09, §4.1]. Yo creo que en la primera referencia me ha quedado mejor. Lo de la separación
de las geodésicas está en [Cha12, Prop.4.2.5]. Si no lo miras ahora lo tendrás que hacer para
comprender el significado de las ecuaciones de campo.

Seguramente no te llame en absoluto la atención pero en [Cha09, p.88] lo que escribo como
justificación en una ĺınea del carácter tensorial del tensor de Riemann no está tan claro y
también debeŕıa haber dicho algo para aclarar que la definición tiene sentido, es decir, que
existen Rijkl tales que se da la igualdad.
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Te propongo dos ejercicios que se pueden hacer casi sin cuentas. Si no se te ocurre cómo,
tendrás que hacer unos cuantos cálculos. Ambas maneras son ĺıcitas pero, por supuesto, me
gustaŕıa que se te ocurriera la primera.

5) Calcula todas las componentes Rij12 del tensor de curvatura para la métrica en (R+)2

definida por exdx2 + dy2.

6) Prueba que el tensor de Ricci cumple R12 = R21 = 0 para cualquier métrica en R2 de
la forma A(x, y)dx2 +B(x, y)dy2.

Te recomiendo que incluso si te has centrado en mis apuntes, a la hora de escribir mires
cuantas más referencias mejor. Aparte de aprender más, te dará más opciones a la hora de
elegir un enfoque.

7) Escribe una exposición de todo lo que has aprendido sobre la curvatura en variedades.
Si quieres y piensas que viene al caso, incluye alguno de los ejercicios como ejemplo.

3. Las ecuaciones de campo.
Estas son las ecuaciones que responden a la pregunta ingenua al principio de esta hoja. Yo

creo que la mejor explicación que he visto sobre las ecuaciones de campo es [BB06]. Aunque te
suene demasiado “f́ısico” y demasiado largo, te recomiendo que al menos le des un vistazo. En
mis apuntes he escrito acerca del tema y donde creo que me ha quedado mejor es en [Cha12,
pp.79–80]. Quizá te resulte más asequible que [BB06] porque es más matemático y breve aunque
insisto en que [BB06] es lo mejor que conozco. Lo mı́o solo ocupa dos páginas pero tú tendrás
que leer algo más porque es necesario entender la Proposición 4.2.5 de la sección anterior.

Hay una deducción variacional de las ecuaciones de campo debida a Hilbert1 que es muy
elegante. Está en varios sitios (entre ellos en mis apuntes) pero por ahora no la mires por-
que es un poco avanzada. En los planes iniciales estaba propuesta para una siguiente hoja.
Dependiendo del tiempo y de tus propios intereses, ya veremos si nos metemos en ello.

También hay una “deducción” de las ecuaciones de campo que aparece en algunos textos
basada en justificar que esencialmente la única cosa sensata con dos ı́ndices y con derivadas
segundas que se puede poner, en el caso del vaćıo, es Rij = 0. Ese tipo de explicaciones
seguramente excede lo que tu mentalidad matemática puede tolerar. Si mal no recuerdo, esto
veńıa en [Sok51]. Acabo de comprobar que algo de esto está en [Zee13, VI.1]. Este último libro
no lo he manejado pero tengo muy buenas referencias de él. Tengo la impresión de que es un
libro no muy riguroso pero con unas explicaciones muy buenas.

1Una duda que estuvo en el ambiente durante muchos años es si Hilbert obtuvo la ecuación fundamental de
la relatividad general unos d́ıas antes que Einstein. Investigaciones actuales han dado la prioridad a Einstein
[CRS97] aunque, como cab́ıa esperar, lo que hace Hilbert es mucho más interesante desde el punto de vista
matemático.
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Ya estudiaste las métricas que aproximan la gravedad newtoniana, en [Cha01, pp.121–126]
explico el ĺımite newtoniano de las ecuaciones de campo comprobando que el resultado es
coherente. Mı́ralo solo si tienes interés, te aviso que la explicación requiere algo de f́ısica. Por
cierto, algún argumento de este tipo se necesita para hallar la constante f́ısica que aparece en
las ecuaciones de campo.

Finalmente, quiero mencionar [Gon05, §4.17] donde se cuenta ¡en 8 páginas! la relatividad
especial y la general. El nivel del libro es el de la geometŕıa de segundo. Una forma de las
ecuaciones de campo en el vaćıo está alĺı aunque quizá te sea dif́ıcil reconocerla. Me parece
muy original y bien explicado aunque no sé si te será útil porque se aleja un poco de lo que
has aprendido y de lo que aparece en los textos. Dale un vistazo si tienes ocasión y decide si
te merece la pena estudiarlo con más detalle.

8) Lee acerca de las ecuaciones de campo (sin meterte en la formulación variacional) por
la fuente que te parezca más adecuada y escribe lo que has aprendido para tu trabajo. No te
preocupes demasiado del Tαβ que, según Einstein era la parte de peor calidad de las ecuaciones.
Lo fundamental es que entiendas el caso Tαβ = 0 (que es el que se necesita para la métrica
de Schwarzschild) y que puedas añadir unas palabras sobre la situación general. En [Cha01]
escrib́ı con un poco más extensión acerca de Tαβ por si quieres consultarlo. Intenta no exceder
mucho tres páginas aunque no te pongo una limitación clara.

Para que practiques un poco y lo incluyas si crees que viene al caso, te propongo el siguiente
problema sencillo.

9) Imagina que queremos hacer una teoŕıa general de la relatividad en n dimensiones y
para ello conjeturamos unas ecuaciones de campo del tipo Rij − c1gijR = c2Tij . Si llamamos
T = gijTij , ¿cuál es la relación entre R y T? Prueba que en el caso de las ecuaciones en el
vaćıo, Tij = 0, si hay soluciones con R 6= 0, necesariamente c1 = 1/n.

4. Deducción de la métrica de Schwarzschild.
El objetivo es entender el Teorema 4.3.1 de [Cha12] con su demostración y la discusión

previa acerca de la simetŕıa radial.

10) Lee la parte mencionada dando por supuesto los cálculos de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, los śımbolos de Christoffel y (4.18).

Para que veas algo relacionado con la simetŕıa radial te propongo el siguiente caso sencillo
en el plano:

11) Supongamos que en R2 tenemos una métrica g11(x, y)dx2+2g12(x, y)dxdy+g22(x, y)dy2

tal que cada gij solo depende de x2 + y2 y que la métrica es invariante por giros en el sentido
de que no vaŕıa con el cambio (x, y) 7→ (x cosα − y senα, x senα + y cosα) para cualquier α.
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Prueba que g11 = g22 y g12 = 0. Demuestra además que con un cambio de variable se puede
escribir de la forma A(r)dr + r2dθ2. Indicación: Aqúı r2 no es x2 + y2. Toma R2 = x2 + y2 y
después haz un cambio R = R(r).

Como te he dicho, no te preocupes por los largos cálculos que involucra el Teorema 4.3.1.
Solo te pido que compruebes un par de ellos para que veas en qué consisten.

12) Comprueba Γ4
24 = Γ4

42 = r−1 y R12 = 0.

Sabiendo más geometŕıa, hay una forma de reducir bastante los cálculos del Teorema 4.3.1.
Por si tienes curiosidad, la palabra clave es formalismo de Cartan. Aparece por ejemplo en
[HT90, §11.3] y con mayor extensión en [MTW73, §14.6]. Te advierto que entenderlo no es tan
sencillo, mı́ralo solo si tienes tiempo y ganas.

13) Redacta el enunciado y la prueba del Teorema 4.3.1 con los prolegómenos que consideres
necesarios. Para que resulte más original usa tus propias palabras, complétalo con los ejercicios
anteriores y compara con otras fuentes de la bibliograf́ıa, como [Sch85] o [FN79].

Tarea a entregar. Como ya te he avanzado, tómate el tiempo que quieras y puedes dividir
la tarea en varias entregas. También soy flexible en cuanto a la extensión aunque te recomiendo
ser breve sustituyendo lo menos importante por referencias. Dependiendo de lo que tardes y
de la extensión podemos plantearnos añadir más temas o no.
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