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Ya hemos visto la “filosofia” que hay bajo la relatividad general pero el tinico indicio acer-
ca de qué métricas son las que representan la gravedad ha sido un poco tramposo (ejercicio
opcional de la hoja anterior), era buscar aquellas que dieran trayectorias parecidas a las newto-
nianas. Las condiciones que regulan las posibles métricas admisibles constituyen las llamadas
ecuaciones de campo e involucran el tensor de curvatura de la variedad. El hecho es que son
tan complicadas que apenas se conocen soluciones que tengan significacién fisica. Apurando un
poco, se puede decir que a escala no cosmoldgica solo hay dos, la solucion de Schwarzschild y la
solucion de Kerr. La primera es la que estudiaremos en esta hoja y corresponde a la gravedad
en el exterior de una masa con simetria esférica y estédtica (no gira). Una cosa curiosa de esta
métrica es que tiene una singularidad que en principio podria aparecer en condiciones fisicas
extremas. Einstein originalmente crey6é que tal singularidad no tenia sentido real e incluso
publicé un articulo en una de las mejores revistas de matemadticas [Ein39] “demostrando” que
era imposible que apareciera en la formacién de objetos astronémicos. A partir de los anos 60
del siglo XX se comenzé a creer que tales singularidades aparecian en los llamados agujeros
negros, un tema central en la fisica contemporanea, de los cuales hay grandes evidencias incluso
astrondémicas. La otra solucién, la de Kerr, corresponde a una masa que gira y es bastante mas
complicada. No la veremos en tu trabajo a no ser que tengas mucho interés. Se cree que da
una representacion mas fidedigna de los agujeros negros que existen en la realidad.

1) Busca informacién y bibliografia en la red con la que escribir unas lineas (con tres o
cuatro vale) acerca de la opinién de Einstein sobre los agujeros negros. Nota que muchas veces
la divulgacién atribuye a Einstein su descubrimiento a pesar de que negé su existencia, por
tanto quizé te cueste encontrar algo. Busca también informacién para escribir al menos dos o
tres lineas sobre la solucién de Kerr.

Como ya te he dicho, las ecuaciones de campo son complicadas y hay que aprender todavia
mas cosas de geometria para enunciarlas y deducir la soluciéon de Schwarzschild que es desde
el punto de vista de la gravitacién la “maés sencilla”. Para que te hagas una idea, Einstein no
consigui6 hallarla (fue Schwarzschild, como su nombre indica). En este hoja daremos por hecho
la métrica correspondiente a la soluciéon de Schwarzschild y estudiando sus geodésicas deduci-
remos algunas consecuencias fisicas. Einstein, en su genialidad, conocia con gran aproximacion
las mas relevantes incluso sin haber hallado la solucién, con una combinacién de argumentos
matematicos e intuitivos.

Antes de seguir te indico dos observaciones con respecto a la notacién: 1) Utiliza en tu
trabajo siempre la signatura + — ——, la que tiene el signo + en el tiempo (opuesta a la
usada en mis apuntes) porque creo que en la actualidad es la mds empleada y tiene alguna
ventaja. Esto no te requerird mas esfuerzo que cambiar algin signo. 2) Mi recomendacién, no
imposicién, es que uses unidades relativistas (¢ = 1) excepto en los cdlculos finales porque
simplifica las férmulas.



CG18hoja4d 2

2) Lee en [Chal2, p.46] la definicién de la métrica de Schwarzschild y pensando en las
ecuaciones de Euler-Lagrange explica por qué existen geodésicas con 6 = 0y y ¢ = g con 0y y
o constantes cualesquiera. Esto da sentido a version bidimensional introducida después y que
también debes mirar.

Fijar 6 y ¢ corresponde a movimientos radiales. Para particulas materiales imponemos que
la geodésica esté parametrizada por longitud de arco (tiempo propio) y para la luz que sean
geodésicas nulas. Para simplificar las cuentas, en el caso de las particulas materiales suponemos
que se parte del reposo.

3) Lee en [Chal2, Prop.3.2.3] y [Chal2, Prop.3.2.4] el cdlculo de estas geodésicas comple-
tando en ambos casos el 1ltimo paso (la computacién directa y el célculo de la integral).

Salvo en condiciones extremas, la relatividad general solo anade una pequena correccién a
la teoria gravitatoria de Newton. El siguiente ejercicio va en esta linea y nos da cierta seguridad
de que la métrica de Schwarzschild no da lugar a una teoria fisicamente absurda.

4) Segun la fisica que se estudia en secundaria, un objeto masivo que se suelta a una altura
del suelo de 1 m, en condiciones ideales (despreciando el rozamiento), tarda /2/g a2 0,45 s en
caer. Realizando las aproximaciones que necesites y buscando el valor de G, la masa y el
radio de la Tierra, muestra que lo mismo se deduce de [Chal2, Prop.3.2.3]. Nota que este
resultado estd en unidades relativistas, si no te sientes cémodo con ellas en [Cha09, Prop.3.2.1]
estd en unidades habituales. De todas formas intenta entender por ti mismo cémo se realiza
este cambio.

Es mas dificil comprobar que las geodésicas no radiales en condiciones no extremas son
aproximadamente cénicas (elipses en el caso de los planetas). Veremos més adelante que hay
cierto fendmeno no newtoniano (la rotacién del perihelio) pero no probaremos la aproximacién
de las 6rbitas newtonianas porque requeriria un desvio para entender primero por qué esas
orbitas describen curvas conicas y aunque eso sea muy famoso y tenga mas de 300 afios, no es
facil en absoluto.

En el otro extremo estd considerar qué cosas raras ocurren en condiciones extremas de
gravedad. Lo mas radical es el estudio en las cercanias del radio de Schwazschild donde la
métrica aparentemente colapsal.

5) Mira los comentarios de [Cha09, p.71] acerca de cmo se comportan las geodésicas ra-
diales cerca de la singularidad. Busca también en la red alguna informacion sobre el significado

'En realidad desde el punto de vista geométrico el colapso es aparente, es posible evitarlo con un cambio de
carta ingenioso [HT90, §19]. La tnica singularidad real es el origen. Por si te suenan, los diagramas de Penrose
son una forma de visualizar un cambio de carta de este tipo con propiedades especiales.
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de la singularidad en los agujeros negros (de Schwarzschild). De nuevo ten precaucién al buscar
fuentes porque en las menos cuidadosas se dicen tonterias sobre esto.

Hay tres fenémenos predichos por la relatividad general que no tienen explicacion dentro
de la fisica newtoniana y que se consideran comprobaciones cldsicas de la teoria de Einstein,
son: el corrimiento hacia el rojo gravitatorio, la desviacién de la luz y la precesién del perihelio
de Mercurio. Los puedes encontrar en casi cualquier libro de relatividad como [FNT79] [Sch85]
[Wei72]. En las secciones 6, 7y 8 de [Chal6] escribi acerca de ello y busqué unas cuantas cosas
histéricas, estd ademds algo més detallado que en mis otros apuntes. En [Cha09] y en [Chal2]
no trato la desviaciéon de la luz.

6) Estos tres fenémenos se llaman a menudo “tests clésicos de la relatividad general”. Con
ayuda de las referencias anteriores escribe acerca de ellos. En [Wik18] hay descripciones breves
de estos y otros tests més modernos.

Cuando he examinado los trabajos y opiniones de la época he encontrado discrepancias
severas con lo que refleja la divulgacion hoy en dia. Los tres tests eran menos concluyentes
de lo que parece indicarse en la actualidad. La precisién del perihelio era un efecto conocido
buscado al construir la teoria, no una prediccién sorpresiva y el famoso experimento que dio el
espaldarazo a la relatividad sobre la desviacion de la luz observada durante un eclipse ha sido
puesto muchas veces en duda por su posible falta de precisién o por manipulacién de los datos.
En [Ken09] se afirma que si era concluyente. Por otro lado si se hubiera realizado cuando se
previé inicialmente habria sido un desastre porque entonces Einstein habia predicho solo la
mitad de la desviacién que realmente tiene lugar.

Por otro lado, las mediciones actuales apoyan con gran precisiéon las predicciones de la
relatividad general (en [Wil01] hay un compendio muy detallado). Hace poco se ha probado la
existencia de ondas gravitacionales que era la ultima prediccién por verificar. Es mas compleja
que el resto y no la veremos a no ser que tengas mucho interés.

Después de leer tantas cosas te propongo que hagas algunos ejercicios para poner en practica
lo que has aprendido.

7) Mira los ejercicios 5), 6), 7), 8), 9), 10) y 11) de la pagina 75 de [Cha09] y haz al menos
cuatro de ellos. Para que te resulten mas sencillos aqui van indicaciones de cada uno:

5. sen(arccosy) se puede calcular usando sen? x + cos?z = 1 con x = arccosy.

6. Por Taylor, si y ~ 1 entonces \/y ~ 1+ (y —1)/2.

7. Deduce (1—7q/r)t = 1 de la ecuacién de Euler-Lagrange para t y las condiciones iniciales.
8. Usa las ecuaciones de Euler-Lagrange para 6 y ¢ para probar que la derivada es nula.

9

. Emplea la regla de la cadena en la forma ¢/t = dip/dt.
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10. Procede como en [Chal6].
11. El radio de Schwarzschild del Sol es 2,96 - 10% m y el radio de la Tierra 6,30 - 10° m.

Tarea a entregar. Los temas que debes incluir son:

1. Las geodésicas radiales (Prop. 3.2.1, 3.2.2 [Chal2]) con alguna referencia a la singularidad
de Schwarzschild y a que no hay discrepancias significativas en experimentos terrestres
de caida libre.

2. Los tres tests clasicos.

3. Soluciones de los problemas que hayas escogido.

Respecto al dltimo punto, lo que debes hacer es incluirlos como ejemplos distribuyéndolos en
el orden que prefieras en tu documento.
La extension que te recomiendo es que todo no sobrepase las 9 paginas. Este es un limite

superior, si te ocupa menos no intentes estirarlo.
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