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En esta hoja vamos a estudiar dos aplicaciones de las sumas oscilatorias que tienen interés
en teorfa de numeros. En la primera no veremos el sentido completo de la conexién con la
aritmética porque te tienes que creer que la suma que estudiaremos tiene que ver con la
distribucién de los primos. Esta relacién con los primos excede con mucho el ambito de tu
trabajo. La segunda es mucho mas tangible, pues tiene una interpretacién geométrica. Aun asi
hay dos desigualdades de andlisis que vamos a dar por supuestas porque no he sabido cémo
obtenerlas brevemente. En ambos casos te doy referencias que puedes mencionar en tu trabajo
o consultar si quieres poner algo mas al respecto.

Aplicacién 1. La hipétesis de Lindel6f. Consideramos acotaciones del tipo

S(t) = O(t5) para S(t) = Z ﬁ con te€ Rx>o.
1<n<t
Recuerda que algo parecido, pero con t pequeno, aparecié en la hoja anterior. La llamada
hipdtesis de Lindeldf afirma que esta acotacion se cumple para cualquier § > 0. Lo mejor que
se conoce a dia de hoy [I] es que es vélida para § > 13/84 y nosotros vamos a probar aqui
que lo es para § > 1/6. A pesar de que 13/84 reduce en poco mas de una centésima el 1/6
que obtenemos, requiere muchisimo esfuerzo y técnicas que estdn en la vanguardia del andlisis.
Entender [I] estd al alcance solo de una minoria de expertos.

Te explico qué tiene que ver con teoria de nimeros. Refleja en tu trabajo, con tus palabras,
lo que quieras de lo que escribo. Seguramente hayas oido hablar de la funcién ¢ de Riemann,
una funcién de variable compleja que sirve para estudiar la distribucién de los primos, y
de la hipdtesis de Riemann, para algunos el problema sin resolver més importante de las
matematicas, que equivale al menor error posible en la aproximacion de los primos. Pues bien,
se puede probar que ((1/2 + it) se aproxima bien por S(t). De hecho la prueba tiene que ver
con tu trabajo [3] Th. 1.8]. He decidido no incluirla por cuestiones de espacio. Utilizando esto y
técnicas avanzadas de variable compleja, se sigue que si la hipdtesis de Lindelof fuera falsa, la
de Riemann también lo seria [5], §14.2] y, entonces, los primos tendrian un comportamiento mas
cadtico del esperado. Por otro lado, si la hipétesis de Lindelof es cierta, los primos consecutivos
no podrian estar muy espaciados, concretamente p,4+1 — p, = O(p%) para cualquier o > 1/2,
donde p,, indica el primo n-ésimo.

Para obtener el 1/6, el esquema consiste en preparar S(¢) hasta que podamos aplicar los
teoremas de la hoja 3 de forma adecuada. El primer paso es una “descomposicién en intervalos
diadicos”. Quiza te haya aparecido esta técnica elemental en algtin curso de andlisis. En nuestro
caso la motivacién es obtener sumas oscilatorias sobre intervalos con extremos comparables
para que las derivadas en los resultados de la hoja 3 no presenten muchas variaciones.

1) Explica la igualdad [1,t) NZ = U0§j§10g2t[2_j_1t, 277t) N Z, con log, el logaritmo en

base 2, y por qué se deduce de ello que ny:N n~1/2=1 — O(t1/6) para M < min(2N, t) implica
S(t) = O(t°) para todo § > 1/6.
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2) Sea {a,}* , una lista de nimeros complejos y S, = >_j_y ax. Demuestra que

’Zan _‘Z(\F )5 U

3) De lo anterior concluye que S(t) = O(t°) para § > 1/6 se deduce si demostramos

1
max  |Sy|.

TapoM| = \/ﬁ N<n<M

N-1/2 Z <tlogn) _ O(tl/ﬁ) para N,M € Z*, M < min(2N,¢).

4) Aplica el Teorema 2 de la hoja 3 si N > t2/3 y el Teorema 3 si N < t2/3 para deducir
la acotacién del ejercicio anterior.

Aplicacién 2. El problema del circulo. Este es un problema clasico cuyas raices se re-
montan a Gauss. El nimero de representaciones como suma de dos enteros al cuadrado es una
funciéon muy cadética. Por ejemplo, 32044 no tiene representaciones mientras que 32045 tiene 64
(como 22 + 1792 o (—178)% + 192). Estudiar el promedio de esta funcién lleva a aproximar el
numero de puntos de coordenadas enteras en el circulo centrado de radio R porque cada repre-
sentacién de N < R? es una solucién entera de 2 +y? = N, un punto en una circunferencia de
radio a lo mas R. Claramente, este numero C'(R) debe ser parecido al drea del circulo para R
grande. Lo que vamos a probar es

(1) C(R) = nR?*+ O(R¥?)  donde C(R)={(m,n)€Z?: m?+n*<R?}.

El llamado problema del circulo pregunta hasta donde se puede reducir el término de error.
Concretamente, la conjetura es que O(RQ/ 3) debiera poder sustituirse por O(Pf) para cual-
quier > 1/2. El mejor resultado conocido es O(R31/298) multiplicado por una potencia de
logaritmo [2]. De nuevo, aunque numéricamente 131/208 y 2/3 se diferencien en menos de 4
centésimas, hay un abismo entre las técnicas que usaremos nosotros y las que se necesitan para
obtener la mejora.

En nuestra prueba de nos limitaremos a radios de la forma

R=Nv2 con NeZ'.

Es solo para simplificar la exposicién. En realidad el resto de los R se tratan casi igual cam-
biando las N en las férmulas posteriores por ciertas partes enteras que afean y alargan los
argumentos. Si tienes interés y tiempo, te puedo contar los cambios necesarios para cubrir
todos los R para que los cites en un apéndice, aunque no me parece tan recomendable, porque
es lo mismo salvo que algo mas feo.
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Ya he anunciado al principio que hay unas desigualdades de analisis que no veremos en
tu trabajo. Te las explico antes de comenzar. Dado M € Z~1 se definen los polinomios trigo-
nométricos de Beurling Bj\r/[ y Bj; como

| M M—1
By (z) = i§ + Z f1(k/M) cos(2mkz) + Z fa(k/M) sen(2mkx)
k=1 k=1

con fi(z) =1—xy fo(x) = (r — 1) cot(rz) — 7~ 1. La propiedad que emplearemos sin prueba
es

M
By, (z) ng—? < B, (z) para z € [0, 1).

La demostracion estéd en [4] (aparece en una forma mas completa como Lema de Vaaler, por si
lo quieres citar asi). No utiliza técnicas complicadas, pero ocupa demasiado. Es posible obtener
el resultado sin esta desigualdad, pero lo que he pensado al respecto también alargaba la hoja.

En realidad, la forma especifica de B]\—L/I es poco importante, aparte de la desigualdad ante-
rior, todo lo que necesitamos de ellos esta en el siguiente ejercicio:

5) Las férmulas de Euler cost = (e’ + e7)/2 y sent = - (e’ — e~'), permiten escribir

M-1
1
Bi(z) = Z ate(kx) con ai = ii'
k=—(M~—1)

Prueba que existe una constante C' (que no hace falta que halles) tal que |k aﬂ < CM.
Indicacién: Basta ver que xy fi(zr) v x fa(zk) estdn uniformemente acotadas para xp = k/M
con 0 # |k| < M.

Comencemos con la prueba de .

6) Fijéndote en la figura, y empleando la notacién ¢(z) = z — |z] — % con |z] la parte
entera, que es comun en teoria de nimeros, obtén las siguientes férmulas para C'(R). Debieran
resultarte muy sencillas, de hecho la primera es trivial notando que en cada lado del cuadrado
hay 2N + 1 puntos y que el sumatorio da el nimero de puntos en la parte sombreada (sin
incluir la base).

C(R) =4y ([VR*=nZ| = N) + (2N +1)?

C(R) =451 — 45, +4N? -1
donde S; =Y . (VRZ—n?-N)

5=V (VT =),
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Por cierto, si quieres reproducir la figura anterior copiando lo que aparece en la fuente
TEX de este documento, seguramente tengas que incluir las lineas \usepackage{tikz} y
\usetikzlibrary{babel,angles,quotes} que aparecen en la cabecera.

Sin restringir los radios a R = N+/2 las férmulas anteriores quedarfan més feas. Las sumas
serfan sobre los enteros en [—R/v/2, R/+/2] y al contar los puntos en el cuadrado aparecerian
partes enteras.

Para obtener (1) demostraremos S; = ”TRQ ~ N2+ 0(1) y Sy = O(R?3).

7) Aplicando el primer ejercicio de la hoja 3 con g(x) = vV R2 — 22— N y el sequndo teorema
del valor medio para integrales', justifica

0

N
o :/ (9(2) + ¢ (2)g'(x)) dx = 2 / (9(2) + g/ ()0 (x)) dx

—-N -N

0 7TR2
- 2/_Ng(x)d:v—|—0(1) = TL N 1oq).

Indicacién: La ultima igualdad se sigue de fEN VR? — 22dr = ”TRQ + RTQ. Aunque esta integral
sale facil con x = Rsent, no la detalles en tu trabajo. Basta con que digas que da eso.

Ahora vamos con S3. Aqui emplearemos la desigualdad de los Bjj\t/[. La manera larga de
proceder sin apelar a ella es utilizar el desarrollo de Fourier de ¢ para obtener directamente
sumas oscilatorias. Lo malo es que conduce a resolver ciertos problemas de convergencia de la
serie infinita que complicarian la hoja, por ello me he decidido a que emplees los B]j\} que son
sumas finitas.

8) Explica por qué By, () < My (z) < Bj,(z) para todo z € R (esto debiera resultarte
obvio a partir de la desigualdad sin prueba) y deduce de ello y de la acotacién para |k aﬂ que

M—-1 N
5] < QNJ\? +20%° %‘ > e(kVR 2|

2
k=1 n=—N

Recuerda que M € Zs; es arbitrario. Elijdmoslo comparable a R/, por ejemplo, M =
| R'/3|. Entonces (2N + 1)/(2M) = O(R?/3) y todo lo que hay que comprobar para obtener
es que la doble suma estd dentro de ese orden de magnitud (;lo ves claro?).

'Por si no lo conoces, afirma que si f > 0 es decreciente en [a,b] entonces existe ¢ € [a,b] tal que
fab f@®)h(t)dt = f(a) [7 h(t)dt. Aqui h es cualquier funcién integrable [6].
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9) Usando el Teorema 2 de la hoja 3, demuestra que

i e(kVR2 —n2) = O(R"?K'/?).

n=—N

10) Concluye de los ejercicios anteriores.

Tarea a entregar. Combina las soluciones de los ejercicios anteriores en un documento que
dé lugar al quinto y dltimo capitulo de tu TFG bajo el titulo Dos aplicaciones relacionadas con
la aritmética o la variante que prefieras. Mi recomendacién es que no lo ajustes a 6 paginas.
Sugiero que no detalles mucho los calculos porque si no el resultado podria invitar poco a su
lectura.
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