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Hay un tema clasico fundamental en fisica que ha sobrevivido a las revoluciones relativista
y cudntica, incluso se ha revitalizado. Se manifiesta en diferentes contextos en la introduccion
de los llamados lagrangianos y hamiltonianos ligados a un principio de minima accién (aun-
que mateméticamente habria que decir de accién estacionaria). En palabras menos técnicas,
se busca representar sistemas complicados mediante una ley sencilla e independiente de las
coordenadas elegidas del tipo que el gasto de energia sea minimo, en la linea de la famosa frase
de Euler “Como el tejido del Universo es el mas perfecto y es la obra del Creador més sabio,
nada tiene lugar en el Universo en que no aparezca alguna relacion de maximo o minimo”.
Nuestro objetivo es mostrar una ley de este tipo que da lugar a las ecuaciones de Maxwell.

Esta hoja tiene un formato un poco diferente de las anteriores en el sentido de que hay
muchas explicaciones mias en comparacion con el namero de ejercicios y solo dos de ellos son
realmente importantes. La razén es que prefiero que no profundicemos demasiado en cosas que
no has visto, sobre todo técnicas, y reemplazarlas por algunas ideas, aunque sean vagas. Lo
que tengo en mente es que el resultado sea un capitulo breve, independientemente de que hayas
aprendido ideas nuevas y relevantes.

El tensor electromagnético. En la linea de lo mencionado en el primer parrafo, lo que
hay que minimizar para obtener las ecuaciones de Maxwell, estd relacionado con el llamado
tensor electromagnético que nacié con la relatividad especial y esté estrechamente ligado a las
transformaciones de E y B que viste en el capitulo pasado. Si no estoy equivocado, el primero
que lo introdujo fue Minkowski [6]. Una limitacién que vamos a tener es que no nos meteremos
en la base tedrica de la subida y bajada de indices que deriva del analisis tensorial porque,
segiin me dijiste, no te era familiar y llevaria demasiado esfuerzo hacerlo aqui. Por eso, las
definiciones siguientes te pareceran mas arbitrarias todavia de lo que son en realidad. Mas
adelante incluiré algunas explicaciones al respecto.

Recuerda, en primer lugar, que en el contexto relativista era conveniente considerar el
cuadrivector formado por los potenciales (¢, ff) Denotaremos sus coordenadas (A%, A', A%, A3).
Lo habitual es usar letras griegas cuando uno se refiere a todas las coordenadas y letras latinas
para las tres dltimas. Asi se escribe (A*) = (¢, ff) y (AY) = A. ;Por qué no escribimos Ay, que
serfa lo l6gico? Porque es conveniente (por razones de las que solo te daré algunos indicios)
reservar esta notacién para cambiar de signo a las tres iltimas coordenadas, esto es, Ag =
A" = ¢y (A;) = —(A%) = —A. En una férmula, (A,) = (¢, - A).

Recuerda también que fue conveniente definir la variable T' = ¢t para que cuadraran las
unidades. Ahora la llamaremos z° y completamos un cuadrivector con las variables espaciales:
(20, 21, 22, 23) = (ct,x,y,2). En analogfa con lo anterior, los subindices indican un cambio de
signo de las tres dltimas: (z,) = (ct, —z, —y, —2).

Con estas notaciones, definimos F*” y F},, como

_04AY pAr 04, 0A,
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Se dice que las 16 expresiones F*, 0 < u, v < 3, conforman el tensor electromagnético. En qué
sentido es un tensor, término que seguramente conoces, es algo sobre lo que hablaré después.
Lo mismo se dice de F},,. Si sabes algo del tema, unas son las componentes contravariantes y
otras las covariantes del mismo objeto.

1) Las componentes F* se ordenan de forma natural en una matriz de forrna que pu+1
indica la fila y v + 1 la columna. Muestra que dicha matriz en términos de E y B es:

0 —BE, —Ey, —Ej
Ei 0 -By B
E;, By 0 —B;
Es —-By Bi 0

Indicacién: Por la antisimetria F*¥ = —F"# basta ocuparse de 0 < p < v < 3, de los seis
elementos por encima de la diagonal principal. Los tres de la primera fila se pueden hacer de
un golpe mediante

0y 8Ai_8¢> laA 7

Si no ves estas igualdades ficilmente, anade las explicaciones que necesites en tu trabajo.

2) Escribe también (o describe con palabras) la matriz que corresponde a F),,. Esto no
deberia requerir apenas calculos adicionales.

Nota que debido a que estas expresiones matriciales solo dependen de los campos, no
aparecen potenciales sueltos, el tensor electromagnético es invariante por cambios de gauge.
Esto también se podria deducir a partir de las definiciones de F'*" y F,,.

La principal razon para introducir el tensor electromagnético es su propia tensorialidad que
te explicaré mas adelante. Sin embargo, su definicién ya nos da una forma atractiva y simétrica
de escribir las ecuaciones de Maxwell (en ausencia de cargas y corrientes) sin necesidad de
especificar ningtin gauge. Recuerda que el solo hecho de utilizar los potenciales escalar y vector,
da la segunda y la tercera ecuaciones de Maxwell.

3) Prueba que las otras dos ecuaciones de Maxwell equivalen a

OFH
oxV

v=0

(1) =0 para u=0,1,2,3.

En definitiva, una vez que empleamos los potenciales, las ecuaciones de Maxwell se pueden
escribir como una especie de divergencia en cuatro dimensiones. Por otro lado, la definiciéon
de F* es una especie de rotacional en cuatro dimensiones. Por si acaso te suena, estos ope-
radores tienen que ver con formas diferenciales y por tanto es posible dar una formulacién
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geométrica de las ecuaciones de Maxwell (incluso con fuentes) que tiene el aspecto dF = 0,
dxF = J donde F es una 2-forma diferencial asociada al tensor electromagnético, J es una
3-forma diferencial asociada a cargas y corrientes y x indica cierta operacion llamada dual de
Hodge. Si tienes curiosidad, mira por ejemplo [§].

Vamos ahora con el caracter tensorial. Un tensor es algo asi como una aplicacion lineal
en las que se admiten varias variables vectoriales. El concepto no es profundo, pero la nota-
cion sintética al uso, sobre todo en fisica, con subidas y bajadas de indices hace que desde
fuera parezca mas complicada de lo que es. Dicha notacién resume que los cambios de base
se hacen esencialmente por multiplicaciones de matrices. Por ejemplo, si M es la matriz que
corresponde a F),,, al cambiar de observador mediante una transformacién de Lorentz repre-
sentada con una matriz A, la nueva matriz serda M’ = A'MA. Con la notacién tensorial, el
elemento puv de A se denota AY y, recordando cémo se multiplican matrices, el elemento pv de
Mes) >, Al F,: A} que los fisicos sueles escribir omitiendo los sumatorios como F,-AfAT.
La filosofia general, no solo en este caso, es que los cambios de base corresponden a sumas
de multiplicaciones por elementos de la matriz de cambio de forma que los indices estén com-
pensados: los de abajo se “cancelen” con los de arriba y solo subsistan los indices de los que
habiamos partido. Esto es mucho méas comodo y facil de recordar que tratar de traducir todo
en términos de matrices. La relacién F),, = F,-AA] (con la notacién fisica, esto es, supri-

miendo los sumatorios) equivale a la que viste en el capitulo anterior para transformar E y B.
La razén dltima de introducir el tensor electromagnético es que esta relacion es natural dentro
de la filosofia anterior. Otro ejemplo de tensor, esta vez con un solo indice, es (A*). Su ley de
transformacion es que para un nuevo observador A* se transforma en APAl, que equivale a lo
que vimos de que habia que premultiplicar por la matriz de la transformacién de Lorentz. Si
queremos saber cémo transformar A, no hay que pensar nada, serfa A,Af. Sin embargo, hay
una diferencia y es que para indices abajo (covariantes) se usan transformaciones de Lorentz
que pasa mediciones de O" a las de O y para indices arriba (contravariantes) las que pasan
mediciones de O a las de O'.

Mecanica lagrangiana. Por lo que me has dicho, sabes cédlculo de variaciones, pero no
demasiado sobre su uso en mecdnica. La idea es que en situaciones bésicas con un campo
conservativo, se define el lagrangiano L =T —V donde T es la energia cinética y V' la potencial
y se considera la accion S = f; L dt correspondiente a un periodo de tiempo t € [a, b]. Resulta
que al aplicar el calculo de variaciones a S, las ecuaciones de Euler-Lagrange dan las ecuaciones
de movimiento. En fisica a esto se le llama principio de minima accidn, aunque, en rigor, S no
siempre se minimiza para soluciones de las ecuaciones. La gran ventaja es que podemos usar las
coordenadas que nos apetezca representado solo los llamados grados de libertad estrictamente
necesarios para describir el sistema. Por ejemplo, en un péndulo simple solo hay un grado de
libertad: el dngulo # = 6(t). Las energias cinética y potencial, y por tanto el lagrangiano, se
escriben en términos de 6 y 6 = %9. Si usamos, en vez de esta técnica, la férmula F =ma de
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la mecdnica newtoniana nos vemos forzados a utilizar las dos (o tres) coordenadas del espacio
ambiente y para quedarnos con la componente tangencial hay que introducir fuerzas un poco
extrafias que no vemos (la tensién de la cuerda).

Ya te mencioné como referencias el libro [3] y los enlaces [5] y [2]. El primero de estos iltimos
estd quizd demasiado sesgado al lado matemadtico, pero tiene la ventaja de tratar diferentes
situaciones, como el caso de varias variables (p. 13) que estd més cerca de lo que aplicaremos
después para las ecuaciones de Maxwell. No te pido que mires con detalle estas referencias,
basta con que des un vistazo a lo que te resulte interesante en ellas o en otras de tu eleccion.

Es conveniente tengas una idea de como se plantea el calculo de variaciones en fisica porque
casi seguro serd diferente a lo que has visto en matemadticas. Alli se emplea el simbolo §.
Normalmente no se define su significado de forma demasiado rigurosa, solo se explica que d
indica que cambiamos las funciones ¢; que aparecen en el lagrangiano por otras cercanas con
las mismas condiciones de frontera y el principio de minima accién se enuncia como 6.5 = 0.
Para dar sentido riguroso a d una posibilidad es considerar que indica el coeficiente de Taylor
(alrededor de cero) de primer grado en € al cambiar ¢; por ¢; +€n; en una funcién (funcional) de
los g; y los ¢;, donde n; son funciones C'*™° arbitrarias tales que ellas y sus derivadas se anulan
en los extremos, esto es, § = %‘ o- Por ejemplo dq; = n; vy se cumplen las propiedades que los
fisicos utilizan como naturales:

€=

d .

3104 =06,  0(fg)=(0f)g+ f(0g),  0F(ar,- am) = 5~
Con esta notacién la manera de ver en un texto de fisica de que el principio de minima accién
0S5 = 0 lleva a las ecuaciones de Euler-Lagrange para L = L(q1,...,q4,q1, - --,q4q) se reduce a

b b b
oL oL oL d 0L
05 = | ordat= [ (5 6a 5'i>dt—/ (5 = 5 5o )daidt
/a /a g " 9 o \Og  dtog /)"
donde el iltimo paso se sigue integrando por partes. Como d¢; son funciones arbitrarias, de

0S5 = 0 se deduce
doL OL 0

dtdg  dq
esto es, las ecuaciones de Euler-Lagrange.

4) Para asegurarte de que lo has entendido y para que lo pongas como ilustracién previa
de los métodos lagrangianos en tu trabajo, escribe cémo resolver el péndulo simple, intentando
no volver a consultar las referencias. Aqui “resolver” significa inicamente llegar a la ecuacién
del péndulo 6 + g¢~'sen® = 0 donde / es la longitud y g es la aceleracién de la gravedad.

Cuando uno sale del ambito mecédnico mas béasico con un nimero finito de particulas con
ligaduras sencillas bajo un solo campo conservativo, la formula L = T'— V se queda corta. Los
lagrangianos en situaciones mas complejas se suelen construir a partir de simetrias de las que
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goza el sistema. Méas adelante veremos algo de esto en relacion con las ecuaciones de Maxwell.
Lo aviso para que no te asustes con las préximas lineas del siguiente apartado.

El lagrangiano electromagnético. Este es el punto fundamental de esta hoja. Todo se
reduce al siguiente ejercicio:

5) Si tomamos el lagrangiano (densidad lagrangiana)

@) T Z Z By

pn=0rv=0

entonces las ecuaciones que corresponden a que la accién S = [ Ld*z, donde d*z abrevia
dz%dz?dz?dx3, sea estacionaria son las ecuaciones de Maxwell (con p =0, 7= 0).

El factor —(167)~! es obviamente irrelevante. En los cdlculos de tu solucién te puedes
olvidar de él si lo prefieres. Se introduce, como veremos en parte después, para que sea coherente
con otros términos que se anaden a L.

Te sugiero dos posibles vias, en realidad equivalentes, para que resuelvas el problema. La
primera es que amplies lo que has aprendido en apartado anterior y pruebes que para un
lagrangiano L que depende de cierto campo vectorial (f*) con variables (z*) las ecuaciones de
Euler-Lagrange correspondientes son:

)
Z 835”( afu/aa:v)> - afu'

De esta férmula con (f*) = (A*) y L como en (2)), debes deducir (1)), que, segin hemos visto,
equivale a las ecuaciones de Maxwell una vez que empleamos potenciales.

La otra via (para mi gusto mdas aconsejable) es justificar los detalles en las siguientes
igualdades. Cae dentro de lo que es habitual leer en los textos de fisica, salvo que alli se omiten
los sumatorios.

1 ) - A 4,)  0(0A,)
MZ/ O Fu ' = Z/ u 3:1:“ o >d4x
:—;Z/F#Va(gi Z/ OF s A, dis
[78%

y como dA, son funciones arbitrarias, se sigue (1) notando F* = —F"". Para la primera
igualdad se necesita § (F ’“’FW) = 2F"§F,,, para la segunda poco mds que la definicién
de I, para la tercera la antisimetria y para la cuarta integrar por partes. Explica cada paso
con el nivel que te parezca adecuado, si eliges esta via.
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En la acciéon S no hemos especificado los limites de la integral. Esto es habitual porque
lo dnico importante es que las variaciones en la frontera, lo que los fisicos escriben §A,, se
anulen. Analogamente, en el caso que conoces de una dimensién con S = fab Ldt,elayelbno
aparecen en las ecuaciones de Euler-Lagrange.

En realidad, el lagrangiano electromagnético admite una expresion sencilla en términos de
los campos.

6) Comprueba que L en es igual a %(HE—"H2 - ||§]\2)

A pesar de que este ultimo ejercicio sugiera que estamos complicando las cosas introdu-
ciendo el tensor electromagnético, en realidad la expresién es mas natural, al menos para
la forma en la que razonan habitualmente los fisicos. Esto nos lleva a preguntarnos cémo se
le ocurre a uno . Podria parecer que es solo fruto de pura ingenieria inversa, sin embargo
lo que se hace es buscar lagrangianos a partir de ciertas propiedades de simetria o al menos
reducir en mucho las posibilidades. En particular, es facil leer en textos de fisica la justificacion
en pocas lineas de por qué es el unico lagrangiano razonable [4], [1], [7] y lo mismo para
que veremos después. Para un matematico medio esos razonamientos parecen muy sospechosos
por su falta de rigor, pero el caso es que los fisicos han construido de esta forma, en otro
contexto, el modelo estdndar llegando a predecir particulas antes de que se descubrieran. A
sabiendas de que seguramente no te convenza demasiado, te cuento por encima alguna idea
sobre la construccién de . Lo que te he comentado de la tensorialidad y los indices lleva a
que una cantidad es invariante por las transformaciones de Lorentz si desaparecen sus indices:
los de arriba se “cancelan” con los de abajo suponiendo que se suma en ellos, de esta forma los
cambios de base no los afectan. Los lagrangianos debieran tener esa propiedad para no entrar en
conflicto con la relatividad especial. Con los pocos tensores asociados al campo que conocemos
esto deja todavia muchas posibilidades, por ejemplo 3, >, F., A*AY 0 3 A, A, El primero
es nulo por la antisimetria y el segundo no es invariante por cambios de gauge, lo cual es malo
porque las ecuaciones de Maxwell si lo son (también causarfa un decaimiento exponencial en
la ley de Coulomb [7, 24-3]). Ademas las ecuaciones de Maxwell son lineales en las derivadas,
asi que buscamos (también en analogia con la mecdnica) tensores que tengan derivadas y que
no tengan potenciales sin derivar para que no se estropee la invariancia gauge. Se puede ver
que lo Unico tensorial que se puede conseguir es esencialmente el tensor electromagnético y
una pequeia variante que no lleva a nada nuevo, asi que solo podemos combinar F,, y F*".
Uno podria considerar cosas mas complicadas que como F,, F"*F,gF Av sumando en cada
uno de los indices, pero eso llevaria a potencias altas de las derivadas y queremos que en el
resultado final solo aparezcan derivadas segundas (por , lo cual tiene su analogia con la
mecanica), ademds estropearia la linealidad. De ahi se deduce que L deberia ser cuadratico en
las derivadas y solo podemos combinar dos tensores electromagnéticos.

Como un extra, ya que te gusta la fisica quizé te interese saber que el término ) u A AP
que hemos descartado por la invariancia gauge, en la fisica de particulas esta relacionado con
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la masa de la particula que porta el campo y otra explicacién de que no aparezca es que los
campos electromagnéticos estan asociados a los fotones que no tienen masa. Hasta ahi bien,
pero resulta que en el modelo estandar hay otras particulas asociadas a campos que si tienen
masa y necesitarian términos que no son invariantes gauge. Es decir, de alguna forma la teoria
dice que casi ninguna particula elemental tiene masa y el experimento que casi todas la tienen.
El mecanismo de Higgs se inventé como una artificio tedrico para resolver este problema y,
como sabes, el bosdn de Higgs que lleva a cabo este artificio se descubrié hace unos afios.

Incorporando cargas y corrientes. La pregunta natural de si hay un lagrangiano que
dé las ecuaciones de Maxwell en el caso en que p y 7 no son necesariamente nulos, tiene una
respuesta afirmativa. Basta afiadir un término a L. Antes de ello, es conveniente definir el
cuadrivector de corriente completando 7 con una primera coordenada asociada a la carga:

(7") = (cp, 7).
7) Prueba que (1)) se generaliza a

3
oFm 4
o — i para p=0,1,2,3.
xr C

v=0

8) Si tomamos el lagrangiano (densidad lagrangiana)

[ 3.3 1 3 .
(3) L:—EZZFWF“ —C;}Augﬂ

pn=0rv=0

entonces las ecuaciones que corresponden a que la accién S = [ L d*z, donde d*z abrevia
dzVdr?dz®da3, sea estacionaria son las ecuaciones de Maxwell (equivalentes a la formula del
ejercicio anterior).

Por supuesto, para estos dos ejercicios no tienes que partir de cero. Utilizando lo que ya
has hecho, deberian requerir muy poco espacio. El dltimo practicamente se reduce a tener en
cuenta que 0(A,j") = j*5A,.

El primer término de estd asociado al campo electromagnético en si mismo, el segundo
a la interaccion de las cargas con el campo y hay un tercer sumando, que no veremos aqui,
asociado a las particulas libres. Del lagrangiano completo se deducen no solo las ecuaciones de
Maxwell, como hemos visto, sino también la fuerza de Lorentz. Los factores constantes raros
en los términos aqui mostrados del lagrangiano vienen forzados para que el término que no se
muestra tenga la normalizacién usada habitualmente en mecénica (o guarde una proporcién
sencilla). Para decir toda la verdad, ese nuevo término mecénico se aflade mds bien a la accién S
en vez de al lagrangiano, esta relacionado con la famosa férmula E = mc? para la energia en
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reposo en el ambito relativista. Si tienes interés y tiempo, cuando termines la hoja, lo puedes
leer en [4].

Tarea a entregar. Combina los ejercicios anteriores para obtener el capitulo 4 de tu trabajo
bajo el titulo “El lagrangiano electromagnético” o cualquier otro que consideres adecuado. La
idea es que este capitulo sea breve. Dependiendo del espacio total que ocupe lo que llevas
y, sobre todo, de las fuerzas y tiempo que tengas, puedo preparar una quinta hoja con algo
minimo sobre cuantica. Valorando todo esto, utiliza el espacio que necesites oportuno.
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