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En esta hoja vamos a introducir los potenciales escalar y vectorial y a deducir algunas
soluciones particulares de interés dentro del electromagnetismo.

Antes de comenzar, me he dado cuenta de que en el capitulo 1 no pones todas juntas las
ecuaciones de Maxwell con fuentes (aparecen por separado). Menciénalas en algin momento y
numera el resultado para poder hacer referencia a ellas. Es decir, escribe
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1 V.-E=4 V.- B=0, VxE=--" VxB=_—"74+-22,

A la hora de trabajar con las las ecuaciones de Maxwell es natural introducir ciertas funcio-
nes llamadas genéricamente potenciales que simplifican los cdlculos. En principio son artificios
matematicos, las cantidades fisicas siguen siendo E y B. Curiosamente, con la llegada de la
revolucién cudntica, la situacién cambid y estos potenciales adquirieron relevancia fisica que
podia manifestarse en los experimentos [0, 15-5]. Si completamos todo el plan, al final del
trabajo veremos algo al respecto.

La existencia de los potenciales proviene de dos resultados de calculo vectorial. El primero
seguramente lo conoces. Ambos se refieren a campos vectoriales F:U CR — R3 que
suponemos en C2(U), con U abierto. No haremos hincapié en la regularidad y siempre daremos
por supuesta la existencia de las derivadas que necesitemos.

1. Si V x F = ( entonces localmente existe una funcién ¢ tal que F= —Vo.

2. Si V- F = 0 entonces localmente existe un campo A tal que F=VxA.

Aqui “localmente” significa que dado p € U existe en un entorno de p que quizéd no es
todo U. Las limitaciones para la extension del entorno son topolédgicas.

1) Busca en la fuente que prefieras demostraciones de las dos afirmaciones anteriores y
reddctalas para tu trabajo citando el original e intentando usar tus propias palabras (una
posible referencia es [7]).

Las demostraciones que hayas encontrado te dardn un método para calcular ¢ y A. Veamos
ahora un ejemplo tipico de una obstruccién topoldgica que no permite la extensién de ¢ a todo
el abierto.

2) Considera el campo F = (—y/(@* +y?),2/(z* + y*),0) definido en el abierto U dado
por todo R? menos el eje Z. Demuestra que, a pesar de que V x F= 6, no es posible encontrar

¢ : U — R3 con F = —V¢ en U y explica qué es lo que colapsa en la construccién de la
demostracién. Indicacién: Para lo primero, integra F' a lo largo de un camino que rodee al eje Z.

En lo sucesivo no nos preocuparemos de la extensién porque en nuestros ejemplos trabaja-
remos principalmente en &/ = R? donde la extensién es siempre posible.
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3) Como aplicacién de lo anterior, muestra que existen ¢ y A tales que

S 104 S
E=-V¢——— y B =V xA.
c Ot
Estos ¢ y A asociados al electromagnetismo se dice que son el potencial escalar y el potencial
vector.

Una primera ventaja de estos potenciales es que reducen las ecuaciones de Maxwell de
cuatro a dos. Hay otras ventajas que veremos mas adelante al tratar la relatividad. En realidad
no habria que hablar del potencial escalar y del potencial vector sino de un potencial escalar
y de un potencial vector porque no estan univocamente determinados. Esto que parece una
tonteria matemaética, es el punto de partida de las teorias gauge que tanto impacto han tenido
en la fisica actual.

4) Comprueba que si ¢ Y. A son un potencial escalar y un potencial vector para ciertos E
y B entonces ¢ — ¢ LO,f v A+vV f también lo son para cualquier f.

La f se dice que da el gauge (calibre, no se suele traducir) y hay algunos convenios, ade-
cuados en diferentes contextos, para limitar la eleccién de f y que los potenciales sean tinicos.

En parte de lo que viene a continuacién, seguiré [0] ajustando las unidades. Si diera la
casualidad de que lo consultas, nota que en las férmulas anteriores hay una errata.

Estudiemos primero el caso estdtico. Es decir, con E y B independientes del tiempo.

5) Explica por qué siempre se puede ajustar el gauge para tener V - A=0 (a esto se le
llama gauge de Coulomb) y deduce que las ecuaciones de Maxwell en el caso estético se reducen
a las ecuaciones para ¢ y A dadas por

(2) A¢p = —4mp y AA = —?j’

con A el operador de Laplace. Indicacién: Seguramente debas recordar de los cursos de ecua-
ciones que la ecuacién de Poisson tiene solucién. Si no sabes de qué te hablo, mira cualquier
libro de EPDs (por ejemplo [4]) o al menos la Wikipedia [§].

Lo bueno de es que las ecuaciones estan desacopladas y dados p y 7 las podemos
resolver por separado. Fisicamente, nos podemos ocupar primero del caso B = 0 (no hay
campo magnético) después del caso £ = 0 (no hay campo eléctrico) y sumar los resultados.

6) Lee en [2] §4] la deduccién de la ley de Coulomb y escribela con tus palabras explicando
por qué corresponde a la soluciéon de la primera ecuacién de cuando p es proporcional a
una delta de Dirac que representa que la carga es puntual.
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Para mayor simplicidad, supondremos que E y B estén definidas en todo R3 y eso elimina
los problemas de extensibilidad de ¢ y A, que también pasan a estar definidos en R3.

7) Redacta lo que has aprendido de la ecuacién de Poisson para escribir las soluciones como

¢=/7f(_§)§1d3§ v gzl/ 5) s

| c) IF—3

donde 7= (z,y, 2).

Espero no despistarte con mi notacién un poco particular, medio matematica, medio fisica.
Las integrales son triples, sobre R3, y d35 significa ds| dss ds3. Utiliza en tu trabajo la notacién
que te resulte mas familiar.

Veamos ahora una aproximacion cuando la distribucién de carga y magnética estd concen-
trada cerca del origen o estamos lejos de su soporte. En ese caso, | — 5]~! se sustituye por un
polinomio de Taylor en § alrededor del origen. El desarrollo comienza con

1 1 75

m:; ?—{— donde 'I":|'I"_1

No es un hecho tan conocido entre los matematicos que los puntos suspensivos, los térmi-
nos de mayor orden, se escriben en funcién de los polinomios de Legendre [3, VII.5.5] y que
originalmente Legendre los introdujo de esa forma.

8) Comprueba la aproximacién de orden 1 anterior y obtén la aproximacién

d-7
¢%Q+73
r T

donde
o= [seds 5y I [

AQy d se les llama, respectivamente, carga total y momento dipolar (eléctrico). La in-
terpretacion fisica es que cuando estamos lejos de la distribucién de cargas, nos parecera que
la carga es puntual en primera aproximacién mientras que en segunda aproximacién podemos
considerar que hay un dipolo [2, §5] que representa la principal asimetria en la distribucién.

Si repetimos el mismo argumento con A', los analogos de @ y de d - 7 son las cantidades
vectoriales

/ﬂ?) &5y /(f- H75) &5

Sin embargo, no se consideran en esta forma. La primera integral, de hecho, es nula.
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9) Usando que los campos son estaticos, muestra que 7= (V- (27),V - (y7),V - (27)) v,
suponiendo que el soporte de 7 es compacto, deduce [ J(5) d35 = 0.

Manipular la segunda integral es un pequeno reto. A ver si lo consigues solo con las indi-
caciones que te doy o, todavia mejor, encuentras un atajo sin seguirlas.

10) Prueba que la segunda integral es fi x ¥ donde i = %f (§'>< ﬂ?)) d35. A esta cantidad
se le llama momento dipolar magnético. Indicacion: Quiza te interese buscar informacién sobre
el triple producto vectorial [9]. También te puede resultar ttil probar y usar j,sm + jmsn =
V - ($nSmj) para n,m € {1,2,3}.

En definitiva, se obtiene la aproximacion

Fisicamente esto es como representar la distribucién magnética dada por 7 por un solo imén
elemental, cuya “fuerza” y direccion estan representadas por fi.

Sin duda, la solucién de las ecuaciones de Maxwell con mayor impacto en el mundo moderno
son las ondas electromagnéticas en el caso del vacio: p =0y 7= 0. Vamos a estudiar cémo se
escriben en términos de los potenciales, restringiéndonos al caso de ondas planas.

11) De nuevo apelando a hechos conocidos de ecuaciones en derivadas parcialesﬂ explica
por qué siempre se puede ajustar el gauge para tener V- A+c 10,0 = 0 (a esto se llama gauge
de LoreanI) y deduce que las ecuaciones de Maxwell en el vacio se escriben como:

(3) Op=0 y OA=0

donde O es el operador de d’Alambert, el que aparece en la ecuacion de ondas con velocidad c.
Esto es, Of = ¢ 202 f — Af.

Las soluciones més representativas de la ecuacién de ondas son las oscilaciones armonicas
dadas por senos y cosenos.

12) Sea u = sen(k - 7 — c|k|t) donde k € R3 — {0} es un vector dado, llamado vector de
ondas. Comprueba que Uu = 0. Esta u representa una onda plana que viaja en la direccion
k con velocidad c. Es plana porque para cada tiempo fijado es constante en cada plano con
vector normal k. Tiene velocidad ¢ porque también es constante cuando la proyeccién de 7
sobre k es ¢ veces el tiempo. Si no ves estas cosas claras, explicalas.

!Especificamente, puedes dar por supuesto que fijada ¢ la ecuacién de ondas inhomogénea ¢ 292 f — Af =g
tiene una solucién f.

2 Algunos autores, por ejemplo [6], lo llaman gauge de Lorentz, pero esto no es muy correcto histéricamente,
a pesar de que Lorentz también se ocupé de las ondas electromagnéticas.
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Motivados por esta solucién tomamos A = /Tou con /_f() un vector constante no nulo. El
gauge de Lorenz permite elegir ¢ = Ku con K una constante relacionada con Ag y k.

13) Demuestra
B (k x :0) x k
|
donde u,. es como u cambiando el seno por un coseno (de nuevo te puede ser 1til pensar en el
triple producto vectorial [9]). Concluye que E y B son campos ortogonales entre s{ y también
a k. Esto justifica la representaciéon de las ondas electromagnéticas que aparece en muchos
textos (por ejemplo [I]) como dos graficas sinusoidales perpendiculares a lo largo de un eje.

Ug y B = (k x Ap)uc

Tarea a entregar. Combina los ejercicios anteriores para obtener el capitulo 2 de tu trabajo
bajo el titulo “Los potenciales escalar y vectorial” o cualquier otro que consideres adecuado.
La extension recomendada son unas 6 paginas. Si ves que no es muy realista utiliza lo que
necesites. Ten siempre en mente que la extensién final recomendada, con el formato de la
plantilla, son 30 paginas. Si llegamos a completar los 5 temas del plan inicial, salen a una
media de 6 pdginas. Si hay material de sobra, siempre se puede mandar a un apéndice. Por
otro lado, si al final estdas apurado, podemos recortar el ultimo capitulo.
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