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En la primera hoja vimos que existen infinitos primos que acaban en 1. En esta hoja vamos
a generalizar ese resultado para probar el Teorema de Dirichlet que afirma que cualquier
progresión aritmética contiene infinitos primos siempre que escapemos del caso tonto en que
todos los términos sean múltiplos de un número. Esto es:

Teorema 1 (Dirichlet). Para q ∈ Z>1 y a ∈ Z con mcd(q, a) = 1 la sucesión {qn + a}∞n=0

contiene infinitos primos.

El problema fundamental será probar que ciertas series no se anulan sin poder echar mano
de cálculos numéricos con series expĺıcitas como los de la primera hoja.

Sea G un grupo abeliano finito. Se denota con Ĝ al grupo de sus caracteres. Estos son
los homomorfismos χ : G 7→ {z ∈ C : |z| = 1}. Por ejemplo, en el grupo ćıclico de cuatro
elementos {e, a, a2, a3}, con e el elemento neutro, se tiene que χ(ak) = ik define un carácter.
Se suele escribir χ0 para el homomorfismo constante igual a 1. Se prueba que Ĝ ∼= G y que∑

g∈G
χ(g) = 0 para χ 6= χ0 y

∑
χ∈Ĝ

χ(g) = 0 para g 6= e.

Evidentemente, para χ = χ0 y g = e, respectivamente, ambas sumas dan |G| = |Ĝ|.
Consideremos el grupo (Z/qZ)∗, los elementos invertibles módulo q ∈ Z>1, esto es, las

clases de los que no tienen factores comunes con q. Como sabes, tiene orden ϕ(q) con ϕ la
función indicatriz de Euler. Se llaman caracteres de Dirichlet módulo q a las extensiones a Z
de los caracteres de este grupo asignando a n el valor χ(n mod q) si n y q son coprimos y
cero en otro caso. Lo habitual es denotar también con χ a los caracteres de Dirichlet, aunque
estrictamente no son caracteres de Z, que es donde están definidos. Nota que son q-periódicos
y multiplicativos, χ(ab) = χ(a)χ(b). También se conserva la notación χ0 que ahora significa
la función Z −→ C con χ0(n) = 1 si mcd(n, q) = 1 y χ0(n) = 0 en otro caso. Las fórmulas
anteriores pasan a ser

q∑
a=1

χ(a) =

{
ϕ(q) si χ = χ0,

0 si χ 6= χ0

y
∑
χ

χ(a) =

{
ϕ(q) si a ≡ 1 (q),

0 si a 6≡ 1 (q).

En el segundo caso la suma es sobre los ϕ(q) caracteres de Dirichlet. A estas fórmulas se
les llama relaciones de ortogonalidad. El nombre proviene de que si en la primera escribimos
χ = χ1χ2 (nota que el conjugado de un carácter es también un carácter) la condición establece
la ortogonalidad de los vectores {χ1(a)}qa=1 y {χ2(a)}qa=1 en Cq para χ1 6= χ2. Lo mismo ocurre
con la segunda con los vectores {χ(a1)}χ y {χ(a2)}χ al escribir a = a1a2 con mcd(a1, q) =
mcd(a2, q) = 1, a1 6≡ a2 (q) y a2a2 ≡ 1 (q). ¿Ves claro que χ(a2) = 1/χ(a2) = χ(a2)?

1) Busca alguna referencia en la red para las relaciones de ortogonalidad (por ejemplo [1,
§4], [4, §13.1,2], [7, §18.6]) y escribe una prueba breve para ellas.
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Cuando q es impar, los caracteres de Dirichlet restringidos a (Z/qZ)∗ conforman un grupo
isomorfo Cϕ(pα11 ) × · · · × Cϕ(pαnn ) donde n = pα1

1 · · · pαnn es la factorización de n (aqúı Ck es el

grupo ćıclico de orden k) y los caracteres se escriben de manera muy expĺıcita en términos de
las llamadas ráıces primitivas, que seguramente conozcas. Si q es par, las cosas se complican un
poco, aunque todav́ıa es posible deducir la estructura del grupo y construir expĺıcitamente los
caracteres. Si tienes curiosidad, mira [2, §4, 5], [6, §4.3] o [5, §4.2]. Los caracteres de Dirichlet
reales toman valores en {−1, 0, 1} y, por tanto, son los que cumplen χ2 = χ0 por eso a veces
se les llama caracteres cuadráticos. Las funciones χj del primer caṕıtulo eran caracteres de
Dirichlet cuadráticos módulo 10. El siguiente ejercicio no tiene importancia especial (lo puedes
omitir si estás falto de espacio), es solo para que practiques un poco y veas que el caso par no
se ajusta al esquema anterior.

2) Construye todos los caracteres de Dirichlet modulo 8, comprobando que son reales, y
estudia qué grupo se obtiene al restringirlos a (Z/8Z)∗.

Asociado a cada carácter de Dirichlet χ se define la función L de Dirichlet como

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
con <(s) > 1.

Para χ 6= χ0 esta definición es también válida para s > 0 y da lugar a una función regular
gracias a que el criterio de Dirichlet [8] (que generaliza al de Leibniz) asegura la convergencia
de ella y sus derivadas. La serie incluso converge y es holomorfa en <(s) > 0 (puedes ver una
prueba en [4, §14.1]). Si no conoces tal criterio, dalo por supuesto y no te preocupes que en
la última hoja veremos con más profundidad estos temas. Si χ = χ0, la relación con ζ(s) del
siguiente ejercicio muestra que (s− 1)L(s, χ0) admite una extensión entera.

Las funciones L de Dirichlet tienen una fórmula producto y otras expresiones paralelas a
las obtenidas para ζ.

3) Para <(s) > 1 prueba las fórmulas

L(s, χ) =
∏
p

(
1− χ(p)p−s

)−1
y − L′(s, χ)

L(s, χ)
=
∞∑
n=1

χ(n)
Λ(n)

ns
.

En particular, L(s, χ0) = ζ(s)
∏
p|q(1− p−s).

4) Muestra que para q y a coprimos la siguiente expresión está acotada para s > 1

ϕ(q)

∞∑
n=1

n≡a (q)

Λ(n)

ns
− 1

s− 1
+
∑
χ 6=χ0

χ(a)
L′(s, χ)

L(s, χ)
.

donde los caracteres son módulo q. Considerando s → 1+, deduce el Teorema 1 suponiendo
que L(1, χ) 6= 0 para χ 6= χ0.
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5) Demuestra que para s > 1

L(s, χ0)
∏
χ 6=χ0

L(s, χ) = exp

(
ϕ(q)

∞∑
n=2

n≡1 (q)

Λ(n)

ns log n

)
≥ 1.

Si L(1, χ) = 0 con χ no real, entonces L(1, χ) = 0 y el producto tiene un cero doble en s = 1,
lo que contradice la desigualdad al tomar s→ 1+.

Entonces, tras los dos ejercicios anteriores, todo lo que falta para completar la demostración
del Teorema 1 es

(1) L(1, χ) 6= 0 para χ 6= χ0 carácter real.

La prueba original de Dirichlet era complicada. En la actualidad se apela a un argumento
aritmético ingenioso sobre la positividad de cierta función aritmética junto con un pequeño
resultado de variable compleja llamado Lema de Landau. Creo que ya has léıdo lo que es-
crib́ı sobre este resultado para otro alumno, que voy a aprovechar parcialmente. Nota que el
enunciado aqúı es distinto, más próximo al habitual [5, Th. 1.7], [3].

Teorema 2 (Lema de Landau). Sea f : [1,∞) −→ R localmente integrable y no negativa tal
que ĺımx→∞ f(x)x−1−ε = 0 para cualquier ε > 0. Si la trasformada integral

Lf (s) =

∫ ∞
1

f(x)

xs+1
dx

se extiende a una función holomorfa en algún abierto que contiene a un intervalo (σ, 1] con
0 < σ < 1, entonces la integral converge en <(s) > σ y es holomorfa alĺı.

El resultado contrasta con lo visto en la demostración del teorema de los números primos
de la hoja anterior en la que hubo que hacer un argumento complicado porque la extensión
holomorfa no implicaba la convergencia. La nueva hipótesis clave es la positividad. Descom-
pongo la prueba en dos ejercicios, supongo que el primero te costará más. La condición sobre el
ĺımite asegura que la integral converge en el semiplano <(s) > 1. Definimos σ′ como la abcisa
que determina el primer semiplano en que Lf (s) deja de converger (σ′ = −∞, la convergencia
en todo C, es admisible pero seŕıa trivial), esto es,

σ′ = ı́nf
{
δ > σ : Lf (s) converge para <(s) > δ

}
.

El teorema se sigue si σ′ > σ lleva a una contradicción. La holomorf́ıa se puede obtener como
consecuencia del teorema de Morera. En realidad no la usaremos para nada.
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6) Demuestra que ĺımN→∞
∫ N
1 x−1−δf(x) dx = ∞ para todo δ < σ′. Indicación: Decir que

una integral impropia no converge (en sentido Riemann) es lo mismo que decir que
∫M
N no

tiende a cero cuando N,M →∞.

7) Sean σ+ y σ− con σ < σ− < σ′ < σ+ suficientemente cercanos para que σ− pertenezca
a un disco centrado en σ+ en el que Lf (s) tiene extensión holomorfa, llamémosla F . Se cumple

F (σ−) =

∞∑
n=0

L
(n)
f (σ+)

n!
(σ− − σ+)n =

∞∑
n=0

(σ+ − σ−)n

n!

∫ ∞
1

f(x)(log x)n

x1+σ+
dx.

Explica por qué restringiendo la integral a [1, N ] se sigue que
∫ N
1 x−1−σ−f(x) dx está unifor-

memente acotada por |F (σ−)|, contradiciendo el ejercicio anterior.

Para la prueba de (1) usaremos una función aritmética y su suma, concretamente,

c(n) =
∑
d|n

χ(d) y f(x) =
∑

1≤n≤x
c(n).

8) Explica por qué c es una función multiplicativa, esto es, para m,n ∈ Z+ coprimos se
cumple c(mn) = c(m)c(n).

9) Para ε > 0 y N ∈ Z>1 demuestra la desigualdad

1

N

N∑
n=1

∑
d|n

1 ≤ N ε/2
∏
p≤N

(
1− p−1−ε/2

)−2
y deduce que f satisface la propiedad del ĺımite del Teorema 2. Indicación: Nota que (1−x)−2 =
1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + . . . y que

∑
d|pα 1 = α+ 1. Por si tienes curiosidad, este es un ejemplo del

llamado truco de Rankin (Rankin trick) que permite acotar sumas de funciones multiplicativas.

Lo siguiente debiera resultarte sencillo con lo que has hecho hasta ahora.

10) Con la notación como en el Teorema 2, muestra que sLf (s) = ζ(s)L(s, χ) y, suponiendo
f ≥ 0, deduce de él que la integral Lf (1/2) converge si L(1, χ) = 0. Puedes usar que L(s, χ)
es holomorfa en <(s) > 0 como se ha dicho antes (ya lo veremos en la siguiente hoja si no lo
tienes claro).

Ahora viene el golpe de gracia. Un argumento aritmético muestra que realmente f ≥ 0,
pero que es demasiado grande como para que Lf (1/2) converja. Aśı, del ejercicio anterior se
sigue (1). A ver si consigues resolverlo solo con la breve indicación que te doy.
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11) Demuestra que c(n) ≥ 0, c(n2) ≥ 1. Deduce que f(n2) ≥ n y que Lf (1/2) no converge.
Indicación: Recuerda que c es multiplicativa, por tanto está determinada por su acción en las
potencias de primos.

Tarea a entregar. Como en ocasiones anteriores, tienes que escribir un documento que
combine las soluciones de los ejercicios anteriores. Mi recomendación es que no pases de las
siete páginas y que no te entretengas demasiado con la definición de los caracteres pues el
protagonista es el teorema de Dirichlet. El resultado dará lugar a un cuarto caṕıtulo de tu TFG
llamado Las funciones L y el teorema de Dirichlet o la variante que prefieras.
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