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En esta hoja vamos a estudiar el limite no relativista de la ecuaciéon de Dirac. En la jerga
fisica, esta expresion se refiere a lo que ocurre cuando las velocidades son mucho menores que
las de la luz, esto es, v/c pequeno. En esta situacién, deduciremos que, en un sentido més fisico
que matematico, la ecuacién de Dirac tiende a la ecuacion de Schrodinger de una particula
libre. Esto es necesario para que la teoria sea coherente y muestra que realmente cumple con
su motivacién. También nos ocuparemos del limite no relativista en presencia de un campo
electromagnético, lo cual requerira generalizar primero la ecuaciéon de Dirac y se relaciona con
el concepto de espin.

Dentro del temario previsto, el limite no relativista y todo lo relativo al espin estaban
separados. Mi plan era que viéramos mas sobre el espin de lo que aparece en este hoja pero me
temo que ya ha quedado bastante larga. De hecho, si vemos que ya has completado el niimero
de péaginas recomendado, y a ti te parece bien, podriamos acabar con esta hoja. Si quieres
0 necesitas mas material, seguiriamos estudiando maés a fondo el espin o la invariancia de la
ecuacién de Dirac por las transformaciones de Lorentz (que supongo que para un estudiante
de grado de fisica, es la parte mds dificil de entender de [Dir28]), la cual lleva al concepto de
espinor, que es una variante del de vector en C*.

Trabajaremos con la representacién de Dirac. Se podria usar también la de Weyl (como en
[LB14, §36.5]) o cualquier otra, pero serfa menos directo. Dada ¥ € C* cumpliendo la ecuacién
de Dirac, llamemos ¥; € C? a sus dos primeras coordenadas y ¥, € C? a las dos tltimas (si
usdramos una representacién distinta de la de Dirac, habria que escoger combinaciones de las
coordenadas).

1) Muestra que la ecuacién de Dirac (en unidades relativistas) equivale al par de ecuaciones
acopladas para ¥; y Ug:
thoy, = (6 - p)Vs + my,
thoyVs = (6P ¥ — mWs.
Recuerda que & - p significa o1p1 + o2p2 + o3ps y que p; = —ihdy; es la coordenada j del
operador momento.

2) Explica por qué en unidades no relativistas las ecuaciones anteriores son

ih0y ) = c(& - P)Ws + mc? ¥y,
ihOy Vs = c(& - P)¥; — mc W,

Qu

En una hoja anterior, habifamos visto que la energia relativista £ incorpora la energia en

reposo mc? mientras que en la mecanica de Newton no estd incluida y E' = E — mc? resulta

una aproximacion de la energia cinética %va, cuando las velocidades son mucho mas pequenas

que las de la luz. En este caso, F es muy parecida a mc? porque %va es comparativamente
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despreciable. Todas las soluciones de la ecuacién de Dirac se pueden poner como superposicion
de autoestados que cumplen HU = EVU (las soluciones que estudiaste en la tltima hoja).
Si para las energias involucradas estamos en la situacién en la que v/c es pequeno, entonces
deberfa cumplirse ih0;¥; ~ mc?¥; y también ihd, ¥, ~ mc? V.

3) Trata de explicar en unas lineas el parrafo anterior con un poco més de detalle.

4) A partir de ihd, ¥, ~ mc?¥, deduce de la segunda ecuacién del sistema ¥ ~ (6" 2515) v,.

Si identificamos p’ con el momento lineal cldsico m, esto indica que, para v/c pequeno, ¥,
es mucho menor que ¥, tiende formalmente a cero cuando v/c — 0. Con ojos mateméticos
esto no suena muy riguroso, porque p es un operador, no una cantidad concreta, pero no
ahondaremos mas en ello.

La situacién descrita en el ejercicio es la que motiva la notacion. Los subindices de ¥; y Wy
vienen de large y small. Al ser W pequeno, lo despreciaremos considerando una ecuacién que
solo contenga ;. No es tan facil como tachar simplemente el término ¢(7 - p)¥s de la primera
ecuaciéon del sistema porque c¢ es grande y compensa la pequenez de ¥,. Hay que hacer algo
un poco mas complicado.

5) Dando la relacién ¥4 ~ (5’ . 25; c)\I'l por exacta, tomandola como una igualdad, deduce

1
ihoy Uy = %(5-;3')2\1/1 + mc?v,.

Con ello, nos hemos desecho de las dos tltimas coordenadas de ¥ y tenemos una ecuacion
que solo involucra las dos primeras, esto es, ¥;. Nota que (& - p)? significa (¢ - p)(& - p), esto es,
aplicar dos veces el operador (7 - p), que es matricial.

6) Demuestra que (- p)2 = - p= —h?A donde A es el operador de Laplace, la suma de
las derivadas parciales segundas no cruzadas. Aqui, como es habitual en fisica, se identifican
escalares con escalares por la matriz identidad. Un matemdtico purista escribiria (& - p)? =
Ip-p'= —h*IA con I la identidad 2 x 2.

7) Escribiendo ¥; = e /I muestra que si ¢ solo depende de la posicién, entonces
satisface la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para una particula libre:
h2
E' = ——Aq.

2m

Una particula libre solo tiene energia cinética y recuerda que E’ la aproximaba en el régimen
no relativista, en el que v/c es pequeno. Si lo de la ¢ independiente del tiempo te resulta
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raro, hay otra manera de ver esto. Recuerda que las soluciones de la ecuacién de Schrédinger
son superposiciones de e!PF=EV/h Usar E o usar E' = F — mc?
normalizacién, aunque lo natural desde el punto de vista no relativista es, por supuesto, E’.
De esta forma, ¥ = \IlleiWCQt/ h deberia ser la versién no relativista de ¥;.

es solo una cuestién de

8) Prueba que ¥ = W,e™m<*t/ gatisface la ecuacién de Schrédinger (dependiente del tiempo)

para una particula libre:
hQ
1hoy U = —— AW,
2m

Recapitulando, hemos partido de una solucién de ¥ de la ecuacién de Dirac y al quedarnos
con las dos primeras coordenadas (porque las otras son comparativamente pequenas), tras
cierta normalizacién, obtenemos una solucién ¥ de la ecuacién de Schrodinger. Lo que resulta
un poco chocante es que esta ultima W tiene dos coordenadas. Es decir, obtenemos la ecuacién
de Schrodinger dos veces. La razén para ello esta relacionado con lo que se llama espin, con
ello pasamos al siguiente tema.

El concepto de espin despistd a los fisicos durante anos. Ya el propio Schrédinger notd en
[Sch26] que su ecuacién funcionaba bien para el &tomo de hidrégeno pero no concordaba con los
experimentos en otras situaciones aparentemente similares. Sin tratar de ser fiel a la historia,
el hecho es que en cierto momento los fisicos se percataron de que algunas particulas, como el
electrén que Dirac intentaba representar con su ecuacion, tenfa un momento angular intrinseco.
Desde el punto de vista clasico esto corresponderia a girar sobre si mismo con velocidad angular
constante, de ahi el nombre, derivado del inglés spin. Por cuestiones cuanticas dificiles de
explicar, esto se traduce en que para estas particulas hay que especificar dos funciones de
onda, dos soluciones de la ecuacion de Schrodinger, para indicar lo que seria el eje de giro en
cada instante para la fisica clasical.

Pauli en [PJ27], el articulo en el que introdujo las matrices o, consideré los electrones con
pares de funciones de onda y estudié cémo deberia afectarles un campo electromagnético. Para
ello introdujo lo que llamamos hoy la ecuacidn de Pauli. Algo con lo que el propio Pauli no
estaba satisfecho, era que no se deducia de principios fundamentales, sino que se creaba en
cierta medida a partir de lo que uno queria obtener. Nuestro préximo objetivo es deducir la
ecuacién de Pauli como limite no relativista de la de Dirac en un campo electromagnético.

9) [opcional, solo si tienes tiempo y ganas y después de acabar el resto de los ejercicios] Busca
informacién historica acerca de cémo se llegd al concepto de espin. Hay todo un libro de alta

'En principio esto suena bien desde el punto de vista cldsico porque especificar un eje de giro es lo mismo
que especificar un punto en la esfera unidad, lo cual requiere dos coordenadas, latitud y longitud. Sin embargo,
la complicada realidad cudntica con sus fases complejas hace que esta analogia se derrumbe y que, més alla del
nivel divulgativo, pensar en el espin como un giro sea mas una fuente de confusién que una ayuda.
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divulgacién dedicado a ello escrito por un fisico de primer nivel: [Tom97], pero la verdad es
que a mi no me parece muy legible.

Antes de nada, tienes que aprender un minimo de la notacién del electromagnetismo. Re-
cuerda de lo que leiste de [Chal6] que los campos electromagnéticos venian dados por dos
campos vectoriales E y B que satisfacian las ecuaciones de Maxwell. Es muy til introducir
lo que se llaman el potencial vector y el potencial escalar que permiten reducir el nimero de
ecuaciones de Maxwell a dos. Para empezar, hay un resultado matematico que dice que (bajo
condiciones de regularidad) la divergencia de un campo en R3 es cero si y solo si es igual al
rotacional de otro campo. Entonces si definimos el campo g, llamado potencial vector, tal que

E:ng,

la segunda ecuacién de Maxwell se cumple automaticamente. Por otro lado, el rotacional de un
campo es nulo si y solo si es el gradiente de una funcién (esto seguro que lo viste en Célculo II).
Entonces existe una funcién ¢, llamada potencial escalar, tal que para E satisfaciendo la tercera
ecuacién de Maxwell,

10) Explica de dénde sale esta férmula.

En conclusién, usando A y ¢, en lugar de cuatro ecuaciones de Maxwell, tenemos dos?.
Da por conocido (serfa un poco largo de explicar) que, en fisica clésica, el Hamiltoniano (de
algun modo, la energfa) para una particula de masa m y carga ¢ sometida a un campo elec-
tromagnético responde a la férmula

1 - - . .
H=—T.-T4+qp con T=p-24
2m

o

Por supuesto, podria haber escrito || T]|2 en lugar de T - T', ahora verés la razén.

La filosofia de la ecuacién de Schrédinger es que se puede pasar de férmulas clsicas a
cuédnticas cambiando funciones escalares por operadores (en la jerga, a esto se le llama primera
cuantizacion). Por tanto, sin saber nada del espin, una particula cuéntica cargada deberia tener
una funcién de ondas ¥ escalar (de una coordenada) que resuelve la ecuacién de Schrédinger:

1hoy U = 2

1
m

(T-T)T +qp¥U  con TU=—ihVT — LAV
C

Nota que ahora T es un operador con tres coordenadas, en lugar de un vector de R3, y (f f)\I/
significa (11T + ToTo + T3T5)V = > y T;(T;¥) que vuelve a dar una funcién escalar.

2En principio esto es solo un truco matemético pero, a la postre, los potenciales vector y escalar tienen més

-,

significado fisico que lo que puede parecer. Por ejemplo, (¢, A) se comporta bien bajo las trasformaciones de
Lorentz y en mecédnica cuéntica A y ¢ son mds importantes que E y B.
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11) Explica con el detalle que necesites el parrafo anterior.

Pues bien, resulta que esta ecuaciéon de Schrodinger para particulas cargadas que hemos
deducido, es falsa para el electrén. Segin los argumentos de Pauli, no justificados desde pri-
meros principios, faltaba un término, de modo que lo correcto parecia ser la ecuacion de Pauli
que requeria que ahora ¥ tuviera dos coordenadas:

O = ——(F - T)w + gow — 1 (3. Byw.
2m 2mce

Desde el punto de vista fisico, los electrones reaccionan ante un campo electromagnético
como otras cargas pero, por alguna razon, tienen una respuesta anadida al campo magnético,
dada por el nuevo término: se comportan como pequenos imanes. Pauli ajusté la constante
delante de (& - E) para que las cosas funcionaran pero con argumentos mezclando mecanica
clésica y cuantica, lo natural para lo que “gira” el electrén por su espin era que esta constante
tuviera un 4 en el denominador en vez de un 2.

Lo que vamos a ver ahora es esta ecuacién de Pauli se deduce como limite no relativista
de la de Dirac. Continuando el comentario anterior, si creemos, con Dirac, que los electrones
se rigen por la ecuacién de Dirac, deducimos que se comportan como pequenios imanes. Este
es un gran triunfo de la fisica tedrica, pues en la motivacién de la ecuacion de Dirac no habia
nada relativo al espin ni al pequeno iman asociado a él. Sale como una conclusién tedrica
insospechada que cuadra perfectamente con las experiencias. Dirac consider6 que la deduccién
de la existencia del espin (aqui solo vemos su efecto magnético pero se puede ser mas completo)
era “un anadido inesperado”.

Una cosa creible (dalo por supuesto), a la vista del Hamiltoniano electromagnético, es que
el Hamiltoniano para la ecuacién de Dirac sea

H=a-(—ihV - qA) +qp + asm
0, en unidades no relativistas,

H:c&-(—ihV—g/f)—qub—l—azlmcz.
c

12) [opcional] ;Sabrias decir, aunque sea vagamente, por qué esto es natural?
Con ello, la ecuacién de Dirac bajo la accién de un campo electromagnético es ih0, ¥ = HWU.

13) Llamando, como antes, ¥; a las dos primeras coordenadas de W, reproduce lo hecho
en ejercicios anteriores para deducir que cuando v/c es pequeno y el tamano de A y ¢ no es
desmesurado, se tiene la ecuacién aproximada

1 o
ihd, ¥, = %(5 ST)20; + qo¥; + mP Y,
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que con el cambio que ya habiamos usado ¥ = \Illeimczt/ h (esto define una ¥ que, por supuesto,

no es la del principio: tiene dos coordenadas), equivale a

1 -
ihoyU = — (& - T)?U + qp 0.
2m

A primera vista esta ecuacién difiere de la ecuaciéon de Pauli. Lo que vamos a probar es
que en realidad son iguales. Es decir, nuestro objetivo es demostrar la igualdad:

(1) G T2=T-T-2@ B) donde TU=—ihvV¥ — LAV
c c
Por favor, antes de seguir, asegurate de que entiendes que esto es todo lo que necesitamos y
que no tienes problemas con la notacién.
La clave para obtener (1) es una identidad vectorial para las matrices de Pauli. Para que
no te hagas un lio, vamos a verla primero con vectores en lugar de con operadores.

14) Dados dos vectores @, be R3, demuestra que

-,

(G-@)(3-b)=a-b+id-(axb).

Te explico con detalle la notacién: El primer miembro es el producto de dos matrices 2 x 2,
porque recuerda que 7 - a = Zj oja;. Como ya sabes, los fisicos identifican escalares con

escalares por la matriz identidad y ese es el significado de @ - b. A un matemético le gustaria
mas escribir (@ - E)I con I la matriz identidad 2 x 2, si quieres hazlo asi en tu trabajo, como
prefieras. Por iltimo @ x b es el producto vectorial de toda la vida.

Al igual que se cumple cuando las coordenadas son nimeros, se cumplird cuando son
operadores, pero es importante respetar el orden por la falta de conmutatividad. De esta
forma, se deduce

(@ T2 =T -T+id-(TxT).
Con numeros, es decir, si se tuviera T e R3, entonces T'xT serfa nulo pero como las coordenadas
son operadores, se tiene

TxT = (173 — TsTo, 3Ty — T1 T3, Th Ty — ToT1)
que no se anula en general porque nada asegura 1,7}, = T},Tj.
15) Teniendo en cuenta lo anterior, explica por qué (1) se deduce de
.qh

TxT=i—B.
Cc
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Ambos miembros de esta igualdad se entienden como operadores que actian sobre funciones
regulares. Es decir, lo que significa, en forma totalmente expandida, es que para f una funcién
regular

To(Tsf) - To(Tof) = 2B f, () ~T(Tf) = i Baf, Ti(Tof) ~To(Tif) = L By,

Ahora viene el ejercicio que seguramente te va a costar mas de esta hoja. Te doy algunas
indicaciones después del enunciado. Con él finaliza la prueba de (1), y por tanto de que la ecua-
cién obtenida como limite no relativista de la ecuacion de Dirac bajo campos electromagnéticos,
es la ecuacion de Pauli.

16) Demuestra la igualdad del ejercicio anterior.

Esto estd hecho en unas pocas lineas de [Chal9, p.3] pero con tan pocos detalles que
dificilmente lo seguird alguien sin experiencia previa en fisica cudntica. Tanto si miras esta
referencia como si no, las siguientes tres sugerencias te pueden ser de bastante ayuda como
esquema de la demostracion. Seguirlas no es obligatorio, si prefieres proceder con un calculo
directo o encuentras un método alternativo, adelante con ello. 1) Muestra que, como operadores,
VxVy A x A son nulos. No pierdas de vista que son operadores que actiian sobre una funcién
supuesta regular. Si lo entiendes bien, lo primero te debiera resultar facil y lo segundo trivial.
2) Deduce que la identidad es equivalente a B=VxA+Ax V, de nuevo como operadores.
3) Muestra que (V x A+ A x V)(f) = (V x A)f donde en el tltimo paréntesis, V x A es el

rotacional de toda la vida, que por tanto coincide con B , por definicién.

Tarea a entregar. Ya ves que esta hoja es larga pero cada ejercicio, excepto el ltimo,
corresponde a un paso mas bien pequeiio. Tu tarea es conectar todos esos pasos en un conjunto
coherente, anadiendo todas las explicaciones que consideres pertinentes, con los dos objeti-
vos que hemos alcanzado respecto al limite no relativista. Primero, llegar a la ecuacién de
Schrédinger de la particula libre y después, deducir la ecuacién de Pauli.

No te pongo limitaciones de espacio. Prefiero que te extiendas algo mas a que te quedes
corta en explicaciones. Como ves, en esta hoja no solo hay problemas sino también comentarios
mas o menos extensos. Aprovecha lo que te resulte de interés, redactandolo a tu manera.
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