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Cuando se examinan con mucha precisién las sombras de los objetos se percibe que no son
nitidas y presentan oscilaciones. Por ejemplo, al hacer pasar un rayo de luz por una rendija
muy fina frente a una pantalla, se observa no solo la parte central iluminada, lo cual es l6gico,
sino también una alternancia de zonas mas y menos oscuras que he intentado simular en la
primera figura (quizé con poco éxito). El fenémeno se conoce como difraccion y se debe a la
naturaleza ondulatoria de la luz que causa interferencias entre los rayos cercanos que parten
de diferentes puntos de la rendija.
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En los laboratorios de fisica se emplean red de difraccion. Estas son placas con una serie
de rendijas diminutas igualmente espaciadas, que modelizamos como agujeros 1-peridédicos en
el eje = sobre los que inciden rayos perpendiculares que vienen de la parte negativa del eje vy,
como muestra la segunda ﬁguraﬂ

El propdsito de esta hoja es utilizar las sumas de Gauss para entender el efecto Talbot, un
fenémeno poco intuitivo descubierto en el siglo XIX, consistente en que los patrones de difrac-
cién observados son periddicos respecto a la distancia a la pantalla y eligiéndola adecuadamente
se reproduce la estructura de la red de difraccién. Mira la imagen de [6] (que corresponde a una
simulacién, no a un experimento real). Observa que la parte de abajo, mostrando cuatro rendi-
jas de la red de difraccion, se replica en la parte superior, donde estaria la pantalla. Ademés, en
posiciones dadas por una fraccion de la distancia a la que se produce la replicacién, se observa
también la misma estructura con un cambio de escala o un desplazamiento. Se dice que este
es el efecto Talbot fraccionario. Las intensidades dibujadas con diferentes tonos conforman lo
que se llama la alfombra de Talbot y, como ves, tiene una llamativa apariencia de estructura
fractal.

La teoria matemética de la difraccién es complicada. Si tienes interés, escribi una breve
introduccién en [2], en [4] hay buenas explicaciones y referencias histdricas, ademas esta el
clésico [I]. En pocas palabras, hay una férmula complicada, llamada férmula de Kirchhoff,
que relaciona la solucién de la ecuacién de ondas en el interior de una regién con los valores

'En la fuente IWTEX las figuras estdn creadas (sin mucho arte) con comandos TikZ. Si quieres usarlas, mira
la cabecera del fichero y pon algo similar en la plantilla si no carga ese paquete. Hay muchos sitios donde
puedes ver el efecto de una red de difraccién real, por ejemplo https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Diffraction_grating_demo.webm. Ten en cuenta que la mayor parte de las imagenes de difracciéon que hay en
internet son simulaciones con ordenador, mucho mas vistosas que los experimentos reales.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Diffraction_grating_demo.webm
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Diffraction_grating_demo.webm
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de su frontera y mediante aproximaciones lineales y cuadréticas se obtienen los dos tipos de
difraccién considerados por los fisicos, llamados de Fraunhofer y de Fresnel. Incluso si no miras
nada de esto, da un vistazo a [5] para completar el siguiente ejercicio.

1) Escribe unas lineas para tu trabajo explicando el fenémeno de la difraccién. No hace
falta que te metas en férmulas si no has leido nada de la teoria matematica, pero estaria bien
que al menos mencionases la idea geométrica de la interferencia entre rayos de luz, posiblemente
usando alguna funcién trigonométrica.

Aqui vamos a ver un modelo matemaético simplificado que se ajusta a nuestro caso basado
en la ecuacién de ondas. Suponemos que la luz que empleamos es monocromatica, esto significa
que es una onda de la forma

u(z,y,t) = g(x, y)e(—)\_lct).

Esta suposicién es natural, porque ondas de diferentes colores se difractan de manera distinta
vy no cuesta nada separarlos. Por si te suena la terminologia, ¢ corresponde a la velocidad de
la luz, A a la longitud de onda, cuyo inverso k = A\~! es el nimero de onda y la frecuencia es
v = A" te, que es lo que determina el color. Quiza te extraiie que se consideren ondas complejas.
Este es un artificio matematico habitual para no tener que separar senos y cosenos.

Lo que queremos para nuestro problema es resolver la ecuacién de ondas

2 2
U = C Ugg + C Uy

en el semiplano superior con cierta condicién de frontera 1-peridédica en el eje x. La hipdtesis
fisica que vamos a poner es que las soluciones viajen a lo largo de y sin deformarse mucho en
esta direccién. Fisicamente lo que se tiene en mente es una ecuacién entre cuyas soluciones
estén rayos que no sean muy oblicuos. La motivacion es que la difraccion es solo una pequena
perturbacién sobre la idealizacién de los rayos viajando en linea recta sin cambiar de direccién.
Mateméticamente la condicién que se pide es que se cumpla g(z,y) = A(x,y)e(ky) con Ay,
despreciable.

2) Demuestra que, bajo la hipdtesis Ay, ~ 0, la ecuacién de ondas implica A, +4mikA, =0
y, en términos de g, g, + 4mikgy + 812k%g = 0. A esta ecuacion se le llama, ecuacion parazial y
esta estrechamente emparentada con la ecuacion de Schrédinger que aparecera mas adelante
en tu trabajo.

Nuestro objetivo pasa a ser resolver en R x RT

Gaz + 4mikg, + 812k%g =0,

o) 9(,0) = £()
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con f una funcién 1-periédica. Con este fin, utilizamos el método de separacién de variables.
Esto es, buscamos soluciones de la forma X (z)Y (y) y las superponemos ajustando los coefi-
cientes para que se cumpla g(z,0) = f(x). Si no has visto nunca este método, te recomiendo
que antes de hacer el siguiente ejercicio mires primero algun ejemplo [3, §4.1].

No nos preocuparemos por la regularidad de f, la supondremos cuando la necesitemos.
En términos fisicos podriamos pensar que la red de difraccién no tiene rendijas abruptas sino
zonas de mas y menos trasparencia.

3) Resuelve aplicando el método de separacién de variables bajo la hipotesis adicional
de que X sea una funcién 1-periédica (porque el problema es invariante por z — z + 1).
Concluye que la solucion es

[e o]

g(z,y) = e(ky)F(x,y) con F(z,y)= Z cne(na — %)\nZy)

n=—oo

v ¢p, los coeficientes de Fourier de f. Lo que se observa en la pantalla al estudiar la difraccion
es la intensidad |g|?, por tanto, el factor e(ky) es irrelevante y toda la informacién sobre los
patrones estd en |F|.

El siguiente ejercicio es sencillo y explica el efecto Talbot original y uno de los fraccionarios.

4) A yr = 227! se le llama distancia de Talbotﬂ Comprueba que f(z) = F(z,nyr) para
n € N. Esto es una manifestacién del efecto Talbot: situando la pantalla en miltiplos enteros
de yr se replica la estructura de la red de difraccién. Relaciona f(z) y F (x, %yT) y explica
con ello el aspecto de la seccién 1/2 de la imagen de [6]. Este es el caso mas simple del efecto
Talbot fraccionario.

Ir mas alla en la comprension del efecto Talbot fraccionario requiere las sumas de Gauss.
Como en las hojas anteriores, suponemos que a/q es una fraccién irreducible.

5) Prueba que para n € Z se cumple

an? 14 nm
e(7> = qmz::OG(a, —m, q)e(—).

q
6) Deduce de la identidad anterior

q—1

o) = LIS G (o= 2)

2Los punteros laser rojos habituales tienen A = 650 - 1072 m lo que parece dar una distancia de Talbot de
mas de 3000 km, lejos de un experimento real. La explicacién es que habiamos usado como unidad la separacion
entre rendijas de la red de difraccién. En los laboratorios las hay de més de 500 rendijas por milimetro. Con
una de ellas habria que dividir el nimero anterior por més de 5 - 10° reduciendo y7 a unos pocos metros.



SL24hoja3 4

y comprueba que para a/q = 1/2 se recupera el resultado que ya habias obtenido. Esta es una
versién general del efecto Talbot que muestra que en posiciones fraccionarias obtenemos una
combinacién de trasladados de la red de difraccién.

En suma, hemos dado una expresion finita sencilla para la solucién de la ecuacion en
derivadas parciales en con conjunto denso de valores de y, lo cual es muy llamativo.

7) Con lo que sabes sobre la evaluacién de las sumas de Gauss, escribe una férmula explicita
para g(x,yr/6) en términos de f.

Ahora vamos a ver una consecuencia que me ha surgido al preparar esta hoja que, hasta
donde yo sé, no es conocida. Su enunciado no hace referencia a las sumas de Gauss ni a
la difraccion, es puramente de analisis. Si f en es suficientemente regular (por ejemplo,
f € C?), el problema estara bien planteado y la solucién sera continua en el borde, es decir
lim,,_,+ g(z,y) = f(z). Restringiendo y a y = yr/q con ¢ — oo y evaluando las sumas de
Gauss, deberias ser capaz de completar el siguiente ejercicio.

8) Prueba que si f es real, 1-periédica y suficientemente regular entonces

q Tl — 2
qqlingo 1q Z cos ((qul)m)f<m - %) = f(x).

m=0
Indicacién: ;Qué tienen que ver 4, el inverso de 4 médulo ¢, y (¢ —1)/4?

La convergencia no es muy lenta y se puede verificar numéricamente.

9) Dibuja con el ordenador la grafica de f(z) = esen(277) v 1a grifica de la expresion de la

que se toma el limite para ¢ = 21, 41 y 61. Ponlas en una misma figura o procede de alguna
otra forma que muestre que estas ultimas dan aproximaciones de la grafica de f.

10) En la figura de [6] parece que en general, cuanto mayor es el denominador ¢, més
puntos brillantes hay, pero esta propiedad falla para a/q = 1/4 y a/q = 1/3. Obtén una
férmula general para el nimero de puntos brillantes en términos de ¢. Indicacién: Utiliza lo que
sabes sobre |G(a, b, q)|.

Tarea a entregar. Escribe un documento que combine las soluciones de los ejercicios ante-
riores. La extension recomendada es de 6 paginas con el formato de esta hoja o de la plantilla.
Esta hoja me parece méas breve que las anteriores y te puede quedar espacio para extenderte
un poco sobre la difraccion o incluir més figuras, si quieres hacerlo. El resultado conformara un
tercer capitulo de tu TFG llamado Difraccion y efecto Talbot o la variante que elijas.
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