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El tema principal de esta hoja es una aplicacién de las sumas de Gauss a la teoria de
nimeros para demostrar lo que se llama la ley de reciprocidad cuadrdtica que es un sorprendente
resultado sobre congruencias que conjeturé Euler y demostré Gauss de varias formas distintas.

Esta ley establece una relacién entre la solubilidad de 22 = p (¢) y la de 22 = ¢ (p) cuando
p,q > 2 son primos distintos, lo cual es muy chocante porque, en principio, las congruencias
modulos coprimos no tienen absolutamente nada que ver. Aqui y en lo sucesivo empleo la
notacién reducida de congruencias escribiendo (p) en lugar de (méd p).

Para suscitar tu curiosidad te propongo que hagas primero un andlisis experimental, con
ordenador, como el que pudo hacer Euler a mano (aunque, en realidad, procedié calculando
otras cantidades). Para cada par de primos distintos p,q > 2 diremos que las ecuaciones
22 =p (q) y 22 = q (p) son incoherentes si una tiene solucién y la otra no. Por ejemplo, para
p =3, p="T1loson pues z = 3 (7) no tiene solucién, mientras que x = 7 (3) si tiene solucién,
concretamente x = 1 (3). En caso contrario, diremos que son coherentes. Esto es lo que ocurre
parap=>5,¢g="T7puesni z =5 (7) ni x = 7 (5) tienen solucién. En principio, uno esperaria
que la coherencia o incoherencia tuviera un comportamiento “aleatorio”. La sorpresa es que
puede determinarse facilmente simplemente examinando cierta paridad. Més sorprendente aun
es que no exista una prueba realmente sencilla de ello.

1) Escribe un programa que considere los primos 2 < p < ¢ < 100 y elabore una tabla
asignando a cada par de primos C o I dependiendo de si 22 = p (¢) y 22 = q (p) son coherentes
o incoherentes. Cruza esa tabla con otra que indique si (p—1)(¢—1)/4 es par o impar y extrae
un patrén que te lleve a una conjetura.

Si vas a incluir lineas de c6digo en tu trabajo y no sabes como hacerlo, revisa cémo uso el
paquete listings en la fuente IXTEX de este documento para escribir el siguiente ejemplo en
sagemath que muestra en pantalla todos los pares de primos admisibles en el ejercicio anterior.

for p in prime_range (3,100):
for q in prime_range(p+1,100):
print(p,q)

Para n € Z y p primo p { n se define el simbolo de Legendre como

(n) 1 siaz?=n(p) tiene solucién,
p n

(p) mo tiene solucién.

Se completa la definicién con 0 si p | n, pero es indiferente para esta hoja.
Los tres ejercicios siguientes extienden lo que sabiamos sobre la evaluacion de las sumas de
Gauss cuando el denominador es primo. El primero de ellos es sencillo.

2) Si (%) =1 con p primo y q € Z, p 1 q, explica por qué G(q,p) = G(1,p).
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3) Si (%) =—1conp>2primoyq€Z, ptgq, prueba que

Q(:tl)z, q(i2)2, e q(:l: %)2’ 0, (:l:l)z, (i2)2, o (:l: ]%1)2

dan todas las clases modulo p sin repeticiones cuando se fija uno de los dos signos. Deduce de
ello 2 Zi;é e(k/p) = G(gq,p) +G(1,p). Indicacién: Una vez probado que las clases son distintas,
necesariamente son todas porque % +1+ % = p.

4) Deduce la férmula
(1) G(q,p) = <%>G(1,p) parap > 2 primoy q € Z, ptq.

En realidad, se puede incluir el caso p = 2 para el que el resultado es trivial.

Con todo esto, lo que sabemos sobre evaluar sumas de Gauss es suficiente para obtener el
resultado deseado.

5) Con la propiedad multiplicativa del penitltimo ejercicio de la hoja anterior, la evaluacién
de G(1,pq) y , concluye la ley de reciprocidad cuadratica en la forma

(2) (22) <Q> = (—1)(”_1)(‘1_1)/4. para p,q > 2 primos distintos.
q/ \p
Se suele preferir este enunciado simétrico, aunque quiza sea mas informativa la siguiente

traduccion: (g) es —(%) sid|p+1lyd|g+1lyes (%) en el resto de los casos.

Normalmente se anaden a la ley de reciprocidad cuadrética un par de evaluaciones de
evaluaciones del simbolo de Legendre llamadas “leyes suplementarias”, aunque no tienen ni
mucho menos la misma profundidad. Son las siguientes:

<_pl) —(c1)e-nz oy (]29) = (=1)®*"U/% " para p > 2 primo.

6) Utilizando que G(—1,p) es el conjugado de G(1, p), prueba la primera ley suplementaria.

Aunque (1) es también vélido para p = 2, el hecho de que G(1,2) = 0 invalida su uso.

7) Aplica con ¢ = 8 y adapta la demostracién que has dado de (2) para concluir la
segunda ley suplementaria. Indicacién: ;Por qué G(8,p) = G(2,p)?

La definiciéon del simbolo de Legendre se extiende a médulos compuestos. Concretamente,
para m > 2 impar cuya factorizacién en primos es m = p* - - pg’“ se define el simbolo de Jacobi

() -11()"

como
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Si m no es primo, la solubilidad de 2 —n = 0 (m) no est4 asegurada porque valga uno. Esto
estd relacionado con el “quadratic residuosity problem” [4] que es la base del criptosistema del
dltimo ejercicio.

Esta definiciéon permite extender al caso compuesto. Veamoslo para potencias de primos.

8) Justifica las siguientes igualdades para p y ¢ como en y k > 2 entero:

k71—1 k—1 1

ky g 'm+ 0\ "— ﬁ _ k—2
G(q,p") = 6(—pk ) —pé i ee( k) =pG(g,p" 7).
=U,p

Demuestra con ello que es cierto reemplazando p por p*.

Una pequena sorpresa a este nivel es que el simbolo de Legendre es multiplicativo es su
primer argumento, por tanto, el de Jacobi también. Aunque sea un poco retorcido, vamos a
proceder usando las sumas de Gauss.

9) Con variaciones de los dos ejercicios que llevaron a , separando los casos (%) = =41,

muestra que para qi,q2 € Z y p > 2 primo p{ q1q2 se tiene G(q1g2,p) = (%)G(ql,p). Deduce
que el simbolo de Jacobi es completamente multiplicativo, esto es,

(@) - ((Ll> (@) para qi,q2 € Z'y m € Z" impar.
m m/7 \m

Indicacién: jPor qué basta considerar el caso en que m es primo?

Una vez que sabemos que los simbolos de Jacobi son multiplicativos en ambos argumentos,
se sigue una ley de reciprocidad cuadratica para los simbolos de Jacobi, esto es, una gene-
ralizacién de . Vamos a descomponer la prueba en dos ejercicios. Si necesitas ayuda para
el segundo, da un vistazo a la demostraciéon (muy esquemadtica) que doy en [I, Prop. 1.3.8]
(también [2], §3.6] te puede resultar dtil). Ademds, se cumplen las leyes suplementarias. No nos
meteremos en ello para no alargar mas la hoja.

10) Prueba que también se verifica si se sustituyen p y ¢ por p* y ¢¢ con k,¢ € Z%.
Indicacién: Si k y £ no son ambos impares, (p¥ — 1)(¢g° — 1)/4 es par y el resultado es bastante
obvio.

11) Demuestra

(£> (@> = (—1)(”_1)(m_1)/4 para n,m € Z" impares y coprimos.
m/\n

Empleando todo lo que has aprendido estamos en condiciones de obtener la evaluacién
completa de las sumas de Gauss generalizadas G(a, b, ¢) cuando ¢ es impar. A ver si consigues
resolver el siguiente ejercicio sin indicaciones.
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12) Demuestra que para q € Z (no necesariamente primo) se cumple

G(a,b,q) = i(q71)2/4\/a(g>6< B 4(2(72)

donde 4a indica el inverso médulo g, esto es, 4ada =1 (q).

La reciprocidad cuadratica de los simbolos de Jacobi permite elaborar un algoritmo eficiente
para decidir si 22 = n (m) tiene solucién o no para n y m de tamaiio razonable [2, §3.6] (tal
algoritmo se amplia a cualquier ecuacién de segundo grado [I]). Si n y m son astronémicamente
grandes, tal algoritmo, que requiere la factorizacién, colapsa con nuestros conocimientos y
ordenadores actuales. Esta es la base del criptosistema de Goldwasser-Micali. Hay que aclarar

que en la practica no es muy interesante porque otros criptosistemas lo superan.

13) Lee en [3] acerca del criptosistema de Goldwasser-Micali y escribe unas lineas sobre él.
Si ves que no lo entiendes bien o estds corto de espacio, basta con que pongas una referencia.

Tarea a entregar. FEscribe un documento que combine las soluciones de los ejercicios ante-
riores. La extension recomendada es de 6 paginas con el formato de esta hoja o de la plantilla.
Si te ves apurado, reduce al minimo el dltimo ejercicio y da solo una idea de la prueba de la
reciprocidad cuadrética de los simbolos de Jacobi. El resultado conformara un segundo capitulo
de tu TFG llamado La ley de reciprocidad cuadratica o algo parecido.
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