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Esta hoja estd dedicada a probar una de las férmulas més famosas de Ramanujan [I], p. 162].
Concretamente, para |R(z)],|S3(z)| < 1

) (Z cos(mnz) ) -2 N (Z cosh(mnz) > 2 4aT2(3/4)
- 2 7  \ - - 7 N == 27.
= cosh(mn) = cosh(mn) I'2(1/4)
A pesar de que, hasta donde yo sé, esta férmula no tiene aplicaciones, es muy bonita en el
sentido en que se suele utilizar este adjetivo en matematicas: es simétrica e inesperada.
La I' que aparece en el segundo miembro es la funcién que estudiamos en la primera hoja.

Si te apetece practicar con ella, quizd quieras hacer el siguiente ejercicio e incluir parcial o
totalmente su solucién en tu trabajo. Lo que tu prefieras.

1) [Opcional] En realidad Ramanujan escribié 27~ 1T4(3/4) en el segundo miembro. ;Por

, . 2 . , , o1 - ., 1,3 00 44 —4?
qué es lo mismo? ;jPor qué se podria escribir también como 57 ( fioo e dt) !

Un apunte mas en la linea de lo anterior, es que Ramanujan tampoco indicé el rango de
validez de , que coincide con la interseccién de las regiones de convergencia de ambas series
(IS(2)] < 1y |R(2)| < 1, respectivamente). Por cierto, en este rango de validez hay una errata
en la edicién [I] que contiene pruebas (modernas) detalladas.

La prueba de que veremos sigue las lineas de [3] y utilizard resultados de todas las
hojas anteriores. Gracias al uso de estos resultados previos, la demostracién sera relativamente
breve. No ha llegado hasta nuestros dias la de Ramanujan y la incluida en [I] requiere saber
bastante de funciones elipticas e hipergeométricas. En [I] se atribuye a [5] la primera prueba
conocida y se dice que usa contour integration, lo cual suena sencillo, pero no veo alli (1| y
para férmulas con constantes relacionadas usa resultados nada faciles de funciones elipticas.

Empezamos con un resultado general de variable compleja que es una aplicacion del teorema
de Liouville. De hecho, el enunciado original que dio Liouville hablaba de funciones con dos
periodos [4] y estd en ese aspecto mds cerca de este resultado que del que se cuenta en los
cursos de variable compleja hoy en dia.

2) Sea f una funcién meromorfa en todo C, impar, verificando f2(z) = f2(z2+1) = f2(z+i)
y tal que en |z] < 1 tiene un unico polo que estd en z = 0 y es simple. Demuestra que
f2(2) + f%(iz) es constante. Indicacién: Usando que f es impar, prueba que la singularidad en
z=0de f2(z) + f%(iz) es evitable y deduce de la periodicidad que se extiende a una funcién
entera acotada.

Este resultado suena 1til para probar porque si llamamos f(z) al inverso de la primera
serie, entonces f(iz) es el inverso de la segunda. Sin embargo, no estd nada claro que tal f se
extienda a una funcién meromorfa, ademaés es par en lugar de impar. Por otro lado, esta el
problema de identificar la constante, que es lo mas complicado y en lo que usaremos la formula
limite de Kronecker.
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Los dos siguientes ejercicios estaran dedicados a elegir la f y después nos ocuparemos de
relacionarla con las series del enunciado. Primero definimos la funcién meromorfa

P(z) = 10_011 EZZEEW ; i—zzz H coth ( n— ZZ)) coth ( (n+ zz))
2n 2+n

La igualdad entre ambas expresiones es una simple manipulacién (no hace falta que la comprue-
bes). En la linea de la politica de hojas anteriores, si quieres, da por supuesta la convergencia
(a una funcién meromorfa) de estos productos, la cual se sigue de teoremas generales que se
suelen ver en Variable Compleja II.

3) Prueba que f(z) = P(i + 2z) satisface las hipétesis del ejercicio anterior, por tanto,
P2(i + 22) + P2(i + 2iz) es constante. Indicacién: Comprueba que —P(i + 2z)/P(3i + 22) = 1
porque los factores se cancelan por parejas usando el segundo producto en la definicion de P.
Cambiando z por z — i y empleando que P es par, se sigue —f(—z) = f(2).

4) Deduce de lo anterior que P2(i 4+ 22) + P?(i — 2iz) es constante y, con el cambio de
variable z + (z + 1 —1)/2, que P~2(z) + P~2(iz) también lo es.

Ahora vamos a ver que P(z) en realidad es igual, salvo una constante multiplicativa, a
la primera de las series en . En particular, el primer miembro tiene perfecto sentido en
IR(2)[,|S](2)| < 1 porque la series no se anulan. La proporcionalidad entre P(z) y la primera
serie es muy sorprendente, sin embargo, la prueba no es tan dificil. Por continuacién analitica
(principio de unicidad), basta probarla para z € R y se sigue para |3(z)| < 1, que es la regién de
convergencia de la primera serie. Dos funciones de variable real 1-periédicas regulares coinciden
si y solo si tienen los mismos coeficientes de Fourier, por tanto, P(2z) = K %
equivale a ¢, cosh(mn) = K con ¢, = fol P(2z) e~ 2" g,

5) Sea P el paralelogramo de vértices 0, 1, 2 + 4, 1 + 7. Llamemos 7, al lado que acaba en
el vértice v con orientacién positiva. Usando las simetrias de P, demuestra

/ g = / g+/ g = (1 + eZﬂ'n)/ g = (1 + eQﬂ—n)cn con g¢g(z) = P(2z) e 2minzg
ap n Mti "

Concluye el resultado buscado con K = mi Res(P(2z), 141/ 2) a partir del teorema de los
residuos. No trates de evaluar exactamente K porque serfa muy dificil (esto tiene que ver con
el resto de la hoja), lo importante es que es una constante, no depende de n.

Con los ejercicios anteriores, ya sabemos que el primer miembro de (1)) es una constante.
Ahora vamos a identificarla. Tomando z = 0, lo que hay que probar es

T eV2)
) 7% cosh(mn) — T'(3/4)v2r
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6) Empleando la férmula vista en la hoja 2 para 62(0, q), recordando la funcién r(n) de la
hoja 3 y el ejercicio final de la hoja 4, demuestra

Z coshl(wn) =0%(0,e ™) = ;r(n)em = exp < lim (g(zs —1) - % - TSZ))>

—1t
nez s

Aunque parezca que esto es complicar las cosas, vamos a ser capaces de calcular el limite.
Para ello definimos la funcién auxiliar muy similar a la funciéon ¢ de Riemann:
1 1 1 1 1
L(S):F—§+§—%+§+... para R(s) > 1.
Hay pruebas clasicas del valor de 9(0, e‘”) que no pasan por esta funcién ni por el limite, pero
son dificiles [1, p.103], [2, Th. 1.7,2.3], [6l §22.8].

7) Demuestra Y 2, r(n)/n® = 4{(s)L(s) usando la expresién para r(n) en términos de
divisores de la hoja 3. Prueba también 2I'(s)L(s) = [;°t* !sechtdt empleando I'(s)n™* =
fooo ts~le™ dt, gracias a la representacién integral de I' de la hoja 1.

8) Con la aprendido en la hoja 1, muestra ((s) — 2I'(s)((2s — 1) — 0 para s — 1T (para
ello necesitards obtener primero I''(1) = —v) y deduce

, 1 < 7(n) L 4 .. m—A4D(s)L(s)
sl—lgl+ <C(28 B 1) B % nzl ns ) N sl—lgl+ <1 B ;P(S)L(S)>C(2S B 1) N sl—lglﬂL 27'('(5 — ]—)

y, aplicando la regla de L’Hopital y la féormula integral para I'(s)L(s),

lim_(¢(2s5—1) - % > T(n)) =28 (P(s)Lfs) = -~ /OOO clthtt a

s—1+ ns T dsls=1 T

n=1

Recapitulando, lo tinico que nos falta para completar la demostracion de y, por tanto,
de la férmula inicial es la evaluacion integral:

oy = ()

El dltimo ejercicio cumple esta tarea utilizando el teorema de los residuos. Si necesitas
indicaciones, dimelo. Por cierto, la convergencia de las integrales que aparecen en él esta ga-
rantizada porque para z con $(z) grande se cumple |logT'(z)| < C|z|log|z|. Esto se puede
obtener de las férmulas de la primera hoja, pero puedes darlo por supuesto citando, si quieres,
[0, §12.33] donde hay un resultado mucho més preciso.
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9) Sea f(z) = isec(2mz)logT'(1/2 + z) que es meromorfa en la banda B = {|Rz| < 1/2}
con polos simples en +1/4. Aplica el teorema de los residuos a f en una regién que “tienda”
a esta banda para obtener

I'3/4 * logI'(1 + it * logI'(it *  loglt
o (3/)/ og(ﬂ)dt_/ og (Z)dt_/ oglt| .,
_oo cosh(27t) _ oo cosh(27rt) _ oo cosh(27rt)

T(1/4)

donde se ha usado I'(z + 1) = 2I'(2) en el dltimo paso. Finalmente, relaciona esta integral con
la buscada.

Tarea a entregar. Escribe un documento que combine las soluciones de los ejercicios ante-
riores. Trata de no pasarte de 6 paginas con el formato de esta hoja. El resultado conformara
el cuarto capitulo de tu TFG bajo el nombre Una férmula de Ramanujan o la variante que
prefieras. Esta es la tltima hoja. Cuando termines, selecciona el material hasta tener una ver-
sién que, sin contar apéndices, se ajuste a la extensién recomendada y enviamela para que la
examine con detalle.
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