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El propésito de esta hoja es probar tres férmulas que involucran la funcion theta de Jacobi,
la cual se define como la serie

o0
0(z,q) = Z g’ e?mine con zeC y |q<1.

n=—oo

Consideraremos aqui que ¢ es un parametro y z es la variable, asi cuando nos refiramos en esta
hoja a la derivada de #, a sus ceros, a su holomorfia o a cualquier otra propiedad, debemos
entender estos conceptos para f(z) = 6(z,q) con q fijado. Por razones que apareceran en breve,
se suele escribir

1+7

g=¢€"" con (z)>0 y se define w = 5

. Ves claro que todo |¢q| < 1 se escribe de esta forma? Hay cierta ambigiiedad en la definicién
de 7 y w porque 7 y T + 2k dan el mismo ¢, pero es irrelevante en lo sucesivo.

En todo tu trabajo pasamos de puntillas por los temas de convergencia de sucesiones y
series de funciones holomorfas, continuando la politica de la hoja anterior, porque pertenecen
a Variable Compleja II que no has cursadcﬂ De todas formas, da una oportunidad a este
primer ejercicio:

1) Piensa con el nivel de rigor que permitan tus conocimientos por qué 6(z,q) define una
funcién entera. Incluso si no consigues probarlo, trata de convencerte de que intuitivamente es
cierto.

Histéricamente 6(z, q) surgié en la teoria de funciones elipticas que son funciones meromor-
fas 1-periédicas que también tienen un periodo complejo 7. Aunque 6(z, ¢) no es exactamente
eliptica (siempre como funcién en z), guarda cierta simetria por traslaciones de 1 y 7, que es
lo que motiva introducir 7.

2) Comprueba las relaciones

0(z+1,9) =0(z,q9) v 0(z+7,9 =q ‘e ?0(z,q).

Hay algunas otras simetrias que permiten localizar ceros de la funcién y su derivada.

3) Comprueba también

1 1 .
9(Z7Q) :0(_27Q)7 9(5—’_27(]) :e(i_zaq)u 9(W+Z,Q) - —6727”29(00—2,(])

y deduce ¢'(0,q) = 0'(1/2,q) =0y 6(w +m + nt,q) = 0 para m,n € Z.

1q: ) . . .
Si lo deseas, al final podemos poner en un apéndice el enunciado de los resultados necesarios.
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Es posible probar con técnicas de Variable Compleja I que w + m 4 n7 son todos los ceros
de la funcién y que son simples. Esto llevaria a dar un rodeo y aqui lo deduciremos del primero
de nuestros enunciados principales. Antes de pasar a ellos, terminemos estas manipulaciones
previas relacionando algunos valores especiales de derivadas logaritmicas que seran utiles mas
adelante.

4) Comprueba las igualdades

_ o= Y0247 04wy PB/4twg)
0(7,q) 0(1/2+7,q) 0(1/4+w,q) 0(3/4 + w,q)

Ahora vamos con los tres resultados que conforman los objetivos principales de esta hoja.
En la préxima, veremos algunas de sus consecuencias, especialmente aritméticas.

El primero, es una sorprendente factorizacién de 6(z,q) como producto infinito, conocida
como formula del triple producto de Jacobi:

o0

(1) 0(z,q) = H (1= @) (1 + g2 1e¥™2) (1 + ¢ Te2m2).

n=1

El segundo resultado esté relacionado con la teoria de formas modulares (ciertas funciones
holomorfas en el semiplano superior con muchas simetrias). Permite cambiar el parametro ¢
de cierta manera:

(2) 0(,q) = (—ir) "2/ 9(2/7,q.)  con q.=e 7,

Nota que (1) > 0 implica |g«| < 1 y no hay problemas de definicién. Por otro lado, R(—it) > 0
y para calcular (—2‘7)*1/ 2 se supone la determinacién del dngulo habitual, de forma que el
resultado también esté en el semiplano derecho. En la siguiente hoja ({2|) servird para probar
una importante simetria de la funcién ¢

El dltimo resultado es una expresion alternativa para el valor en z = 0 de la funcién theta
de Jacobi:

n

2 _ = q
(3) e(o,q)_1+4;1+q2n.

En la proxima hoja veremos su relacién con las sumas de cuadrados. El segundo miembro es
un ejemplo de serie de Lambert, un tipo de series que tuvieron su apogeo en teoria de nimeros
en el primer cuarto del siglo XX.

Para el primer resultado seguiremos una prueba elemental salvo que, como en lo anterior,
dejaremos fuera cierto punto acerca de la convergencia. La prueba habitual cldsica es mas dificil
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y elegante. La puedes leer en [2], si tienes curiosidad. Una prueba en cierto modo todavia més
elemental porque no necesita nada de convergencia esté en [I], pero utiliza algo de combinatoria
que no te serd familiar.

5) Sea pp,(w) el m-ésimo producto parcial en renombrando w = e?™?. Esto es,
m
H 1 _ q 1 + q2n—1w) (1 _|_ q2n—1w—1).

Comprueba que (1 + q2m+1w)pm(w) = (qw + q2m)pm (QQw)-

6) Claramente al operar p,,(w) los coeficientes de w™ y de w™" son iguales. Llamémos-

los A (n). Es decir, escribamos pp,(w) = Apn(0) + >0ty Ap(n) (w™ + w™™). Muestra que
Am(m) = me | (1 — q2”) y, usando el ejercicio anterior,

g1 (1 _ q2(m—n+1))

Am(n) = 1 Am(n —1) para 1<n<m.

7) De lo anterior, obtén por induccién

n—1 m
Am(n) = q"2 H (1 — q2(m_k)) . H (1 — q2(m+k)) para 0<n<m
k=0 k=n+1

donde, como es habitual, se conviene que un producto vacio es igual a 1.

Tomando limites se sigue

W%gnoopm +Z€ (w" +w™") con {(n)= lim A\,(n).

m—o0

Este es el punto que requeriria alguna justificacién porque estamos intercambiando el limite
y la suma. Daremos por supuesto que no hay ningtin problema. Si quieres completarlo, la
justificacién detallada esta en [0, §8.3].

8) Explica por qué 4(n) = q”2 y concluye ().
Veamos ahora la consecuencia respecto a los ceros.

9) Si z es de la forma w + m + n7 con m,n € Z, prueba que anula exactamente a uno de
los factores en el producto y lo hace con multiplicidad uno. Reciprocamente, todo z que
anula un factor, es de esa forma.

Uno podria dudar licitamente si con el producto infinito se pueden crear ceros nuevos que no
anulen a los factores. Tal situacién es imposible (ya aplicamos algo de esto en la hoja anterior)



RM23hoja2 4

gracias a un teorema de convergencia de funciones enteras, llamado teorema de Hurwitz. Si
quieres, puedes consultar su enunciado en [3].

Hay otras dos consecuencias de que merece la pena resaltar por su propio interés y
porque seran relevantes para .

10) Tomando derivadas logaritmicas en (), deduce como corolario

0'(1/4 + w,q) 2n

9(1/4—|—w,q) —F(l—i)+47rnz:1

T
— 1+q4n’

que serd 1til para obtener (3)). Lee en [2] (tras el Teorema 2) y escribe con tus palabras o
deduce por tu cuenta la prueba de la relacién

(4) 0'(w, q) = ®i0(0,9)0(1/2,¢)0(7/2,q).

Si decides hacer la prueba sin consultar nada, nota que obtener 0'(w,q) =27 [[2 (1 — ¢
no es dificil, porque en el producto infinito hay un factor que se anula en w y es el Unico que
hay que derivar.

2n)3

El segundo resultado principal es una consecuencia de la llamada férmula de sumacion de
Poisson [4], [3, §2.7] que quizé no te hayan contado en el grado, por ello solo utilizaremos los
rudimentos de las series de Fourier que me dijiste que si habias visto.

Para z € C y t > 0 fijados considera la funcién F' : R — C definida como

F(J)): Z 627ri(n+a:)z—7r(n+ac)2t.

n=—oo

Te recomiendo que te expliques a ti mismo por qué es 1-peridédica y trates de justificar, aunque
sea intuitivamente, que es C°.

Segun la teoria, F' es igual a su desarrollo de Fourier, que convergera a toda velocidad
debido a la regularidad:

> 1
F(.r): Z an627rmx con an:/o F(l‘)e_%rmxdx'

n=—oo

11) Prueba las igualdades

o0 27 2t 1 o0 27 \/z 2
ap = / e wz(z—n)xe—ﬁx dr — / e mi(z—n)z/ e~ T dr
Vit )

—00

—_

00 2 00
a, teﬂ(z—n)Q/t :/ e—ﬂ'(:c—i(z—n)/\/i) dx :/ 6—7'(502 dr =

—00
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Sustituyendo estos coeficientes en el desarrollo de Fourier y tomando z = 0, concluye para
T =14t cont>0.

12) Apelando al principio de unicidad [7], explica por qué se deduce para (1) > 0
general a partir del caso imaginario puro del ejercicio anterior.

La prueba de es méas complicada, requiriendo y técnicas de variable compleja. Es un
poco méas cémodo deducir con g reemplazado por ¢® y asf lo haremos aqui. Por supuesto, no
se pierde generalidad porque los cuadrados de los niimeros complejos de médulo menor que 1
vuelven a dar todos los niimeros complejos de médulo menor que 1.

13) Sean f y g dos funciones enteras con todos su ceros simples. Explica por qué la funcién
F= (log 5)/, sea cual sea la rama del logaritmo, es meromorfa con polos, todos ellos simples,
en los ceros no comunes de f y g, siendo el residuo 1 si son ceros de f y —1 si lo son de g.

14) Sea F' la funcién del ejercicio anterior con f(z) = 6(z,q) y g(z) = 0(z + 1/2,q).
Apelando a resultados anteriores, justifica

B 20'(1/4 + w, q) 2n

o
) q
F0)=0 F(1/4 = ——> 4 2mi =2 8 .
(0) y (1/4+w) 0(1/4+wq) +2mi =27 + w;1+q4n

Consideremos ahora la funcién meromorfa

024 1,¢%) 02z-1/2-7,¢°)

O =) e - 1)

A pesar de su complicado aspecto, nota que lo que precede a la ultima fraccién no depende
de z, es una constante para normalizar.

15) Prueba que tanto F' como G son invariantes por los cambios z +— z+ 1y 2z +— 2z + 7,
que ambas tienen los mismos polos situados en z = 7/2 + m/2 + nr, donde m,n € Z, con
residuos (—1)™~!. Indicacién: Una vez que has probado la invariancia y que has localizado los
polos, basta con que estudies el residuo de z = w y en z = 7/2. Su célculo no deberia llevar
practicamente ninguna cuenta. Si no entiendes por qué, pideme ayuda.

16) Segun lo anterior, F'(z) —G(z) es una funcién entera (los polos se cancelan). Comprueba
que G(0) = 0 y deduce del teorema de Liouville que F(z) = G(z). Finalmente, tomando
z=1/4+ w deduce (3)), con ¢* en lugar de g, de y de la férmula para F(1/4 4+ w).

Nota que en al cambiar ¢ por ¢ también se modifican 7/2 y w, convirtiéndose respec-
tivamente en 7y 1/2 4 7.

Un pequeiio comentario histérico es que el teorema que realmente enuncié Liouville estd
mas cerca del ejercicio anterior que de lo que se ensena bajo este nombre en los cursos actuales
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de variable compleja. Lo que él afirmé es que las funciones enteras con dos periodos tenian que
ser constantes.

Tarea a entregar. Debes escribir un documento que combine los ejercicios anteriores de la
manera que consideres conveniente para probar , y . Soy consciente de que la hoja
ha quedado larga. Intenta no superar mucho las 7 paginas con el formato de esta hoja o de
la plantilla a costa de no incluir detalles de calculos rutinarios. El resultado conformara un
segundo capitulo de tu TFG llamado La funcién theta de Jacobi o la variante que se te ocurra.
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