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Esta hoja y las sucesivas las iré poniendo en http://matematicas.uam.es/~fernando.ch
amizo/supervision/TFG/tfg.html donde también hay una lista de la propuesta inicial de los
contenidos. La fuente TEX, en los ficheros RM23hoja*. tex, te serd muy tutil como plantilla
y para poder copiar férmulas y referencias. Mas o menos imita el formato indicado en la guia
docente. De todas formas, seguramente es mas adecuado, para ahorrar tiempo, que las entregas
de cada hoja las incluyas en la plantilla oficial del TFG que puedes descargar en Moodle.

El tema de esta hoja es la definicién y algunas propiedades de las funciones ¢ y I'. La
primera de estas funciones viene dada por una serie y la segunda por un producto que se
transforma en una serie al tomar la derivada logaritmica. Antes de nada, vamos a introducir
una constante que aparecerd varias veces en tu trabajo y que es posible que conozcas de algin
curso del grado.

1) Prueba que la serie > >, (% — log ”T‘H> converge. Una posible manera de proceder es

utilizar el criterio de comparacién escribiendo el paréntesis como fo (% — ﬁ) dx y acotando

la integral. Deduce de la convergencia que

1 1 1
lim (145 45+t~ log(N + 1)
g (B g gty T lsV A

existe y es finito. A su valor se le llama constante de Euler-Mascheroni y se suele denotar
con . Numéricamente es v = 0,57721 ..., por lo demads es una constante misteriosa de la que
no se sabe si admite una expresién sencilla.

La funcion ¢ de Riemann constituye una de las funciones més famosas en teoria de ntimeros
y viene dada por una serie:
() =3
n=1
Su interés proviene de que estd intimamente ligada a la distribucién de los niimeros primos.
Aunque no entraremos en ello, no me resisto a escribir el llamado producto de Euler:

((.;):H(1+1+];S+§8+...>=H1_25
p p

donde p recorre los primos. Te dejo libertad para que pongas o no unas palabras sobre esto en
tu trabajo. Te recomiendo que al menos lo menciones.

Comenzamos estudiando cuando tiene sentido la definicién anterior de (.

2) Muestra que la serie que define ( converge para todo nimero complejo s con R(s) > 1
y diverge si s es real menor que 1. Apelando al teorema de Morera (o como prefieras) explica
por qué la serie define una funcién holomorfa en R(s) > 1.
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En realidad, se puede probar aplicando un teorema general para cierto tipo de series com-
plejas [4, Cor. 1.2] que la serie diverge para todos los nimeros complejos £(s) < 1, no solo
los reales. Todo esto sugiere que la serie solo nos permite definir ¢ como “infinito” mas alld
de R(s) > 1. Sin embargo, resulta que hay una definicién alternativa que permite ampliar su
dominio (lo cual, dicho sea de paso, es de capital importancia para estudiar la distribucién de
los primos).

3) Demuestra para R(s) > 1 las igualdades
Y ekl s 1 /OO:L‘—LxJ—l/Q
C(s)—s/1 :USde_s—l 58 1 s dz

donde |x| significa la parte entera.

4) Explica por qué la tltima integral converge para R(s) > 0. Deduce que ¢ se puede
extender a una funcién meromorfa definida al menos en R(s) > 0 donde tiene un tnico polo
en s = 1 que es simple y con residuo igual a 1.

Si se te da muy bien el andlisis quiza sepas demostrar que la integral permite llevar a cabo
la extensién también a R(s) > —1 (no hace falta que lo hagas).

Al tener un polo simple en 1, se cumple que ((s) — 1/(s — 1) permanece acotado cuando
s — 1. Vamos a apurar un poco mas:

lim (¢(s) — —— ) =~

s—1

5) Demuestra que

justificando las siguientes igualdades:

1im<<(s)— ! ):3—11'111 Ya-lel-1/2

s—1 s—1 2 NoooJ; x2
1 N1
- (1 N-S"Z4- 7>:_
2 Nohmo 08 ;n+2+2N "

Para terminar con la funcién ¢, una curiosidad que puedes reflejar o no en tu trabajo. Fijate
que si uno sabe lo que he dicho antes de que la integral impropia en realidad converge para
R(s) > —1, tomando s = 0 se obtiene ((0) = —1/2, lo cual suena increible si solo se tiene en
mente la serie que define ((s), es como decir 1 +14+1+--- = —%. Antes de ser “descubierto”,
Ramanujan pensaba que una de sus grandes aportaciones matematicas era una teoria de series
divergentes (en realidad no tenfa gran interés) y escribié cosas como 1 +2+3+--- = —1—12 que
se pueden interpretar como ((—1) = —% extendiendo més todavia la definicién de ¢. Es un
resultado clésico de Riemann que ((s) — 1/(s — 1) se extiende a una funcién entera [3].
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Ahora introduciremos la funcién I', o més bien 1/T", como un producto infinito:

= 1 <(1+;)ez/n)

n=1

donde z € C. Hay un resultado de variable compleja que afirma que si {f,(2)}72, es una
sucesién de funciones enteras tales que Y o | | f(2) — 1| converge, entonces []0° ; fn(z) define
una funcién entera que se anula justamente en los puntos en los que alguna de las f, se
anula. Para no dispersarnos, lo daremos por supuesto (se prueba con herramientas de Variable
Compleja IT). Su aplicacién al producto anterior muestra que 1/T'(z) es una funcién entera cuyo
conjunto de ceros es Z~ U {0}. ;Te resulta creible que esto se deduzca del resultado indicado?

6) Explica por qué I'(z) es una funcién meromorfa con polos en Z~ U {0} y todos son
simples.

Ahora vamos a ver una férmula alternativa con un limite que histéricamente fue la definicién
de la funcién I' que dio Gauss [5].

7) Usando la definicién de v como limite y truncando el producto hasta N, muestra que

1 _ i z2(z4+1)...(z+ N)
I(z) NS  NI(N + 1)

Con esto ya estamos preparados para dar una representacion integral sencilla para I'.
8) Integrando por partes N veces, prueba que si $(z) > 0
N t

lim (1 . —)Ntz_l dt = lim NN
N—oco Jg N  Noooz(z+1)...(z+ N)

=TI'(z).

La idea ahora es que (1 —t/N)V — e~! si N — oo, pero hay que tener cuidado porque t
varia al integrar y puede ser tan grande como N.

9) Demuestra que la férmula
o0
I'(2) :/ e 't lat para R(z) >0
0
se sigue si

N t\N 1 > 1
lfm <e_t - (1 . 7) )tz— d=0 y  lm [ e ldt=o.
N—oco 0 N N—oo N
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La desigualdad

2 _
Oge_m_(1_£>n§$€
n

t
para >0 y ncZ"

n
es conocida. Si quieres, mas adelante te daré una referencia para que la pongas en tu trabajo.

10) Usando la desigualdad y lo que necesites, completa la prueba de la representacién
integral I'(z) = fooo e 't*71dt en R(z) > 0. La mayorfa de los autores modernos toman esto
como definicién de I' y después la extienden a C — Z<g.

Terminamos con dos propiedades fundamentales. La segunda es bastante mas profunda.
11) Deduce a partir de la representacién integral de I'(z) que
M(z+1)=2T(z) para z € C—Z<o.

Nota que una pequena sutileza es que la integral solo es valida en R(z) > 0 con lo que hay que
apelar a un resultado bésico extra de variable compleja. jSabrias con esta relacién funcional
calcular el residuo de I'(z) en z = —27

Usando I'(1) = 1 se sigue I'(n) = (n — 1)! para n € Z*. En este sentido, ' generaliza el
factorial a valores no enteros.

12) Revisa en [I, Lema 4.4] el argumento que da lugar a la férmula
o0
I'(s) / 2V Y1+ 2) fde =T(s — w)T(w)
0

y tomando s = 1 y aplicando el teorema de los residuos para evaluar integrales, deduce la
formula de reflexion
T

Il —wl(w) = para w € C—Z.

sen(mw)
;Sabrias calcular I'(3/2) usando las dos propiedades?

Si no tienes mucha practica con el cdlculo de estas integrales mediante el teorema de los
residuos, mira [2] o tu libro favorito de variable compleja o pideme ayuda. Anticipo que lo
natural aqui es considerar un dominio de tipo “cerradura” donde el ojo de la cerradura rodea

al origen y de él parten dos ramas que pasan ligeramente por encima y por debajo del eje real
positivo. La determinacion natural del angulo es de 0 a 2.

Un comentario final, solo para tu curiosidad, es que si en la férmula de reflexion empleas
['(1—2) = —zI'(—=2) y la definicién original de 1/T" como producto infinito, se obtiene la curiosa

férmula
- 1-5).
sen(mz) 772711_[1 ( 3
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Si no la has visto nunca, seguro que te sorprendera. Procediendo a la inversa, si uno conoce
de antemano esta férmula producto para el seno, se puede deducir la formula de reflexion sin
calcular ninguna integral.

Tarea a entregar. Debes escribir un documento que combine lo que has aprendido con los
ejercicios anteriores. La extension es libre siempre que no superes las 6 o, a lo més, 7 paginas
con el formato de esta hoja o de la plantilla. El resultado debe dar lugar a un primer capitulo
de tu TFG llamado Las funciones zeta y Gamma o la variante que se te ocurra.
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