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Dados a € Z 'y q € Z™" coprimos, se definen las sumas de Gauss (cuadriticas) como

G(a;q) = Ze(f).

n=1

Cuando se afiade un término lineal, se obtienen las sumas de Gauss generalizadas:

4q 2
b
G(a,b;q):Ze(an;n) con a,bcZ y q€Z.

n=1

A pesar de que la condicién de que a y ¢ son coprimos es menos natural en las sumas de Gauss
generalizadas, la seguiremos manteniendo porque aparece de manera natural en su aplicaciéon
al efecto Talbot cuantico. Esta condicion se aplica en toda la hoja.

En principio G(a, b; q¢) admite una evaluacién que esencialmente proviene de la de G(a, q)
y esta ultima de la de G(1,¢). Sin embargo, no hay una férmula sencilla para tal evaluacién
de G(a,b;q) pues requiere distinguir varios casos [7], [3, App.A]. La férmula para G(a,q) es
mucho més simple ([7], [2, §11.3]), pero requiere consideraciones aritméticas sobre residuos
cuadraticos. Tales consideraciones no aparecen en la evaluacién de G(1,q).

El plan en esta hoja es evaluar primero |G(a, b; q)!, que es muchisimo mas sencillo que
evaluar G(a, b;q), y después proceder con G(1;¢q) que constituird el grueso de los ejercicios.

1) Justifica las igualdades

oot = 3 oML 5 (k) 3 (),

m,n=1 q n=1 m=1

Indicacién: Para la segunda, considera el cambio n — n + m moédulo q.

2) Demuestra que
Va si 21q,
|G(a7 b; Q)‘ =N 14(=1)b*e/2 .
T\/a si2|q
y concluye que G(a,b; q) se anula si y solo si 2b + ¢ + 2 es miiltiplo de 4.

La evaluacién de G(1;q) es mucho mas profunda. Aqui la deduciremos de la sorprendente
identidad de Landsberg y Schaar

. 2p
1 < (pn2) 147 1 ( qn2>
—E el— ) = —E el — — para p,q € Z™.
Vil N g 2 V= 4p

Nota que para p y ¢ coprimos, el primer miembro es G(p;q)/,/q. A pesar de que esta sea
una identidad finita no se conocen pruebas simples. En [5] hay una con métodos elementales
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(sin derivadas e integrales), pero es muy larga. Aqui veremos una que requiere Célculo I y un
minimo de andlisis de Fourier (Ecuaciones en derivadas parciales o Variable real).

3) Suponiendo esta identidad, deduce la siguiente evaluaciéon de G(1;q):

(14+1i)/q sig=0 (mdbd 4),

q sig=1 (mdd 4),

Gt =4 V? o ( , )
0 sig=2 (mdd 4),

i/q sig=3 (mdd 4)

[Solo si sabes teoria de Galois] Como a y ¢ son coprimos, ¢ — (% induce un automorfis-
mo o en Q(¢)/Q donde { = e(1/q). Se cumple G(a;q) = J(g(l; Q)) y o actda en subcuerpos
cuadréticos como la identidad o por conjugacién (los tnicos automorfismos alli), por tanto, la
evaluacién anterior también es valida para G(a; q) salvo signos. Esto es, resulta en los diferentes
casos (£1 % 1)\/q, £1/q, £/q, 0 y £i,/q. Son estos signos los que dependen de propiedades
aritméticas de a que no analizaremos aqui.

Para deducir la identidad de Landsberg y Schaar partiremos de la siguiente identidad mucho
mas conocida y sencilla:

1
(1) Z e ™t = i Z e para te€RT.

nezZ ne”

Aunque habitualmente se establece asi, por continuacién analitica (el principio de unicidad,
preguntame si no sabes de qué hablo), en realidad es vélida para todo ¢t complejo con R(t) > 0
con la rama habitual de la raiz.

No sé si has visto en algtn curso de ecuaciones o andlisis. Casi seguro que si. Dejo a tu
eleccién hacer el siguiente ejercicio, basado en series de Fourier, o sustituirlo por una referencia
(por ejemplo a [4, Ex.10.10]).

4) [Opcional] Sea F(z) =3, .z e~ (m+0)*t Como es 1-periédica y regular, admite un desa-
rrollo de Fourier F(z) = ) -, ane(nx) con coeficientes a,, = f1/2 F

iy (z)e(—nx) dx. Demuestra
que se tiene a, = [

oo

e e ™" e(—nz) dz y deduce calculando F(0) y empleando la integral

e e ™ ¢(—ya)dz = =™, Si no te suena, mira [4, Ex. 10.9] o [6].

5) Cambiando ¢ por t —2ip/q en (1)) prueba que para p,q € Z*,t >0y t' = t/(t> +4p*/¢?)
se cumple

14 2M. > 2 > 2y ,
1+2M1 = # con Ml :Ze(}ﬁ>€*7rn2t’ M2:Z€<_pn )efant‘
t —2ip/q = q — qt
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6) Demuestra la identidad de Landsberg y Schaar suponiendo los limites

1 & pn? 1 & qn?
5 i Vit = LY e(2) i Vir = L3 e( - 22,
2) ti%a vt ! 2q Z € q Y tir(% Vi 2 2q ngl c 4p

n=1

En [I] estos limites se mencionan sin practicamente ninguna explicacién. A mi juicio no son
nada obvios y les dedico los tres tltimos ejercicios. Si me estoy perdiendo algo y encuentras
algin atajo, dimelo.

7) Prueb2a que para t > 0 J cualquier sucesién (compleja) acotada {b,}5°; se cumple
S oo bpeT ™ = 27t floo ze N o bnda y deduce que si by, es g-periddica (by, = bpq)
y b1 + b2 +--- 4+ by = 0 entonces el mddulo de la serie estd acotado por maxi<m<q ‘ Z?:l bn‘.
Indicacién: Calcula la integral por separado en cada intervalo [n,n+ 1), n € Z™.

8) Utilizando el ejercicio anterior, deduce que si {a,}32, es acotada y g¢-periédica, la
. . —an2 _an? _
diferencia Y °° | ae™™ 1t — §3°%° 7™ con S = ¢~ 1Y ?_, a, permanece acotada cuando
t — 0%. Demuestra con esto y

y obtén el primer limite de .

9) Por el teorema del valor medio, | f(t) — f(0)| < 2t méx,cjo |f'(x)| para f:[0,t] — C
derivable. Aplicdndolo a f(t) = e( —pn?/(qt? + 4p?/ q)), deduce

> qn’? 2
‘MQ— 6(_7)67ﬂ'nt
2

donde C' es una expresién (que no hace falta hallar) independiente de ¢. El dltimo sumatorio es
V1t veces una suma de Riemann de I 22e~™ dz (;lo ves? Considera ¢’ = 1/N2) y por tanto
tiende a cero cuando t — 0F. Deduce el segundo limite de aplicando el ejercicio anterior al
primer sumatorio.

oo
< CZ(nt’)ze*”"Qt/ para 0<t<1
n=1

Tarea a entregar. Escribe un documento que combine las soluciones de los ejercicios an-
teriores. La extension es libre, pero intenta sintetizar sobre todo no deteniéndote en calculos
rutinarios. El documento resultante conformard el tercer capitulo de tu TFG con el titulo
Sumas de Gauss, o la variacién que prefieras.
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