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Esta hoja esta dedicada a obtener férmulas exactas en términos de divisores para el niimero
de representaciones como suma de 2, 4 y 8 cuadrados. Utilizaremos la férmula de valencia
para Iy, ligeramente mds simple que la de SLy(Z), que afirma que una forma modular f no
idénticamente nula de peso k con respecto al grupo I'y sin sistema de multiplicadores (w, = 1)
satisface

k

(1) %ni(f)+noo(f)+n1(f)+ S na(f) = e

La prueba es casi idéntica a la relativa a SLa(Z), pero las definiciones de noo(f) v de ni(f),
el orden de anulacién en las cispides, es un poco extrana a primera vista. Concretamente, se
definen como los enteros no negativos que cumplen que

L s@e(-=Dy oy k@ e(—am() con o = G 01)
existen y son no nulos. Te cuento un poco la motivacién para que veas que estas definiciones
generalizan la de noo (f) para SLa(Z). Las formas modulares con respecto a I'g son 2-periddicas
en vez de 1-periédicas (porque T2 € Ty y T & I'p), asi que tendran un desarrollo de Fourier del
tipo > -7 jane(nz/2) y el menor n con a, # 0 es justamente lo que pide de una forma indirecta
la definicién anterior. En el caso de la cuspide 1, se utiliza 1 € SLa(Z) como en la hoja anterior
para llevarla a oo y resulta que j;lk(z) f(mz) es una funcién 1-periédica. Admitird, por tanto,
un desarrollo Y > jane(nz) y, de nuevo, la definicién anterior da el menor n con a, # 0.

Es importante notar que se pide que f sea forma modular pues (1)) no se aplica a funciones
débilmente modulares. Es decir, se debe satisfacer la condicién de crecimiento que en el caso
de Ty es |f(2)[S(2)™™ — 0 (ctspide co) y |j7_1k(z)f(z)]%(z)_a — 0 (cuspide 1) para algin
a > 0 cuando $(z) — +00. Sin estas condiciones, noo(f) v n1(f) no estan bien definidos en
general. La féormula tampoco es vélida si hay sistemas de multiplicadores no triviales.

1) Con lo que aprendiste en la hoja anterior, halla noo(f) y n1(f) para f = Gz ,. Deduce
de la férmula de valencia (jves claro que cumple las hipétesis?) que Gy 4(z) # 0 para z € H.

2) Demuestra que 6%(2)/Gy.4(2) es forma modular de peso cero con respecto al grupo Iy y
deduce que es una constante. Indicacién: Si f(z) es una forma modular de peso cero, f(z)— f(7)

también lo es y implica f(z) = f(7).

3) Comparando los valores de 6%(ico) y de Gg4(ioco), deduce la sorprendente relacién
0%(2) = 487 4Gy 4(2) y al igualar los coeficientes de Fourier, obtén la férmula

rg(n) = 1603 Z d=3 4 1603 Z (—1)Mdq=3 para n € Z".
djn, 2d djn, 2|d

Aqui y en toda la hoja, como es habitual e hicimos en la hoja anterior, solo consideramos los
divisores positivos.
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A pesar de que el siguiente ejercicio solo requiere argumentos elementales, te puede costar
dependiendo de tus habilidades con la teoria de niimeros.

4) Simplifica la férmula anterior para obtener
rg(n) =16 (—1)"+d?.
dln
Si quieres, como ejemplo, halla rg(1111) que seria imposible de calcular a mano.

La relacién 68(z) = 487 %Gy 4(2) implica la no anulacién de 6(z) en H a partir de la
de G 4(z). Teniendo esto en cuenta, procedamos de una manera parecida para deducir una
férmula para el caso de cuatro cuadrados.

5) Explica siguiendo las mismas lineas que antes que Gy o(2)/0%(2) es una forma modular
de peso cero con respecto al grupo I'g y acotada. Con el auxilio de los valores en el infinito,
obtén la identidad 0%(z) = 472Gy 2(2).

6) Comparando los coeficientes de Fourier, muestra como antes

ra(n) = 8n Z d~' —8n Z (1) g1 para n > 0.
dln, 2td dln, 2|d

De nuevo, el siguiente ejercicio de naturaleza “elemental” te puede costar. Si la indicacién
te despista, olvidala. Un corolario es el famoso teorema de Lagrange que afirma que todo entero
positivo es suma de cuatro cuadrados (hay pruebas [3l, §7.3] sin usar r4).

ra(n) =8 Z d.

dln, #4d

7) Simplifica la férmula a

Indicacién: En >y, 44d se puede sustituir n por 2n anadiendo la condicién 2 | 2n/d. Tras el

cambio d — 2d se obtiene 2 Z/2|d d=Y"(1+4(-1)%)d donde la prima indica que la suma est4
restringida a d | n con n/d par.

Si ahora queremos hacer un razonamiento similar para encontrar una férmula para la suma
de dos cuadrados, nos encontramos con un problema, 62 es de peso 1 y no se ajusta al peso de
ninguna Gp o. Olviddndonos de que k € ZT, corresponderfa a k = 1/2 que produce una serie
divergente. Siguiendo en parte [2] vamos a construir un suplente de esta serie de Eisenstein que
nos falta. La idea subyacente es que, aunque no exista Gy j, al sustituir formalmente k£ = 1/2
en el desarrollo de Fourier de Gy o5, hallado en la hoja anterior, se obtiene algo con sentido.

La funcién suplente admite una expresién sorprendentemente sencilla:

G(z) = Zsec(nﬂ'z).

nez
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8) Demuestra que

G(z):1+4iﬂ—l+4z S (—1)%e(nz/2).

n=1 n=12d+1|n

En particular, G(ico) = 1.

La prueba de que G(z) satisface una relacién modular es similar a la empleada para 6
en la hoja anterior (y se puede abreviar igualmente conociendo la férmula de sumacién de
Poisson). Consideramos z = it con ¢ > 0 y definimos F(z) = >, ., sech(wt(n + x)), donde
sech = 1/ cosh, que es 1-periddica. Sus coeficientes de Fourier son:

1/2 *° cos(2mnx)
an /1/2 (x)e(—nz) dx /OO cosh(rtz) dx =t~ “sech(mn/t)

donde la tltima igualdad viene de la integral [ sech(rz)cos(2méx) dx = sech(m€) que es
bastante conocida. Si quieres ver una prueba, esta por ejemplo en [I].

9) Repasando lo hecho en la hoja anterior, evalia F'(0) de dos formas distintas para obtener
G(—1/z) = —izG(z).

10) Calculando F(1/2), obtén de la misma forma G(vi12) = —iz Y., o5 sec (7(n + 1/2)z)
de donde e(—z/4)G(712)/z = —4i para J(z) = +o00.

11) Siguiendo las lineas de lo hecho en ejercicios anteriores para ry y rg, demuestra la
identidad 62(z) = G(z) y deduce la férmula

n)=4 > (-

2d+1|n

12) [Opcional] Escribe todas las representaciones de 90 como suma de dos cuadrados,
cuéntalas y comprueba que el resultado es coherente con la férmula anterior.

El cabo suelto que nos queda es mostrar . Como te he dicho, la prueba es practicamente
igual que la del caso SLy(Z). La novedad es que hay que evitar las cispides equivalentes 1 y —1,
“mordiendo” un poco el dominio fundamental. A cambio no hay problemas en (—1 % iv/2)/2.
Esto es, se aplica el principio del argumento en

Dy ="DyN {%(z) < 671} N {|Z+ 1—1ie/2| > 6/2} N {|z —1—ie/2] > 6/2}

salvo evitar posibles ceros en la frontera. Nota que lo he escrito de forma que la imagen por 1
de 3(z) > €1 dé el tltimo término y el pentiltimo sea la imagen por T~ !v;, ahora verds por
qué.
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Para integrar en la frontera recta superior se emplea el desarrollo en el infinito f(z) =

Z;O:noo( ) an€(nz/2) y en el arco de circulo cerca de 1 el argumento es similar tras un cambio

Z 71_12 que pasa la integral en el arco de circulo a una integral en un segmento de (z) = e L.

Concretamente en el segmento une % +ie~! con ie~! y al considerar también la ctispide —1 se
completa con el que une este iltimo punto con —% + e~ 1. Recuerda que, como te he dicho al
principio, jv_lk(z) f(mz) es 1-periddica y entonces tiene un desarrollo Z;O:nl( P ape(nz), gracias
a ello podemos hacer la integral como antes. El hecho de que sea 1-periédica viene de que,
empleando 171"y, L€ Ty, se tiene la cadena de igualdades:

i (T2 f(nT2) = 355 (T2) Fn Ty ' nz) = 35,5 (T2)55 2 (n2) f(n2) = 335 (2) f(n2).

13) Escribe algo breve acerca de la prueba de , sin dar detalles, mencionando que es
similar al caso de SLy(Z). Solo explica con un poco més de cuidado lo que ocurre en las nuevas
cuspides —1 y 1.

Tarea a entregar. Escribir un documento que combine las soluciones de los ejercicios ante-
riores. De nuevo, trata no superar las 7 paginas con el formato de esta hoja o de la plantilla.
Intenta no repetir los mismos detalles una y otra vez. Piensa que la evaluacién de ro, 14 y 73
que hemos visto aqui se rige por un mismo esquema general y tu documento deberia trans-
mitir esa estructura unificada. No es conveniente que especifiques todos los célculos, sobre
todo si son rutinarios. El documento debe dar lugar a un cuarto capitulo de tu TFG llamado
Representaciones como suma de 2, 4 y 8 cuadrados o la variante que se te ocurra.
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