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El propésito de esta hoja es introducir las formas modulares, ver los ejemplos mas bésicos
y terminar con el calculo de la dimensién del espacio vectorial que conforman las formas
modulares. Todo o casi todo te resultard nuevo. Mas de una vez tendras que apelar a tus
conocimientos de Variable Compleja I, que me dijiste que se te habia dado bien. También
tendrds que saber alguna cosita muy basica de series de Fourier.

Se dice que una funcién holomorfa f : H — C es una forma modular de peso k > 0, con
respecto al grupo SLo(Z), si satisface

(1) f(yz) = 5(2)f(z)  paratodo v € SLy(Z)

y ademds limy_, ooy~ “|f(z + iy)| = 0 para algin a > 0, es decir, crece menos que algin
polinomio en las verticales. Dicho sea de paso, cuando no se pide una condicién de crecimiento
[2, §1.3] o se relaja a crecimiento exponencial [7, §1.1], se habla de funciones modulares. Otra
terminologia al uso es llamar formas débilmente modulares a las funciones holomorfas en H
que satisfacen , sin exigir nada acerca de su crecimiento.

La definicién es muy rara. Por si tienes curiosidad, te intento explicar brevemente de dénde
surgio . Lo pongo en letra menor para que no sientas que es algo necesario.

En el siglo XIX se empezaron a estudiar funciones de variable compleja, llamadas elipticas, que tenian dos
periodos w1 y w2 (apuntando en direcciones distintas). No solo eran una especie de generalizacién de las funciones
trigonométricas sino que tenfan curiosas aplicaciones aritméticas. Tal estudio llevé a considerar funciones del
reticulo generado por los periodos, que es el conjunto de traslaciones que dejan invariante a la funcién eliptica,
L(wr,w2) = {n1w1 4+ naws : ni,ne € Z}. Como L(w1,w2) = L(w2,w1) siempre se puede suponer w/we € H.
Ademds, L(w1,w2) es lo mismo que L(awi + bwa, cwr + dw2) si ad —be = 1 con a, b, ¢, d € Z. Por ello, surgieron
funciones g de dos variables complejas que cumplian:

(2) g(w1,w2) = glawr + bwa, cwr + dws) con (CCL Z) € SLy(Z).

En la teorfa de funciones elipticas, tales g eran homogéneas, esto es, g(Az1, Az2) = A™¥g(21, 22). En particular,
tomando A = z; ' se tiene z5g(21, 20) = f(21/22) para cierta f. La igualdad implica que f verifica con
z = wi/wz. Una funcién de wy/wy llamada mddulo en los primeros trabajos de integrales elipticas tenfa esta
propiedad y de ahi vino el nombre de forma modular.

1) Con lo aprendido en la hoja anterior, muestra que k es un entero par (no negativo) y
que equivale a
fe+D)=f(z) v  f(=1/2)=2f(2).
Para lo de la paridad, recuerda lo de la accién similar de v y —v.

De esta forma, comprobar que cierta f es modular, aparte de la condicién de crecimiento y
la holomorfia, se traduce en comprobar la 1-periodicidad y cierta simetria. Con ello ya estamos
preparados para los ejemplos mas basicos de formas modulares, que son las series de Eisenstein
definidas como (algunos autores e.g. [7, (10)] introducen un factor 1/2)

Gr(z) = Z Z (mz +n)~" con k > 2 par.

(m,n)eZ2—{0}
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El problema para extender la definicién a kK = 2 es que no hay convergencia absoluta y el
resultado depende del orden de sumacion.

2) Demuestra que G}, es una forma modular de peso k.

Las formas modulares son 1-peridédicas y admiten un desarrollo de Fourier convergente
f(z) =300 ane(nz) donde aqui y en lo sucesivo, e(t) abrevia e*™*. Cuando n es negativo
e(n(az +z'y)) crece exponencialmente en y, por tanto suena razonable que se pueda deducir (no

veremos los detalles) que la condicién de crecimiento implica

(3) f(z) = Z ane(nz).
n=0

Reciprocamente, si uno tiene un desarrollo de Fourier convergente de la forma , entonces
limy 4o [ f(x + iy)| = |ag| y se cumple automaticamente la condicién de crecimiento para
cualquier @ > 0. De hecho, si ag = 0, podriamos tomar o = 0 porque la forma modular se
anula en el infinito. En este caso, se dice que la forma modular es cuspidal o parabdlica. A
menudo en la teoria de formas modulares se trabaja directamente con desarrollos del tipo
y entonces la condiciéon de crecimiento y la holomorfia estdn garantizadas.

El objetivo de los tres ejercicios siguientes es probar que el desarrollo de Fourier de las
series de Eisenstein es:

2mi)k

(4) Gr(z) =2¢(k) + 2(;_)1)! ; or—1(n)e(nz)

donde ((s) =Y 02 n*y os(n) = >_djn @°; esto es, da la suma de potencias de los divisores.
Por ejemplo, para p primo o4(p) = 1 4 p°. Como ¢(k) > 0, G, no es cuspidal.

3) Dado r € R — Z, verifica que el n-ésimo coeficiente de Fourier de la funcién definida
como me(—rz) en el intervalo [—1/2,1/2] es (—1)"(r + n)~ ! sen(7r).

4) Aplica la identidad de Parseval al desarrollo de Fourier anterior y después utiliza la
extension analitica a r € C — Z para justificar las igualdades:

o0

Z LI s = - dre(2) = —4n? ine(nz) para z € H
(z4+n)? senh?(miz) (1- e(z))2 ot .

n=—0oo

5) Derivando sucesivas veces y sustituyendo z por mz después de derivar, deduce

i i ! = (i) igk 1(n)e(nz) para k > 2 par
(mz+n)k (b —1)1 &=

m=1n=—o0

y de aqui el desarrollo de Fourier .
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Ahora vamos a ver un ejemplo muy importante y mas complicado. Es la llamada funcion
discriminante que se define como

A(z) =e(z) H (1- e(nz))24.
n=1

Algunos autores [2, (2.69)] multiplican esta definicién por una constante. Con un poco de pa-
ciencia operando los productos parciales se deducen los primeros términos de la serie de Fourier
e(z)—24e(22)+252¢e(3z)+. .. cuyos coeficientes no admiten una férmula sencilla. Ramanujan
conjeturé algunas propiedades [6] que tuvieron gran repercusién en las matemadticas posterio-
res. El caso es que como el producto infinito converge, tendremos una serie de Fourier . Esta
o la propia definicién aseguran la condicién de crecimiento y la holomorfia. Por lo visto hasta
ahora, para demostrar que A es una forma cuspidal de peso 12 basta probar

(5) A(=1/z) = 212 A(z) para z € H.

Si no ves clara esta afirmacion, piénsala hasta que sepas explicartela a ti misma.
Para demostrar vamos a utilizar un argumento de Siegel [4] basado en el teorema de
los residuos.

6) Explica que por el principio de unicidad [5] se puede suponer z = it con t € R* y que,
en ese caso, equivale a la identidad

o0
1 24 24
o —1 E
(6) 1210gt—2ﬂ'(t—t )+ 1n<62ﬂ.nt_1 - 6271-774/1571)
n=

Con este fin, te puede resultar atil — ) > log(l —a™) = > """ | >, ”":Lm =>, n(lfcllxn)
que se sigue por Taylor.
7) Sea la funcién
h(z) = 3 e(z)+1 e(z:z/t) —1—1‘
z e(z)—1 e(iz/t)—1
Comprueba que es impar. Sea P el (borde del) paralelogramo de vértices 1, it, —1 y —it.
Explica por qué el teorema de los residuos implica para N € ZT

N
/(N+1)7> h(z) dz = 2miRes(h, 0) + 4mi Z (Res(h, n) + Res(h, itn))

n=1

y calcula el valor de los residuos para obtener que el segundo miembro coincide con el de @
cambiando oo por N.

Dependiendo de tus habilidades con la Variable Compleja I, el cdlculo de Res(h, 0) te puede
llevar un rato. Si ves que te cuesta, da por hecho que 27i Res(h,0) = 27 (t — til). Aqui y en
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el resto de los residuos basta que pongas en tu trabajo que se deducen con un célculo y que
escribas solo el resultado final de cada uno si te ves corta de espacio.

8) Dado z = x + iy € P que no sea un vértice (esto es, que cumpla xy # 0), muestra que
(N + $)h((N + 3)z) — 32 1 sgn(zy) cuando N — oo, donde sgn indica el signo. Utiliza esto
para probar

it —1 —it 1
lim h(Z)dz:/ MZ—/ 3dz+/ 3dz—/ 0 1210gt.
N—oo (N—&-%)'P 1 z it z -1 z —it

Combinandolo con los ejercicios anteriores, deduce finalmente (5) y que, por tanto, A es una
forma modular de peso 12.

Esta claro que las formas modulares de un peso fijado k£ forman un espacio vectorial so-
bre C, porque se conserva mediante sumas y multiplicaciones por ntimeros. Un resultado
fundamental de la teoria es que su dimension es finita. Por tanto, las formas modulares son muy
rigidas, hay pocas posibilidades esencialmente distintas y eso fuerza identidades sorprendentes.
Tales identidades son cruciales para estudiar el niimero de representaciones de un entero como
suma de cuadrados, que es el tema de tu trabajo.

Si llamamos M}, al espacio vectorial de formas modulares de peso k y Si al de las formas
cuspidales del mismo peso (;ves claro que también forman un espacio vectorial?), el resultado
fundamental es:

|k/12) sik=2 méd 12,
|k/12] +1 sik#2 méd 12

0 si k< 12,

dim M, =
dimMy —1 sik>12.

y dimSk = {

Aqui, como es habitual, |x] significa la parte entera de x.
Esta férmulas para la dimensién dependen en gran medida de una consecuencia del principio

del argumento, llamada a veces formula de valencia, que afirma
1 k
2

3+ grassall) + el + 3 i) = 45

donde ns(f) indica el menor n en (3)) con a, # 0, n, es el orden de anulacién de f en z (cero
si f(z) # 0y m si z es un cero de orden m) y el sumatorio es sobre un conjunto maximal
de elementos de H que no estan relacionados por SLy(Z) ni tampoco estan en SLg(Z)i ni
en SLy (Z)H'#Z\/g Recordando el dominio fundamental habitual para el grupo SLa(Z), esto es,
D={z€H: |z| >1, |R(z)] <1/2}, la suma se puede hacer sobre

1+14v/3
D — 0D N{R(z) <0} — {4, +21\[} donde 9D indica la frontera.
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Seguramente te preguntes qué tienen de particular i, (1 + z\@) /2 e co. Aunque esto no se
vea muy bien en las pruebas, lo crucial es que son los “tnicos” puntos del dominio fundamental
D que quedan invariantes por algin elemento de SLo(Z). Asi z — —1/z fija i, z — —1/(z — 1)
fija (1 +iv3)/2y 2z +— 2z + 1 fija co. En realidad (—1 + i1/3)/2 también tiene esta propiedad,
pero es un “duplicado” de (1 4 iv/3)/2 en el sentido de que se transforma en él al aplicar T
Hay férmulas més generales para otros grupos [, §7.4] en las que aparecen los puntos con esta
propiedad de invariancia por algtin elemento.

La demostracién de las férmulas para la dim My y dim Si te voy a pedir que la leas y la
escribas con tus palabras. Incluso si al final no reflejas el siguiente ejercicio en tu trabajo, te
recomiendo que lo hagas.

9) Lee en [7, §1.3] la prueba de la cota superior para dim My, esto es, hasta el Corolario 1
incluido.

Para ilustrar lo que te he dicho de las formas modulares y las identidades sorprendentes,
aqui va un ejemplo clésico:

10) Las funciones G%(z) y Gg(z) son ambas formas modulares de peso 8. Sabiendo que
C(4) = 71/90 y ¢(8) = 8/9450 muestra que 3G5 — 7Gs € Ss. Segiin lo que has lefdo o por la
férmula de la dimensién, dim Ss = 0, por tanto Gg(z) = 2G%(z), lo cual es bastante increfble.
Opcional: Usando y comparando coeficientes n-ésimos, deduce la también increible férmula

n—1
o7(n) = o3(n) + 120 Z oz(m)oz(n —m).
m=1

11) Lee la prueba de las férmulas para la dimensién y escribela con tus palabras. Para
ello puedes seguir varios caminos. Una opcién es continuar con [7, §2.1] para transformar la
cota superior en una igualdad. Otra opcién, que quiza te resulte més sencilla porque contiene
muchas explicaciones, es leer todo por [3, §1.6]. El objetivo es llegar al Corolario 1.6.8, pero
ten en cuenta que la prueba de la férmula de valencia se pospone a §1.6.2. La tercera opcién
que te sugiero es mirarlo por [2, §1.6], ahi estd escrito mds breve y las explicaciones son todavia
buenas.

Me has dicho que no sabias series de Fourier, termino poniendo en letra pequena todo lo
que debes conocer para esta hoja y un poco de informacién mas.

Durante muchos anos entre los siglos XVIII y XIX hubo cierto debate entre los matematicos que se puede
glosar como el problema de si toda funcién 1-periédica se puede escribir como una superposicién de ondas puras
del tipo sen(27wnz) y cos(2mnz). Si uno suponia esto, podia resolver algunas ecuaciones en derivadas parciales
relevantes en la fisica matematica. La respuesta es afirmativa sustituyendo “toda funcién” por “funcién con
suficiente regularidad”, que es lo que tenfan en mente en la época. Por ejemplo, si f : R — C es 1-periddica
y Cl, existen a, tales que

o0
(7) flx) = Z ane(n) para todo z € R.

n=—oo
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Utilizar e(nz) = cos(2mnx) 4 isen(2rnx) en lugar de sen(27nx) y cos(2mnz) es solo una cuestién estética, para
que queden las férmulas mas bonitas. La convergencia se vuelve muy rapida si f es muy regular. Multiplicando
por e(—ma) e integrando en I = [—1/2,1/2], como [, e((n — m)z) dx = 0 para n # m, se deduce la férmula

an :/If(:c)e(—nx)da:.

Incluso si f es muy mala, todavia se puede dar sentido a @ Por ejemplo, si f solo estd en L?(I) (y es 1-periédica)
entonces (]’__7[) sigue siendo cierta con los a,, dados por la férmula salvo que hay que cambiar la convergencia para
todo « € R por la convergencia en L?(I). En realidad, en 1966 se logré probar que la convergencia puntual
también se cumplia en casi todo punto (este es un teorema dificilisimo). En cualquier caso, siempre que [ I |f |2
tenga sentido (como integral de Lebesgue), se verifica la identidad de Parseval

[1st= 3 faur

n=-—oo

que es lo que se obtendria al calcular [ ; f(z)f(x) dx sustituyendo cada f formalmente por @, operando e
integrando término a término.

Una pequetia cosa de terminologia: Solo las funciones periddicas tienen desarrollos de Fourier. Si nos hablan
del desarrollo de una funcién definida en I, debemos entender que la funcién que realmente estamos manejando
es su extension 1-peridédica. Esto puede causar cierto conflicto en los extremos, pero es irrelevante cuando se
considera la funcién como elemento de LZ.

Tarea a entregar. Debes escribir un documento que combine las soluciones de los ejercicios
anteriores. La extension es libre, pero intenta no superar las 7 paginas con el formato de esta
hoja o de la plantilla. Soy consciente de que hay bastante material. No hace falta que reflejes
los calculos completos, sobre todo cuando sean rutinarios. Si ves que te pasas, intenta hacer
una seleccién. El documento debe dar lugar a un segundo capitulo de tu TFG llamado Formas
modulares: definicion, ejemplos y dimensién o la variante que se te ocurra.
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