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Esta hoja y las sucesivas las iré poniendo en http://matematicas.uam.es/~fernando.ch
amizo/supervision/TFG/tfg.html donde también hay una lista de la propuesta inicial de los
contenidos. La fuente ITEX, en los ficheros ML23hoja*. tex, te serd muy tutil como plantilla
y para poder copiar férmulas y referencias. Mas o menos imita el formato indicado en la guia
docente. De todas formas, seguramente es mas adecuado, para ahorrar tiempo, que las entregas
de cada hoja las incluyas en la plantilla oficial del TFG que puedes descargar en Moodle.

Los protagonistas de esta hoja son
SLa(Z) = {v € M2(Z) : det(y) =1} y H={zeC: 3z) >0},

donde M3(Z) indica las matrices enteras 2 x 2. También se definen SLy(R) y SLo(Z/N7Z) de

manera analoga permitiendo que los elementos de las matrices sean niimeros reales o enteros

moédulo N. Esté claro que SLg(Z) is un subgrupo de SLy(R) y por tanto hereda sus propiedades.
Se define la siguiente accién de de SLy(R) sobre H:

az+b

v(z) = ot d para cada = <ch Z) € SLy(R).

El denominador de (z) aparece continuamente en la teoria de formas modulares y recibe el
nombre especial j(z). Es decir, j,(2) = cz+d. En términos geométricos su médulo mide cémo
se deforman las alturas, segun el primer ejercicio. Un significado geométrico méas preciso se
indica en [3, §2.1].

1) Size Hy v € SLa(R), muestra que

3(2)

T )P

y concluye que la accién anterior esta bien definida sobre H. Es decir, que pasa elementos de H
a elementos de H.

Si consideramos el conjunto formado por las semicircunferencias en H con centro en el eje
real y las semirrectas verticales (que son como semicircunferencias de radio infinito), es decir,

S(v(2))

g:{x—l-iyEH : (x—x0)2+y2:R2, o € R, R€R+}U{x0+iy€H : moéR},

resulta que cada v € SLy(R) aplica G en G. Esto debiera ser conocido de Variable Compleja I.
Aunque no es dificil de probar, si no lo has visto, dalo por supuesto. Una vez sabido, es muy
facil hallar imagenes de elementos de G estudiando la imagen de sus extremos ya que cada
elemento de G estd determinado por sus dos extremos (uno de ellos 0o en el caso de de las
semirrectas).
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2) Calcula la imagen de la semicircunferencia unidad centrada en el origen por las trans-
formaciones z — (32 +5)/(z +2) y por z — (22 +1)/(z + 1).

Un problema més complicado es la invariancia de la medida du(z) = y~2 dzdy por SLa(R),
donde z e y son la parte real e imaginaria de z. Si no se te ocurre cémo resolver el siguiente
ejercicio, pideme alguna pista. No es necesario meterse en cédlculos complicados.

3) Prueba que du(z) = y~2 dzdy es invariante por SLa(R). Por si te ayuda verlo de forma
més explicita, esto significa que si x; + iy; = y(x2 + iy2) con v € SLo(R) entonces para cada

region compacta R C H,
/ dridy; / dxy dyo
¥(R) y% R y% .

Lo crucial es que pienses en el jacobiano.

Existe una métrica en H, llamada métrica de Poincaré, que induce la medida du y tal que
los elementos de SLo(R) dan todas sus isometrias directas, en particular esto implica que la
medida es invariante. Por otro lado, con la métrica de Poincaré es facil ver que la semirrecta
s = {iy : y > 0} es una geodésica. De G = SLy(R)s se sigue que todos los elementos de G
son geodésicas y como para cada par de puntos en H hay un elemento de G que los conecta,
de hecho, G es el conjunto de todas las geodésicas. Si no sabes la suficiente geometria para
entender este parrafo, olvidalo. Si tienes curiosidad acerca del aspecto de la métrica, mira [5].

Ahora nos centraremos en SLy(Z) y algunos subgrupos. Antes de ello, una observacion
sobre la notacién por si lees algo que te haga dudar. Algunos autores llaman directamente
grupo modular a SLy(Z) y otros al grupo de transformaciones y(z) con v € SLa(Z). No son
isomorfos porque 7 y —v actian de la misma forma sobre H. Por ello, otros mas rigoristas
llaman grupo modular a PSLy(Z) = SL2(Z)/{£I}, que permite identificar matrices salvo
signos con transformaciones.

Un resultado importante y relativamente sencillo es que SLa(Z) estd generado por

11 0 —1
(o) v o)

que representan una traslacién unidad y una inversién actuando sobre H.

4) Notando que

a b\ [(—c —d nfa b\ f(a+cn b+dn
S(C d>_(a b) Y T<c d>_< c d)’
demuestra que para cualquier v € SLa(Z) con 11721 # 0, el valor de min (]711\, | 721 ]) se puede
reducir premultiplicando por T™S o por T™, eligiendo un n € Z adecuado.
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5) Si 411721 = 0, prueba que v € (T, S).
6) Deduce de los ejercicios anteriores SLy(Z) = (T, S).

Dos generalizaciones de SLy(Z) son

To(N) = { (‘i Z) €SLy(Z) : c=0 (méd N)}

F(N)z{(i Z) €SLy(Z) :a=d=1,b=c=0 (médN)}

con N € Z*. Claramente I'(N) C I'g(N) C SLy(Z) con igualdad para N = 1 (en ese sentido
son generalizaciones) e inclusiones estrictas para N > 1. De hecho, ambos son subgrupos de
indice finito de SLa(Z).

7) Comprueba que I'o(N) y I'(IV) son realmente subgrupos de SLg(Z). Comprueba también
que si N > 1 entonces I'g(N) no es normal y I'(IV) si lo es. Lo primero se puede hacer con un
ejemplo de 7 1Tg(IN)y # To(N) y una prueba sencilla de lo segundo es pensar en el nicleo de
la proyeccién SLa(Z) — SLa(Z/NZ) consistente en tomar médulo N.

Un concepto importante asociado a SLo(Z) y sus subgrupos de indice finito es el de dominio
fundamental. En este caso, te voy a dejar que consultes la bibliografia, por ejemplo, [Il, §4.3],
12, §2.3], [3, §1.5], |4} §1.5], [6, §1.2]. Si eliges la tdltima opcién (por cierto, una de las mejores
referencias que conozco de formas modulares), también estd en la red en la web del autor.

8) Escribe, unos parrafos explicando qué es un dominio fundamental y conteniendo la
prueba de que D = {z € H : |z| > 1, |R(2)| < 1/2} es dominio fundamental para SLy(Z).

9) Demuestra que [SLa(Z) : T'g(2)] = 3 probando la descomposicién en unién (disjunta)
de cogrupos
SLQ(Z) = F0(2) U F0(2)S U Fo(Q)ST

y explica por qué DU SD U STD es dominio fundamental de T'y(2).
Un subgrupo de SLg(Z) importante para tu trabajo es

Iy = { (i Z) € SLy(Z) : cona—i—dyb—i—cpares},

llamado a veces 6-grupo por razones que apareceran mas tarde.

10) Demuestra que

F(,:{(CC‘ 2) €SLy(Z) :a=d=1-b=1—c (médZ)}
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y deduce que I'y es realmente un subgrupo.

11) Prueba que I'y(2) y I'y son subgrupos conjugados. Concretamente,

_ 0 -1
I'p =5 'To(2)70 con = <1 1 ) .

12) Utiliza el ejercicio anterior para hallar un dominio fundamental de T'y.

Tarea a entregar. Debes escribir un documento que combine las soluciones de los ejercicios
anteriores. La extension es libre siempre que no superes las 6 o, a lo més, 7 paginas con el
formato de esta hoja o de la plantilla. Trata de sintetizar omitiendo los cdlculos o detalles que
no aporten mucho. El resultado debe dar lugar a un primer capitulo de tu TFG llamado EI
grupo modular y algunos de sus subgrupos o la variante que se te ocurra.
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