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La identidad de Parseval o teorema de Parseval es una féormula béasica del andlisis de Fourier
que tiene interés en ingenieria. Aqui veremos diferentes ejemplos y aplicaciones matemaéticas.
Esta hoja serd mas breve que las anteriores para compensar el exceso de extensién acumulado.

Recuerda que una funcién f : R — C que sea 1-periddica y que tenga regularidad suficiente
coincide con su serie de Fourier, esto es,
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f(l’) = Z an, 827rmx con a, = f(t) e—27rznt dt.
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Por si te es mas familiar el desarrollo de Fourier con senos y cosenos, la costumbre de utilizar
exponenciales complejas es solo un artificio para escribir menos, pues e'® = cos a + isen a. Lo
que afirma el teorema de Parseval es que
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Por un argumento de densidad, esta férmula, de hecho, se cumple siempre que la integral
11

tenga sentido, esto es, para f € L2([—§, 5]), incluso si no se tiene la igualdad de f y su serie
de Fourier en todo punto. Fuera de estos casos patoldgicos, la demostracién es simple: basta
integrar término a término en |f|> = ff. En toda esta hoja, con la excepcién de un solo
ejemplo, supondremos sin repetirlo cada vez que las funciones que desarrollamos por Fourier
son al menos Lipschitz con lo que la convergencia no es un problema, pues para ellas la serie de
Fourier converge uniformemente a la funcién [4], [2]. Quiza te convenga indicarlo al comienzo
de tu documento.

Vamos a empezar revisitando la evaluacién de ¢(4). Con lo que viste en la Hoja 2 ya sabes
cémo resolver esta cuestion mediante la férmula de Euler-Maclaurin. Comparativamente, la

identidad de Parseval da una solucién més rapida, aunque menos general.

1) Sea f(z) = 122 — 1 en [—1,1] y repetida de manera 1-periédica en el resto. Calcula

sus coeficientes de Fourier y demuestra ¢(4) = 7#/90 utilizando el teorema de Parseval.

También se puede utilizar para obtener algunas sumas finitas de matematica discreta o
combinatoria.

2) Considerando f(z) = (1 + e*™®)? con n € ZT demuestra la identidad

2 2 2
n n n 4t n\" _ 2n
0 1 n n)
Explica por qué [ I cos?(rx) = 272" (27?) para cualquier intervalo I de longitud 1. Si se te

ocurre la idea adecuada, no tendras que hacer ningin célculo.
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Pasamos ahora una identidad clasica que tiene alguna relevancia en la teoria de las wave-
lets, por si te suena el nombre. Aqui la utilizaremos para dar una nueva solucién del problema
de Basilea, aunque hay maneras més rapidas de proceder. Este es el inico caso en que desa-
rrollaremos una funcién de L? no continua.

3) Dado r € R — Z sea f(z) = me 2™ en [—3, 3] y su extensién de periodo uno en el

resto. Muestra que el teorema de Parseval aplicado a f conduce a

sen2 wr
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Deduce que ((2) = 3 lim,o (7% cosec?(rz) — 272) y calcula el limite para evaluar ¢(2). In-

dicacién: Es parte del problema que halles el limite de manera rapida. Por ejemplo, te puede
ayudar expresarlo como suma por diferencia.

Por continuacién analitica (principio de unicidad) la identidad es también valida para
r € C — Z. Usaremos este hecho para probar la siguiente férmula de sumacién que es parte de
un proceso empleado en teoria de nimeros llamado sumacion de Lipschitz.

Proposicion 1. Sea f de periodo 1, entonces

inan _ 1 f(x)de
£ comn T a2 (@i

donde i = \/—1 y a,, son los coeficientes de Fourier de f.

Antes de dar la prueba, veamos un ejemplo (que también se podria tratar con el teorema
de los residuos de una forma més complicada).

4) Calcula [, Se(n;_(izgrf) dx utilizando el teorema anterior. Indicacién: Es muy féacil hallar la

serie de Fourier de sen®(27z) con las férmulas del d4ngulo triple [5].

5) Tomando r =i+ x en con z € R justifica las identidades

1 d 1 o neZm’nz
Z (rtitm2 2ﬁi7(ﬁ> = —4n’ Z T2
(x+1i+n) dx \1 — e—2me2miz e2mn
neZ n=1
Conjuga, multiplica por f(x) e integra en [—%, %] para obtener el teorema.

La tdltima aplicacion es un famoso resultado que tiene interesantes consecuencias.

Teorema 2 (Desigualdad de Wirtinger). Dado un intervalo cerrado I C R, sea F(I) el con-
junto de funciones continuas C' a trozos R — C que se anulan en los extremos de I y no son
idénticamente nulas en I. Se cumple
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El nombre proviene de que normalmente se presenta escribiendo que el cociente de las
integrales es menor o igual que el segundo miembro y quitando denominadores [I].

6) Sea J = [0,1] v G el conjunto de funciones impares de F([—3,3]). Demuestra las
igualdades
12\ p12
f1|f‘2 2 fJ‘f|2 2 f—1/2|f|
5 = 41" sup 5 = 4l SUp .
feF() f[ '] feF()) fJ |f'] feg S i
7) Explica por qué para las funciones 1-periédicas impares o pares de promedio cero se
cumple fiﬁz |f12=230°, |an|?. Con esta informacién deduce que el tltimo cociente del ejer-

cicio anterior es menor o igual que (27)~2. Considerando ademés el ejemplo f(x) = sen(27x),
termina la demostracién del teorema.

A. Hurwitz encontré en 1901 una bella aplicacion de la desigualdad de Wirtinger para
probar la desigualdad isoperimétrica. Por si no conoces esta desigualdad, lo que afirma es que
si una curva cerrada plana simple (digamos C! a trozos) de longitud L encierra un &rea A,
entonces

L? > 47 A.

Hay generalizaciones a todas las dimensiones y la igualdad se alcanza para las esferas [3].

8) Explica brevemente con palabras (no hace falta que escribas apenas férmulas) por qué
puedes suponer que la curva tiene una parametrizacién o(t) = (x(t),y(t)) por longitud de
arco con y(0) = 0 de modo que y sea una funcién L-periédica impar. Indicacién: Con giros y
traslaciones se puede conseguir que el eje z corte por la mitad el drea. Con una simetria por
dicho eje de la mitad con menos longitud tenemos una curva con A igual y L menor o igual.
La curva simetrizada da lugar a y impar. Quizé te ayude este dibujo (que puedes copiar de la
fuente si cargas el paquete tikZ y modificar como desees):

Long. mayor

A/2

8]

A2

Long. menor

Curva original Curva simetrizada
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9) Aplicando el teorema de Green al campo vectorial F(z,y) = (y,0) deduce que el drea
es A=—[" LﬁQ y(t)x'(t) dt y justifica las igualdades

L)2 L)2
_drA = L/ o’ (8) 12 dt + 47r/ y(1)2 (1) dt
~L/2 ~L/2

1/2

1/2
_ / (La'(Lt) + 2y (L)) dt + / ((Ly'(L1))? — (2my(Lt))?) dt.

—1/2 —-1/2

Aplica lo que has aprendido a la funcién f(t) = y(Lt) € G y concluye que ambas integrales son
no negativas, lo que termina la prueba de la desigualdad isoperimétrica.

Tarea a entregar. Combina las soluciones de los ejercicios anteriores en un documento
intentando ajustarte a seis paginas. Para no excederte, la recomendacion es no detallar los
cédlculos rutinarios. Escribe solo aquellos que pienses que no son mecénicos para un lector con
lapiz y papel. El resultado constituird el cuarto capitulo de tu TFG llamado La identidad de
Parseval o la variante que prefieras.
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