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Después de haber visto los principios de la mecdnica cudntica, vamos a empezar con el pro-
tagonista de la computacion cudntica que es el qubit. Aunque todavia habra algunas referencias
fisicas para motivar, los conceptos primordiales seran puramente matemadticos, concretamente
pertenecientes al dlgebra lineal, con una notacién algo singular.

La base fisica de la computacién cudntica es que hay algunas magnitudes que no solo
estan cuantizadas, sino que toman un nimero finito de valores. El ejemplo paradigmético es el
espz’nﬂ Resulta que un electrén, al igual que otras particulas subatémicas, se comporta como
un pequeno iman y es posible hacer mediciones cuanticas para detectar si tal iman apunta
hacia arriba, estado que indicamos con |1), o si apunta hacia abajo, estado representado por
|1). En general, el estado de espin (para ser preciso, el de espin 1/2, que es el del electrén) es
de la forma

) =a|1) +b|) a,beC.

Desde el punto de vista clasico podriamos entender que los imanes pueden tener direcciones
oblicuas y que, de alguna forma, a y b tienen informacién acerca de la inclinacién hacia arriba
y hacia abajo. Sin embargo, desde el punto de vista cuantico, suponiendo siempre el estado
normalizado, |a|?+ |b|?> = 1, los nimeros |a|? y |b|? son las probabilidades de que en la medicién
obtengamos |1) o |]). Hay dos grados de libertad correspondientes a a y b, por tanto el espacio
de Hilbert natural del que nos habla el primer postulado es C? con el producto escalar usual. En
matematicas usariamos los vectores de la base canénica en lugar de |1) y |{), y en computacién
cudntica, que es el tema que nos ocupa, se usan |0) y |1). En definitiva,

Un qubit no es otra cosa que un vector unitario en C?, representando asi un estado de espin
en concordancia con el postulado 1. Con la notacién de la computacién cudntica, un qubit es
un estado de la forma

(1) |U) = al0) + b|1) con a,beC tales que |a|®+|b>=1.

Un bit tradicional solo puede tomar dos valores: 0 y 1, mientras que un qubit puede tomar
toda una circunferencia compleja de valores. En principio contiene mucha mas informacion. Sin
embargo, por lo que sabemos del postulado 3, cuando accedemos a un qubit con una medicién
que decida entre |0) y |1), colapsard en uno de estos dos estados con cierta probabilidad. De
algiin modo se transformara en un bit tradicional que no permite recuperar el estado del qubit.
Aparentemente solo podemos acceder a resultados probabilistas y no se ve la utilidad de la
computacion cudntica. Ya veremos cémo escapar de esta paradoja.

1Siguiendo el DRAE uso esta forma castellanizada del término en inglés spin, aunque la verdad es que ni es
muy comun ni me gusta demasiado. T haz lo que prefieras en tu trabajo.
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Comencemos con un ejercicio practicamente trivial para comprobar que estas entendiendo
la notacion.

1) Cuando decidimos entre |0) y |1), los operadores de medicién del postulado 3 son Py
y Pi dados por las proyecciones ortogonales sobre los subespacios generados por [0) y |1),
respectivamente. Escribelos como matrices 2 x 2.

Al multiplicar un qubit aislado por un ndmero complejo de médulo 1, el estado no varia,
por ello se puede suponer a € R>q en . A veces se incluye en el postulado 1 la invariancia
de los estados al multiplicar por nimeros de médulo 1 porque es un hecho general en mecéanica
cuantica que deriva de que hay diferentes formas de normalizar. En la hoja anterior apareci6
indirectamente cuando elegimos la constante real positiva al definir W,,.

2) Demuestra que
6 s 0
(cos psen @, sen psend, cosf) — cos §|0) + €' sen §|1)

con 6 € [0, 7], ¢ € [0,27) establece una biyeccién entre los puntos de S2, la superficie esférica
unidad en R?, y los qubits considerados iguales si difieren en multiplicar por un nimero
complejo de médulo 1.

Cuando S? se utiliza para parametrizar qubits, se dice que es la esfera de Bloch. Su motiva-
cion, viene de la fisica del espin. Hagamos una pequena digresiéon en este sentido para introducir
unas matrices importantes en computacién cudntica. Si en vez de hacer un experimento para
estudiar si el imén del electrén apunta hacia arriba, direccién (0,0, 1), o hacia abajo, direccién
(0,0, —1), se hace para ver si apunta en cierta direccién 7 € R3, con ||7i|| = 1, o su opuesta;
la teoria dice que los dos posibles estados son los autovectores normalizados de la matriz 7i - &
definida como nyo1 + noog + n3og con o las matrices de Pauli:

0 1 0 —i 1 0
n=(o) = (a) v e b))

Es también muy comin llamarlas o, oy y 0,. Para @i = (0,0, 1), se tiene 7i - & = 03 y es obvio
que |0) y |1) son autovectores normalizados con autovalores 1 y —1. Por eso al estudiar el espin
(por ejemplo, en [5]) se escribe a veces |+) y |—) en vez de | 1) y |{).

3) Sea 77 € R? un vector arbitrario. Prueba que los autovalores de i - & son siempre 1y —1
y que los autovectores respectivos son ortogonales. Indicacién: Esto no deberia requerir apenas
ninguna cuenta. Para la segunda parte piensa en algiin teorema de algebra lineal que hable de
la ortogonalidad de los autovectores.

4) Si escribimos 77 = (cos g sen 6, sen g sen 6, cos #), comprueba que el autovector con auto-
valor 1 es, salvo multiplicar por constantes, cos §|0) + e sen §|1).
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5) Calcula los dos qubits asociados a direcciones opuestas del eje X y escribe las matrices
de los operadores de medicién correspondientes.

La posibilidad de hacer diferentes tipos de mediciones es crucial en computacién cudntica.
Nos da control sobre el tipo de estados en que colapsa un qubit tras la medicién.

Dada cualquier base ortonormal de C? las proyecciones sobre cada uno de sus dos vec-
tores (sobre los subespacios que generan) dan lugar a operadores de medicién validos en el
postulado 3 (jves claro que su suma es la identidad?) y dependiendo de la base elegida, un
qubit colapsara con ciertas probabilidades en cada uno de estos vectores. Estas probabilidades
vienen dadas por el médulo al cuadrado del producto escalar porque el producto escalar es la
“longitud” de la proyeccién. En férmulas:

(U|P5|T) = (U|(T]T)F) = |(¥]7)]*.

Por ejemplo, si medimos el qubit %]0) + 1—\;%1|1> usando la base canénica {|0),[1)} colapsard

en |0) con probabilidad % y en |1) con probabilidad %|1 +i]2= %

6) Comprueba que {%\(D + 2[1), —Z|0) + %H)} es una base ortonormal y calcula la
probabilidad de que el qubit del parrafo anterior colapse en el segundo elemento de la base al
emplearla para hacer mediciones.

Aunque trabajar con un solo qubit tiene un recorrido muy limitado, es suficiente para di-
senar un sistema criptografico probabilista virtualmente inexpugnable. Te doy como referencia
principal una que lo explica con polarizacién de fotones. Simplemente cada vez que leas fotén
debes entender qubit y los simbolos con las dobles flechas tienen el siguiente significado:

1 1
= |0), ) =|1), ) = —(|0) — |1}), )= —(]0) +]1)).
13) = 10) [<) =[1) X ﬂ(HH) ) ﬂ(\>|>)
7) Lee el protocolo de distribucion de claves cudnticas en [2, §3.2] y escribe unos pérrafos
explicéndoldﬂ Al principio seguramente te parecerd lioso, insiste hasta que lo entiendas. No te
extiendas mucho, limitate a resefiar las ideas fundamentales.

Se aspira a que los ordenadores cudanticos operen con muchos qubits simultdneamente, cuya
base fisica son sistemas cuanticos de particulas. Segin el postulado 4, el modelo matematico
es el producto tensorial. Mas alld de lo que diga la definicién rigurosa de este concepto [4], se
puede identificar cada elemento del producto tensorial C'™ @ C™ con un elemento de C™" por
medio de la regla:

(1,2, .., V)t @ (w1, wa, . .., wy)" = (Viwr, V1w, . . ., V1 Wy, VoW, VoW2, . . . , VW)’

28i prefieres una fuente donde no haya que traducir de polarizaciones a qubits, mira [3, §12.6.3], aunque para
mi gusto en [2] estd mejor.
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Es decir, se hacen todos los productos y se ordenan con el orden lexicografico en los indices.
Piensa que esto no esta tan lejos de lo hecho en la hoja anterior con el producto de las funciones
de onda: alli multiplicdbamos cada ¥(z) por todos los valores de ¥ y aqui multiplicamos cada
coordenada de ¥ por todas las de w. Lo crucial en ambos casos es que se tenga

—.

(U@ W,d®b) = (¥,d)(w,b).
8) Escribe alguna linea explicando por qué con la definicién anterior se cumple esta relacion.

El producto tensorial no es conmutativo, pero si asociativo y distributivo con respecto a
la suma. En computacién cudntica se suele abreviar |m) ® |n) como |mn). Por ejemplo, el
resultado de operar ((2]0) — 2[1)) ® [1)) ® |0) se escribe como £]010) — £|110).

El espacio de Hilbert correspondiente a dos qubits esE| C%?®C? = C* y una base es la canénica
de C*, que se expresa como productos tensoriales de los elementos de las bases canénicas de
los factores:

w=(eh)=(1): m=@e=(}): m-Ge=(1): m-e-(f)

0 0

El estado de un sistema de dos qubits viene dado por:
(2) ‘\I’> = a00|00) + (I10|10> + a01\01> + CL11|11> con ]a00]2 + ‘alo‘Q + |CL01|2 + |CL11|2 =1.

En general, el estado de un sistema de n qubits, lo que en computacién cuantica se llama
. . n
un registro de n qubits, es un elemento de C2" y se representa como

) = > app)  con Y ayf?

beBy beBn

donde B, es el conjunto de todas las cadenas de longitud n formadas por ceros y unos, lo que
corresponde a todos los niimeros naturales entre 0 y 2" — 1 escritos en binario y completados
con ceros a la izquierda hasta n digitos si es necesario. Con esta identificacién y un ligero abuso
de notacién, lo anterior se escribe como |¥) = 52,261 ap|b).

9) Con esta notacién, prueba que si tenemos un registro de m qubits |¥) = Zg:o_ Laplb) v

otro de n qubits, |®) = gial ap|b), entonces |¥) ® |P) = g:o_l Z%n:f)l apag|2™b + f5).

Se define el producto tensorial T'® S de dos endomorfismos T': V — V y S: W — W
de espacios vectoriales sobre C de la manera obvia: T'® S aplica ¥ ® @ en T'(v) ® S(w) para
cada v € V y @ € W y se extiende por linealidad.

3Un matemaético riguroso con una definicién més formal del producto tensorial, escribirfa 2 en vez de =.
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10) Halla la matriz de 01 ® o2 y calcula la imagen de £|00) — 2£{01) + 2[11) por este
operador.

Después de la base canénica, la base mas importante de C? ® C? en computacién cuantica
es la base {|®g), |®1), |P2),|Ps)} formada por los llamados estados de Bell donde

b
V2
con I la identidad (en C?).

|®o) = —=(100) + [11)) v |®;) = (I®0;)|[®o) paraj=1,2,3

11) Expresa |®1), |®2) y |®3) en términos de la base candnica {]00), [10),|01),[11)}.

Un registro de n qubits se dice que estd entrelazado si no es producto tensorial de n qubits.
Por ejemplo, en el caso n = 2 significa que (2)) no es de la forma (a|0) + b|1)) ® (c|0) + d|1)).
Cualquiera que sea n > 2, casi todos los registros de n qubits estan entrelazados, aunque solo
hay un criterio simple para decidirlo cuando n = 2.

12) Demuestra que estd entrelazado si y solo si aggai1 — a1gapr # 0.

En cierto modo, la manera de resolver la paradoja senialada al principio consiguiendo que
un ordenador cudntico sirva para hacer calculos deterministas, pasa por considerar mediciones
parciales de estados entrelazados.

Digamos que consideramos el |®g) de los estados de Bell y queremos medir solo el primer
qubit. Entonces los operadores de medicién deben ser My = Py® 1y M1 =P, ®1 con Pyy Py
las proyecciones sobre |0) y |1) (en rigor, sobre los subespacios que generan), que ya aparecieron
en un problema anterior. Tras la medicién, el estado colapsara en |00) con probabilidad 1/2
y en [11) con probabilidad 1/2. Esto lleva una situacién curiosa, aunque no hemos medido el
segundo qubit, porque no hemos proyectado sobre el segundo factor del producto tensorial,
con toda certeza sabemos que coincide con el primero. Si ambos qubits estan espacialmente
muy lejos, parece increible que la mediciéon de uno de ellos afecte instantdneamente a que el
otro esté totalmente determinado. Esta es la base de la paradoja de Finstein-Podolsky-Rosen
(mira [2], §3.5] o [Il §2.5] si tienes curiosidad). Cuando uno parte de un estado no entrelazado,
los qubits se pueden medir con independencia, sin que uno afecte al otro. De ahi el nombre.

Para ver que lo has entendido, te propongo un par de ejercicios que involucran la base
ortonormal

{|9a), [T2)} con |W,)=cosal0)+senall) y |¥L)=—sena|0)+cosall)

y las proyecciones ortogonales sobre ellos que denotamos con P, y Py

13) Explica por qué My =P, ® [y M; = PaL ® I son operadores de medicién de acuerdo
con el postulado 3, es decir, ambos son proyecciones ortogonales y su suma es la identidad.
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Demuestra que tras la medicién correspondiente a estos operadores el estado de Bell |®g)
colapsa a |¥,) @ |¥,) 0 a |[¥h) ® |TL) y halla con qué probabilidades.

14) Supongamos ahora que medimos los dos qubits examinando si el primero es |U,) y el
segundo es |¥g), esto es, My = P, ® Pg es uno de los operadores de medicién. Muestra que la
probabilidad de que |®¢) colapse a [¥,) @ [Ug) es & cos?(a — B).

Tarea a entregar. Debes escribir un documento que combine las soluciones de los ejercicios
anteriores. Te recomiendo que cuentes algo acerca del espin para motivar. En [5] y [I] tienes
mas informacion al respecto. La extensién es libre siempre que no superes las 7 paginas con el
formato de esta hoja o de la plantilla. Si ves que te pasas mucho de la extensién reduce lo que
consideres oportuno de la parte de la esfera de Bloch conservando las matrices de Pauli. Antes
de suprimir otras cosas, consultame. En cualquier caso, como te he dicho, no te extiendas con
lo de la distribucién de claves cudnticas. El documento debe dar lugar a un segundo capitulo
de tu TFG llamado Qubits y entrelazamiento o algo parecido.
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