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Riemann, en su famosa y brevisima memoria de 1859 [2], su unico trabajo de teoria de
nimeros, mostré que el error en el teorema de los niimeros primos depende de

o9 =sup{o >0 : ((o +it) = 0 para algin ¢t € R}.

El mismo calculé con algunos decimales unos pocos ceros de ¢ en R(s) > 0, de modo que el
supremo anterior tiene sentido. Alli también surge la funcién Li(x) = f2°° 105% como la natural
para aproximar w(z), asi que cuando hablamos del error en el teorema de los primos, nos
referimos a 7(x) — Li(z). Ya sabes de la hoja anterior que, aunque 7 (x)(logz)/x y 7(x)/Li(z)
tiendan ambos a 1, la primera cantidad lo hace muy lentamente y x/log x resulta una malisima
aproximacién numérica para 7(z).

Un resultado que se considera “trivial” entre los expertos para og es el tema del primer
ejercicio. Es facil con lo que sabes, aunque quiza te cueste un poco sin indicaciones.

1) Demuestra que % <oy < 1.

La famosa hipdtesis de Riemann afirma que o¢ = %, que es lo menor posible. Para que te
hagas una idea de los pocos progresos en esta direccién, tras méas de 150 anos de investigacion
no se a mejorado ni un apice la cota trivial: nadie conoce ningin ¢ < 1 tal o9 < c.

En el siguiente ejercicio y en el comentario que le sigue se recoge la formulaciéon méas habitual
de la hipétesis de Riemann, que no habla de oy.

2) Explica por qué la hipétesis de Riemann es equivalente a que todos los ceros de ((s)
estén en R(s) = 3 excepto aquellos de la forma s = —2n con n € Z*.

A los ceros s = —2n se les llama ceros triviales y a R(s) = % se le llama linea critica. Por
eso la hipétesis de Riemann se enuncia a menudo diciendo que todos los ceros no triviales de (
estan en la linea critica.

El propésito de esta hoja es mostrar que cuanto més lejos estemos de la hipétesis de
Riemann (cuanto mayor sea 0() més cadtica serd la distribucién de los primos en el sentido de
que aparecerdn a la larga oscilaciones mas grandes en la diferencia () —Li(x). Concretamente,

vamos a probar el siguiente resultado:

Teorema 1. Supongamos og # % Si el supremo que define oy es un mdximo, esto es, si existe
to € R tal que ((po) = 0 con py = o + itg, entonces
m(x) — Li(x) - 1 1 m(x) — Li(x)

lim su — — — > liminf
o x00/loge oo ' ol = wee 200/ log

En particular, el limite no existe. Por otro lado, si el supremo no es mdximo, entonces

—Li —Li
lim sup M = — lim inf M =40 para cualquier o < og.
T—00 x? =00 x?
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Este teorema motiva la hipdtesis de Riemann, pues implica que la situacién menos cadtica
solo se puede dar si og = %
Por otro lado, se sabe que bajo la hipdtesis de Riemann el error estd acotado por un
exponente arbitrariamente cercano a 1/2 y no es posible bajar mas. Concretamente, que la

hipétesis de Riemann implica
lm m(x) — Li(x)

z—oo x1/2(log x)? =0

y, sin embargo, el limite superior y el negativo del inferior son co si (logx)? se reemplaza por
(log x)~!. Ambas afirmaciones son largas de probar y se salen de los contenidos de tu trabajo.
Por si quieres mencionar o conocer referencias, lo primero est4 en [I] (en realidad (logz)? se
puede cambiar por cualquier funcién que dividida por log z tienda a 0o) o en [6] con constantes
explicitas. Lo segundo estd en [3, Ch. 6] o el cldsico [4].

La prueba del Teorema [I| emplea un resultado debido a Landau. Aunque es de variable
real y compleja, yo Unicamente lo he visto aplicar en teoria de niimeros. Doy un enunciado
ligeramente distinto del habitual [5], [3], que se ajusta mejor a lo que vamos a hacer. Si hay
problemas de espacio su prueba podria ir a un apéndice o ser sustituida por una referencia.

Teorema 2 (Lema de Landau). Sea f : [2,00) — R localmente integrable tal que f(x)/x sea
positiva y acotada para x mayor que cierto xg. St la trasformada integral

Ly(s) = , is(fz dz

se extiende a una funcion holomorfa en algin abierto que contiene a un intervalo (o,1] con
0 < o < 1, entonces la integral converge en R(s) > o y es holomorfa alli.

El resultado es chocante tras la demostracion del teorema de los nimeros primos de la hoja
anterior en la que hubo que hacer un argumento complicado porque la extension holomorfa no
implicaba la convergencia. La nueva hipétesis clave en el Teorema [2| es la positividad.

Por dar un ejemplo bastante trivial, nota que la siguiente férmula se deduce de lo que sabes

de la primera hoja:
1 s Cr— |z
S [Tl
s—1 s 1 xst

La extensién holomorfa del primer miembro en un abierto que contiene a (0,1] implica la
convergencia de L(s) con f(z) =z — |x] en R(s) > 0 (;ves que el 2 en el limite inferior de la
integral no es relevante?), lo cual es evidente. Por otro lado, esta férmula tan simple dice algo
nada evidente de los ceros reales de ( que merece la pena resenar.

3) Utiliza © — [z] > 0 para demostrar que ((s) no se anula para s € (0,1).

El plan en lo que resta es deducir con detalle la primera parte del Teorema [I] para el limite
superior y dejar que pienses por qué el resto es similar. Suponemos entonces que el supremo es
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un maximo y llamamos pg = g + ity al cero mas a la derecha de la funcién . Como sabemos
que no hay ceros en R(s) = 1, se tiene 1/2 < gy < 1. Dado ¢ > 0 cualquier niimero mayor que
el limite superior de la primera parte del Teorema [1| vamos a aplicar el Lema de Landau a

£00

logz’

f(x) = —m(z) + Li(z) +

Deberia resultarte evidente que f(z)/x es positiva y acotada para x grande.

4) Prueba que para g(z) = —7(z) la funcién Ly(s) + s~ tlog((s) tiene una extensién
holomorfa a R(s) > 1/2. Nota: Aunque log((s) se vuelva malamente singular y multivaluada
en las cercanfas de un cero, estd bien definida en R(s) > 1. Extendemos L,(s) + s~ !log((s)
de esta regién a otra mayor, nunca sustituimos un s con R(s) <1 en log((s).

Ahora vamos a estudiar L, para los otros dos términos que conforman f. Soy consciente
de que las indicaciones son un poco cripticas. Si tienes dudas, pregunta.

5) Prueba que para g(z) = 27/logx con o < 1 la funcién Lg(s) + log(s — o) admite una
extension entera. Indicacién: Considera su derivada.

6) Sean gi(z) = Li(z) y g2(x) = z/logz. Demuestra que sLg, (s) — Lg,(s) tiene una
extension entera. Indicacién: Integra por partes.

7) Deduce de lo anterior y del Teorema [2| que L¢(s) converge en R(s) > oo y que
Lys(s)+s log ((s — 1)¢(s)) + £log(s — o0)

tiene una extensién holomorfa a algin abierto que contiene a R(s) > og. Indicacién: Esto es
sencillo, aunque no inmediato. Como en la hoja anterior, hay algo de topologia general en la
dltima afirmacién.

La forma en que se procede a la conclusion del resultado, es muy curiosa. La clave es que
la funcién que aproxima L¢(s), salvo una funcién holomorfa, tiene una singularidad real y otra
compleja. La segunda no puede dominar a la primera porque los niimeros complejos inducen
alguna cancelacion en la integral.

8) Sea C una constante tal que g(x) = f(z) + C > 0 en [2,00). Explica por qué la
desigualdad Lg(s)/|Lg(s + itg)] > 1 es evidente para s real (con s > og para asegura la
convergencia). Muestra que el limite del primer miembro cuando s — o es £|po|/m con m la
multiplicidad de py y deduce de ello el resultado esperado.

Lo que resta del Teorema [1| son variantes.

9) Escribe unas lineas para tu trabajo explicando por qué el caso del limite inferior en la
primera parte del Teorema [I] es igual cambiando f de signo y sustituyendo ¢ por un nimero
menor que el limite inferior.
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10) Si el supremo no fuera maximo, cambiando en el razonamiento anterior py por un cero
po = ob +itl, con 1/2 < of) < oy, llegarfamos a una contradiccién tras aplicar el Lema de
Landau, pues Ly(s) convergerfa en R(s) > o, y Ly(s) + s~ 'log ((s — 1)¢((s)) + Llog(s — o{))
serfa holomorfa alli, lo cual es incompatible con que ¢ tiene (infinitos) ceros en dicha regién.
La tnica manera de escapar de esta contradiccion es que no podamos escoger ¢, esto es, que el
limite superior sea co.

Lo que falta es la demostracién del Teorema[2] La descompongo en dos ejercicios. El primero
es el que supongo que te constard mas. Como he dicho, no estoy seguro de si es conveniente
incluir la prueba en primera instancia.

Con la notacién empleada alli, definimos

=inf {0 > o : Ly(s) converge para R(s) > d}.

El teorema se sigue si ¢’ > ¢ lleva a una contradiccién. La holomorfia se puede obtener como
consecuencia del teorema de Morera y podemos suponer f > 0 en [2,00) redefiniéndola como
cero en [2,zg] porque esa parte de la integral es una funcién entera y un intervalo finito no
afecta a la convergencia.

11) Demuestra que limy_,o0 f2N :L'*l*‘;f(:r) dx = oo para todo § < ¢’. Indicacién: Decir que
una integral impropia no converge (en sentido Riemann) es lo mismo que decir que [ ]y no
tiende a cero cuando N, M — oo.

12) Sean 04 y o_ con 0 < 0_ < ¢’ < o4 suficientemente cercanos para que o_ pertenezca
a un disco centrado en o en el que L¢(s) tiene extensién holomorfa, llamémosla F. Se cumple

fe'e) L(n) T 1
F(a_>—20f7,f!”+)<a_—o+>”—zo = / e mlfff)

Explica por qué restringiendo la integral a [2, N] se sigue que f2N x7179= f(z) dx estéd unifor-
memente acotada por |F(o_)|, contradiciendo el ejercicio anterior.

Tarea a entregar. FEscribe un documento que combine las soluciones de los ejercicios ante-
riores. La extension depende mucho de hasta qué punto das detalles de las diferentes partes
del primer teorema y de si incluyes la prueba del segundo. No te doy, por tanto, ninguna re-
comendacién. El resultado debe componer un quinto y tltimo capitulo de tu TFG llamado La
hipdtesis de Riemann o la variante que prefieras.
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