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Riemann, en su famosa y brev́ısima memoria de 1859 [2], su único trabajo de teoŕıa de
números, mostró que el error en el teorema de los números primos depende de

σ0 = sup{σ > 0 : ζ(σ + it) = 0 para algún t ∈ R}.

Él mismo calculó con algunos decimales unos pocos ceros de ζ en <(s) > 0, de modo que el
supremo anterior tiene sentido. Alĺı también surge la función Li(x) =

∫∞
2

dt
log t como la natural

para aproximar π(x), aśı que cuando hablamos del error en el teorema de los primos, nos
referimos a π(x)− Li(x). Ya sabes de la hoja anterior que, aunque π(x)(log x)/x y π(x)/Li(x)
tiendan ambos a 1, la primera cantidad lo hace muy lentamente y x/ log x resulta una maĺısima
aproximación numérica para π(x).

Un resultado que se considera “trivial” entre los expertos para σ0 es el tema del primer
ejercicio. Es fácil con lo que sabes, aunque quizá te cueste un poco sin indicaciones.

1) Demuestra que 1
2 ≤ σ0 ≤ 1.

La famosa hipótesis de Riemann afirma que σ0 = 1
2 , que es lo menor posible. Para que te

hagas una idea de los pocos progresos en esta dirección, tras más de 150 años de investigación
no se a mejorado ni un ápice la cota trivial: nadie conoce ningún c < 1 tal σ0 ≤ c.

En el siguiente ejercicio y en el comentario que le sigue se recoge la formulación más habitual
de la hipótesis de Riemann, que no habla de σ0.

2) Explica por qué la hipótesis de Riemann es equivalente a que todos los ceros de ζ(s)
estén en <(s) = 1

2 excepto aquellos de la forma s = −2n con n ∈ Z+.

A los ceros s = −2n se les llama ceros triviales y a <(s) = 1
2 se le llama ĺınea cŕıtica. Por

eso la hipótesis de Riemann se enuncia a menudo diciendo que todos los ceros no triviales de ζ
están en la ĺınea cŕıtica.

El propósito de esta hoja es mostrar que cuanto más lejos estemos de la hipótesis de
Riemann (cuanto mayor sea σ0) más caótica será la distribución de los primos en el sentido de
que aparecerán a la larga oscilaciones más grandes en la diferencia π(x)−Li(x). Concretamente,
vamos a probar el siguiente resultado:

Teorema 1. Supongamos σ0 6= 1
2 . Si el supremo que define σ0 es un máximo, esto es, si existe

t0 ∈ R tal que ζ(ρ0) = 0 con ρ0 = σ0 + it0, entonces

ĺım sup
x→∞

π(x)− Li(x)

xσ0/ log x
≥ 1

|ρ0|
y − 1

|ρ0|
≥ ĺım inf

x→∞

π(x)− Li(x)

xσ0/ log x
.

En particular, el ĺımite no existe. Por otro lado, si el supremo no es máximo, entonces

ĺım sup
x→∞

π(x)− Li(x)

xσ
= − ĺım inf

x→∞

π(x)− Li(x)

xσ
= +∞ para cualquier σ < σ0.
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Este teorema motiva la hipótesis de Riemann, pues implica que la situación menos caótica
solo se puede dar si σ0 = 1

2 .
Por otro lado, se sabe que bajo la hipótesis de Riemann el error está acotado por un

exponente arbitrariamente cercano a 1/2 y no es posible bajar más. Concretamente, que la
hipótesis de Riemann implica

ĺım
x→∞

π(x)− Li(x)

x1/2(log x)2
= 0

y, sin embargo, el ĺımite superior y el negativo del inferior son ∞ si (log x)2 se reemplaza por
(log x)−1. Ambas afirmaciones son largas de probar y se salen de los contenidos de tu trabajo.
Por si quieres mencionar o conocer referencias, lo primero está en [1] (en realidad (log x)2 se
puede cambiar por cualquier función que dividida por log x tienda a∞) o en [6] con constantes
expĺıcitas. Lo segundo está en [3, Ch. 6] o el clásico [4].

La prueba del Teorema 1 emplea un resultado debido a Landau. Aunque es de variable
real y compleja, yo únicamente lo he visto aplicar en teoŕıa de números. Doy un enunciado
ligeramente distinto del habitual [5], [3], que se ajusta mejor a lo que vamos a hacer. Si hay
problemas de espacio su prueba podŕıa ir a un apéndice o ser sustituida por una referencia.

Teorema 2 (Lema de Landau). Sea f : [2,∞) −→ R localmente integrable tal que f(x)/x sea
positiva y acotada para x mayor que cierto x0. Si la trasformada integral

Lf (s) =

∫ ∞
2

f(x)

xs+1
dx

se extiende a una función holomorfa en algún abierto que contiene a un intervalo (σ, 1] con
0 < σ < 1, entonces la integral converge en <(s) > σ y es holomorfa alĺı.

El resultado es chocante tras la demostración del teorema de los números primos de la hoja
anterior en la que hubo que hacer un argumento complicado porque la extensión holomorfa no
implicaba la convergencia. La nueva hipótesis clave en el Teorema 2 es la positividad.

Por dar un ejemplo bastante trivial, nota que la siguiente fórmula se deduce de lo que sabes
de la primera hoja:

1

s− 1
− ζ(s)

s
=

∫ ∞
1

x− bxc
xs+1

dx.

La extensión holomorfa del primer miembro en un abierto que contiene a (0, 1] implica la
convergencia de Lf (s) con f(x) = x− bxc en <(s) > 0 (¿ves que el 2 en el ĺımite inferior de la
integral no es relevante?), lo cual es evidente. Por otro lado, esta fórmula tan simple dice algo
nada evidente de los ceros reales de ζ que merece la pena reseñar.

3) Utiliza x− bxc ≥ 0 para demostrar que ζ(s) no se anula para s ∈ (0, 1).

El plan en lo que resta es deducir con detalle la primera parte del Teorema 1 para el ĺımite
superior y dejar que pienses por qué el resto es similar. Suponemos entonces que el supremo es
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un máximo y llamamos ρ0 = σ0 + it0 al cero más a la derecha de la función ζ. Como sabemos
que no hay ceros en <(s) = 1, se tiene 1/2 < σ0 < 1. Dado ` > 0 cualquier número mayor que
el ĺımite superior de la primera parte del Teorema 1 vamos a aplicar el Lema de Landau a

f(x) = −π(x) + Li(x) +
`xσ0

log x
.

Debeŕıa resultarte evidente que f(x)/x es positiva y acotada para x grande.

4) Prueba que para g(x) = −π(x) la función Lg(s) + s−1 log ζ(s) tiene una extensión
holomorfa a <(s) > 1/2. Nota: Aunque log ζ(s) se vuelva malamente singular y multivaluada
en las cercańıas de un cero, está bien definida en <(s) > 1. Extendemos Lg(s) + s−1 log ζ(s)
de esta región a otra mayor, nunca sustituimos un s con <(s) ≤ 1 en log ζ(s).

Ahora vamos a estudiar Lg para los otros dos términos que conforman f . Soy consciente
de que las indicaciones son un poco cŕıpticas. Si tienes dudas, pregunta.

5) Prueba que para g(x) = xσ/ log x con σ ≤ 1 la función Lg(s) + log(s − σ) admite una
extensión entera. Indicación: Considera su derivada.

6) Sean g1(x) = Li(x) y g2(x) = x/ log x. Demuestra que sLg1(s) − Lg2(s) tiene una
extensión entera. Indicación: Integra por partes.

7) Deduce de lo anterior y del Teorema 2 que Lf (s) converge en <(s) > σ0 y que

Lf (s) + s−1 log
(
(s− 1)ζ(s)

)
+ ` log(s− σ0)

tiene una extensión holomorfa a algún abierto que contiene a <(s) ≥ σ0. Indicación: Esto es
sencillo, aunque no inmediato. Como en la hoja anterior, hay algo de topoloǵıa general en la
última afirmación.

La forma en que se procede a la conclusión del resultado, es muy curiosa. La clave es que
la función que aproxima Lf (s), salvo una función holomorfa, tiene una singularidad real y otra
compleja. La segunda no puede dominar a la primera porque los números complejos inducen
alguna cancelación en la integral.

8) Sea C una constante tal que g(x) = f(x) + C ≥ 0 en [2,∞). Explica por qué la
desigualdad Lg(s)/|Lg(s + it0)| ≥ 1 es evidente para s real (con s > σ0 para asegura la
convergencia). Muestra que el ĺımite del primer miembro cuando s→ σ+0 es `|ρ0|/m con m la
multiplicidad de ρ0 y deduce de ello el resultado esperado.

Lo que resta del Teorema 1 son variantes.

9) Escribe unas ĺıneas para tu trabajo explicando por qué el caso del ĺımite inferior en la
primera parte del Teorema 1 es igual cambiando f de signo y sustituyendo ` por un número
menor que el ĺımite inferior.
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10) Si el supremo no fuera máximo, cambiando en el razonamiento anterior ρ0 por un cero
ρ′0 = σ′0 + it′0 con 1/2 < σ′0 < σ0, llegaŕıamos a una contradicción tras aplicar el Lema de
Landau, pues Lf (s) convergeŕıa en <(s) > σ′0 y Lf (s) + s−1 log

(
(s − 1)ζ(s)

)
+ ` log(s − σ′0)

seŕıa holomorfa alĺı, lo cual es incompatible con que ζ tiene (infinitos) ceros en dicha región.
La única manera de escapar de esta contradicción es que no podamos escoger `, esto es, que el
ĺımite superior sea ∞.

Lo que falta es la demostración del Teorema 2. La descompongo en dos ejercicios. El primero
es el que supongo que te constará más. Como he dicho, no estoy seguro de si es conveniente
incluir la prueba en primera instancia.

Con la notación empleada alĺı, definimos

σ′ = ı́nf
{
δ > σ : Lf (s) converge para <(s) > δ

}
.

El teorema se sigue si σ′ > σ lleva a una contradicción. La holomorf́ıa se puede obtener como
consecuencia del teorema de Morera y podemos suponer f ≥ 0 en [2,∞) redefiniéndola como
cero en [2, x0] porque esa parte de la integral es una función entera y un intervalo finito no
afecta a la convergencia.

11) Demuestra que ĺımN→∞
∫ N
2 x−1−δf(x) dx =∞ para todo δ < σ′. Indicación: Decir que

una integral impropia no converge (en sentido Riemann) es lo mismo que decir que
∫M
N no

tiende a cero cuando N,M →∞.

12) Sean σ+ y σ− con σ < σ− < σ′ < σ+ suficientemente cercanos para que σ− pertenezca
a un disco centrado en σ+ en el que Lf (s) tiene extensión holomorfa, llamémosla F . Se cumple

F (σ−) =

∞∑
n=0

L
(n)
f (σ+)

n!
(σ− − σ+)n =

∞∑
n=0

(σ+ − σ−)n

n!

∫ ∞
2

f(x)(log x)n

x1+σ+
dx.

Explica por qué restringiendo la integral a [2, N ] se sigue que
∫ N
2 x−1−σ−f(x) dx está unifor-

memente acotada por |F (σ−)|, contradiciendo el ejercicio anterior.

Tarea a entregar. Escribe un documento que combine las soluciones de los ejercicios ante-
riores. La extensión depende mucho de hasta qué punto das detalles de las diferentes partes
del primer teorema y de si incluyes la prueba del segundo. No te doy, por tanto, ninguna re-
comendación. El resultado debe componer un quinto y último caṕıtulo de tu TFG llamado La
hipótesis de Riemann o la variante que prefieras.
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