CC24hoja3 1

El mayor interés de la funcién ¢ es aritmético, pues desempena un papel fundamental para
entender la distribucién de los nimeros primos. Aunque tu TFG tenga una orientacién més
bien analitica, es ineludible discutir la conexién con la teoria de nimeros. Dedicaremos esta
hoja a ver la relacién con algunas funciones aritméticas, lo cual nos allanaréd el camino para
probar en la siguiente el resultado méas emblemaético sobre la distribucién de los primos.

La conexién con los nimeros primos viene del llamado producto de Fuler, con el que Euler
obtuvo diversos resultados aritméticos:

C(s) = H (1— p_s)_l donde p recorre los primos.

Esta férmula suena muy razonable cuando se escribe (1—]9_S ) = T+p~S4p 254p354... yse
efectua formalmente el producto infinito de las sumas infinitas. Para Euler no era necesario decir
més e incluso hoy en dia se usa ese argumento para no entrar en complicaciones. Sin embargo,
con el rigor actual, hacer productos infinitos de sumas infinitas es un poco inquietante. Esa es
la motivacién para el siguiente ejercicio.

1) Lee en [3] la pagina 19 y la 20 hasta el final de la demostracién del Teorema 1.9 (te
pasaré una copia de las dos péginas). Con lo que has aprendido, escribe una prueba rigurosa
de que la férmula producto es cierta para f(s) > 1.

En lo que has leido, has aprendido también algo acerca de las funciones multiplicativas. Los
dos ejercicios siguientes no son estrictamente necesarios para nuestros propésitos, pero serviran
para que practiques con la funcién (.

2) Sea d(n) la funcién que da el nimero de divisores de n. Por ejemplo, d(12) = 6 y
d(17) = 2. Prueba que es multiplicativa, pero no completamente multiplicativa. Haz lo mismo
con ¢(n), la funcién de Euler que te definieron en Conjuntos y Nimeros, que cuenta los enteros
en [1,n] que son coprimos con 7.

3) Prueba las identidades

n=1 n=1

Indicacién: Usa [3| (1.14)]. La primera es véalida en R(s) > 1 y la segunda en R(s) > 2, pero no
hace falta que justifiques estas regiones de convergencia 6ptimas.

Si tienes curiosidad, en [I] o en [2| Ch. 1] hay otras muchas identidades que relacionan ¢
con funciones multiplicativas. En teoria analitica de niimeros, una estrategia comun es tratar
de despejar en estas identidades las funciones aritméticas a partir de la funciéon ( empleando
transformadas integrales.
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Una funcién rara que aparece de forma natural en relacién con la funcién ¢ es la llamada
funcion de von Mangoldt:

An) logp sin=pFconkeZt,
n)=
0 en otro caso.

Aqui p representa un primo genérico. Por ejemplo, A(3) = A(32°) = log3 y A(2024) = 0.
Evidentemente, esta funcién no es multiplicativa, por tanto, lo que has leido en [3] es de
poco uso para el siguiente ejercicio.

4) Prueba
{ls) _ < Am)
¢(s) n

n=1

para R(s) > 1.

Indicacién: jQué operacién analitica transforma f en f'/f?

Después de estas incursiones aritméticas, vamos a volver al lado del andlisis, aunque todavia
con algunas referencias a los niimeros primos.

5) Sea Z = {p € C : ((p) = 0}. Demuestra que —('(s)/{(s) — (s —1)~* es holomorfa en el
abierto U = C — Z y tiene polos simples en los elementos de Z. Por cierto, ;tienes claro que U
es un abierto?

La funcién de von Mangoldt es un poco rara y en la demostracién simplificada del teorema
de los nimeros primos de la préxima hoja la evitaremos pasando de —¢’/¢ a la funcién

1
F(s) = Z (;gsp donde p recorre los primos.

Esta funcién estd bien definida como funcién holomorfa en R(s) > 1 (jlo ves claro?). Lo
importante es que imita a —¢’/¢ en una regién mds amplia en el sentido de que no introduce
nuevas singularidades.

6) Demuestra que ('(s)/((s) + F(s) admite una extensién holomorfa a R(s) > 3.
Definamos ahora para x € R la funcién

V() = Z log p.

p<w

Como antes, aqui p recorre los primos. Parece un poco absurdo permitir que x sea real, porque
toda la informacién de la funcién estd en los primos. De todas formas, es conveniente para
tener la representacion integral del siguiente ejercicio.
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7) Demuestra que

F(s) = 8/100 V() dx para R(s) > 1.

ws—i—l

Es parte del problema justificar la convergencia de la integral en la regién indicada.

El proximo ejercicio es puramente analitico, no hay nada de aritmética involucrado. Es
breve, pero quiza sea el que te cueste mas de la hoja.

8) Suponiendo la existencia del limite

(= tim 2@

r—+oco I ’

prueba que £ = 1, justificando con todo rigor el argumento. Indicacién: Piensa en el comporta-
miento de (s — 1)F(s) cuando s — 1 en el ejercicio anterior.

9) Siempre suponiendo la existencia de ¢, concluye que para cualquier a > 1 existe un ng
tal que el intervalo (n, an] contiene un primo para todo n > ny.

En un primer contacto con la teoria, parece conveniente cambiar A(n) por la funcién indi-
cadora de los primos y que asi aparezca directamente su funcién contadora. Sin embargo, eso
da lugar a dificultades técnicas relacionadas con que al tomar logaritmos de funciones mero-
morfas tendremos problemas de multivaluacién en las cercanias de los polos y de los ceros. Sin
entrar en los detalles exactos, te propongo el siguiente problema que muestra la aparicién de
logaritmos.

10) Sea m(x) = #{p < z} la funcién contadora de los primos. Muestra que

m(z)

log ((s) = 5/2 2@ = 1) dx para R(s) > 1.

La definicién de log {(s) no es problemadtica en $(s) > 1 porque la funcién ¢ no tiene ceros
en esa regiéon (piensa en la férmula producto).

Tarea a entregar. Como en anteriores ocasiones, debes escribir un documento que combine
las soluciones de los ejercicios anteriores. Esta hoja es mas breve que las anteriores y sugiero
que no llegues a completar 6 pagina con el formato de esta hoja o de la plantilla. Si te falta
espacio, lo de m(z) es prescindible y lo de las funciones multiplicativas también. El resultado
debe dar lugar a un tercer capitulo de tu TFG llamado Relacion con funciones aritméticas o
la variante que prefieras.
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