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En esta hoja estudiaremos una sorprendente simetria de la funcién ¢ que en particular
implica la extensién de ((s) — ﬁ a una funcién entera. La probé Riemann en su famosa me-
moria sobre los nimeros primos [4], aunque hay algin antecedente en el trabajo de Euler. Para
enunciar y demostrarla, es necesario conocer antes una funcién clasica de variable compleja.
Quizé te la hayan mencionado brevemente en algiin curso y algunos de los ejercicios no sean

nuevos para ti.

Definimos la funcion I' en R(s) > 0 mediante la integral

Si no ves claro que converge, piénsalo un poco.

1) Integrando por partes, deduce que se cumple I'(s + 1) = sI'(s) y explica por qué esto
permite deducir que I' tiene una extensién meromorfa a {R(s) > —1} con un tnico polo en
s = 0 con residuo igual a 1.

2) Repitiendo la idea del ejercicio anterior, prueba que I" admite una extensiéon meromorfa
a C tal que los polos estan en Z<( y todos ellos son simples.

3) Comprueba que la funcién I' generaliza el factorial en el sentido de que I'(n) = (n — 1)!
para n € Z*. De hecho, histéricamente, I' surgié interpolando factoriales [3].

A continuacién vamos a probar la férmula
1) D) [ a1+ a) do = (s - w)l(w)
0

que nos servird para probar dos simetrias inesperadas de la funcién I". Aqui se entiende que

R(w) > 0y R(w — s) < 0 para asegurar la convergencia de la integral, pero, por extension
b )

meromorfa, las simetrias que obtendremos serdn generales.

4) Escribe el primer miembro de (1)) como [ [ 21 (1+ 2) *y* e ¥ dady y efectuan-
do un cambio de variable x = u/v, y = u + v, muestra cémo obtener el segundo término,
completando asi la prueba de .

Hay una consecuencia que es digna de mencién:

5) SiI'(s) = 0 con R(s) > 0. Explica por qué (1)) con w = 1/n y n arbitrariamente grande,
lleva a una contradiccién. Concluye que 1/T" define una funcién entera en C cuyos ceros estéan
en Zgo.

La primera simetria de I', la mas famosa, se obtiene con el teorema de los residuos.
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6) Tomando s = 1 en y aplicando el teorema de los residuos para evaluar integrales,
deduce la formula de reflexion

F(l — w)F(’U)) = @ para w S C — Z,

lo que implica I'(1/2) = /, porque claramente I'(1/2) € R*. Indicacién: Considera un dominio
de tipo “cerradura” donde el ojo de la cerradura rodea al origen y de él parten dos ramas que
pasan ligeramente por encima y por debajo del eje real positivo. La determinacién natural del

angulo es de 0 a 2. Si no tienes mucha préctica con el calculo de estas integrales mediante el
teorema de los residuos, mira por ejemplo [1].

La segunda simetria requiere cierta manipulacién previa de la integral.

7) Con el cambio de variable z = (yzyl )2, comprueba

e} 1 0
/ ZE_1/2(1 + LL’)_S dr = 223—1/ ys—3/2(1 + y)1—2s dy = 223—1/ ys—3/2(1 + y)1—25 dy
0 0 1

y concluye que estas tres integrales coinciden con 22572 fooo y* 3/ 214+ y)t2 dy.

8) De la conclusién del ejercicio anterior y de deduce la formula de duplicacion

1
I'(2)T(z + 5) = 21727 /7T (22),
que para z = 1/2 da una prueba més de I'(1/2) = /7. Indicacién: Toma s = z + 3 y w =
en , utiliza la identidad integral del ejercicio anterior y compara el resultado con lo obtenid
al sustituir s =2z y w = z.

1
2
0

Después de este andlisis detallado de la funcién I', nos dirigimos hacia nuestro objetivo en
esta hoja que es encontrar una simetria de la funcién {. Para ello, un resultado auxiliar serd la
igualdad:

1
(2) Z et = 7i Z e para te€RT.

nez nez

Es muy posible que la hayas visto en algtin curso de ecuaciones o analisis. Sea o no el caso, te
propongo que escribas una prueba siguiendo las lineas esbozadas en el préximo ejercicio.

9) Sea F(x) =,z e~™(m+2)*t Como es 1-periddica y regular, coincide con su desarrollo

. ; 1/2 —omi .
de Fourier: F(z) = ", .7 a,e*™"* con a,, = f_{/Q F(x)e=?™n% dz. Demuestra que se tiene a, =

ffooo e~ mia? =2mina g y deduce calculando F'(0). Indicacién: Para completar este esquema,
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necesitaras saber f_oooo e~ 2miEy o = o= G esta integral no te suena, mira o cita [5]
Ex.10.9] o [6].

Ahora estamos preparados para probar la simetria de ¢ siguiendo la idea original de Rie-
mann en su famosa memoria [2, §8], [4].

10) Considera la funcién w : Rt — R de decaimiento rcipz'd w(x) = >, e~TT,
Muestra que satisface

-1
w(z™!) = \/52 + vz w(r) para cualquier z > 0.

11) Sea &(s) = s(1 — s)m—/2I'(s/2)¢(s). Utilizando las definiciones originales de ¢ y de T,
como serie e integral, demuestra para R(s) > 1

£(s) =s(1—5s) /OO 227 Y (x) da.

0

Efectuando el cambio z — 1/x en el intervalo (0, 1] del rango de integracién, deduce también

£(s) = —1+s(1—s) / T @ a0 () do
1

12) A partir de la expresién anterior, demuestra los siguientes puntos:
1. &(s) se extiende a una funcién entera.

2. ((s) —1/(s — 1) se extiende a una funcién entera.

3. Se cumple &(s) = £(1 — s) para todo s € C.

El ultimo punto es la simetria que buscabamos, lo que se llama la ecuacion funcional por
antonomasia que permite relacionar ((s) y ((1 — s). El factor s(1 — s) es irrelevante porque es
invariante bajo s — 1—s, solo se introduce para tener una funcién entera. Por ello, la ecuacion
funcional se suele presentar en la formas:

() ¢(s) = r00p (1 et -5,

Por cierto, mira [7, Ch. II] si quieres ver otras pruebas de esta identidad. También hay una
forma “no simétrica”, algo menos habitual:

¢(s) = 2(2m)* ' sen (%S)M —$)C(1 - s).

1Se dice que una funcién es de decaimiento répido si es C™ y ella y sus derivadas de cualquier orden tienden
a cero cuando x — oo al multiplicar por =%, sea cual sea N.
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13) Con lo que sabes de la funcién I', prueba que la forma simétrica de la ecuacién funcional
y la no simétrica son equivalentes.

14) Calcula ((0), ¢(—1), ¢(—2), ((—3) y ¢((—4) empleando la ecuacién funcional.

Tarea a entregar. Debes escribir un documento que combine las soluciones de los ejercicios
anteriores. La extension es libre con una fuerte recomendacion de que no llegues a las 7 paginas,
sin contar la bibliografia, con el formato de esta hoja o de la plantilla. Si te ves muy apurado,
suprime lo relativo a la férmula de duplicacién y la forma no simétrica de la ecuacién funcional.
Es importante que trates de combinar las soluciones de los ejercicios en vez de pegarlas por
separado. El resultado debe dar lugar a un primer capitulo de tu TFG llamado La ecuacion
funcional o la variante que prefieras.
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