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Esta hoja y las sucesivas, la previsién es que haya cinco en total, las iré poniendo en http://
matematicas.uam.es/~fernando.chamizo/supervision/TFG/tfg.html donde se encuentra
la propuesta inicial de los contenidos. La fuente IATEX, en los ficheros CC24hoja*.tex, te sera
muy util como plantilla y para poder copiar formulas y referencias. Mas o menos imita el
formato indicado en la guia docente. De todas formas, seguramente es mas adecuado, para
ahorrar tiempo, que las entregas de cada hoja las incluyas en la plantilla oficial del TFG que
puedes descargar en Moodle.

La funcién protagonista de tu trabajo, es la funcion ¢ de Riemannﬂ que se define a través
de una serie como la funcién compleja

C(s) = Z % para R(s) > 1.

n=1

Su interés proviene de que estd intimamente ligada a la distribucién de los ntimeros primos
aunque hasta la préxima hoja no empezaremos a entrar en ello. Curiosamente, en esta relacion
con los primos es fundamental considerar s complejo (por tradicién se usa este nombre de la
variable en vez de la z tipica de variable compleja).

El propédsito la presente hoja es tratar algunas de sus propiedades desde el punto de vista
del anélisis. Comenzamos estudiando cuindo tiene sentido la definicién anterior de (.

1) Muestra que la serie que define ¢ converge para todo ntimero complejo s con R(s) > 1
y diverge si s es real menor que 1. Apelando al teorema de Morera (o como prefieras) explica
por qué la serie define una funcién holomorfa en R(s) > 1. Indicacién: Si la ultima parte excede
tus conocimientos de variable compleja, da un vistazo al teorema de Weierstrass en [I] o a §5.2
en el capitulo 2 de [6].

Un teorema general para cierto tipo de series complejas [5, Cor. 1.2] implica que la serie que
define ((s) diverge para todos los niimeros complejos $(s) < 1, no solo los reales. Esto sugiere
que la serie solo nos permite definir ( como “infinito” méas alld de R(s) > 1. Sin embargo,
resulta que hay una definicién alternativa que permite ampliar su dominio y es en esa parte
que “no vemos” con la serie donde radica la informacién sobre la distribucién de los primos.

2) Demuestra para f(s) > 1 las igualdades
Y ekl s 1 /Dox—LxJ—l/Q
C(s)—s/1 $S+1dx—8_1 58 1 ot dx

donde | x| significa la parte entera. La segunda deberia resultarte facil y la primera lo es menos.

'Lo habitual en el d4mbito cientifico es leer ¢ como zeta, pero segin la RAE el nombre oficial es dseta. A
pesar de la autoridad de la RAE, también indica my y ny como nombres de p y v cuando practicamente todos
los cientificos usan mu y nu.
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3) Explica por qué la tltima integral converge para R(s) > 0. Deduce que ¢ se puede
extender a una funcién meromorfa definida al menos en £(s) > 0 donde tiene un tnico polo
en s = 1 que es simple y con residuo igual a 1.

Recuerda que por el llamado “principio de unicidad” [0, Ch. 2, §4], a lo més hay una
posible extensién meromorfa a una regién dada. Nadie puede venir con otra férmula ingeniosa
y obtener una extensién a R(s) > 0 que difiera de la obtenida. Con un poco mas de esfuerzo, se
puede llevar a cabo la extensién también a $(s) > —1 y repitiendo la idea incluso a C. Como
esto ultimo lo haremos de otra forma en la siguiente hoja, nos contentaremos con el primer
paso.

4) Explica por qué la funcién g(z) = [{" (¢t — [t] — %) dt estd acotada en R y muestra que

C(s) = ! + % —s(s+1) /100 g(x)z ™2 dz.

s—1

Concluye que ¢ se también se puede extender a R(s) > —1 como una funcién meromorfa con
un unico polo en s = 1, que es simple.

A continuacién vamos a ver algo bien curioso: a pesar de que Y 2, n~® no converge en la

franja 0 < R(s) < 1, sus sumas parciales con un término adicional sirven para aproximar ¢(s).
El siguiente ejercicio es un primer paso con este fin.

5) Con una variante de los razonamientos anteriores, muestra que para N € ZT y R(s) > 1

N
1 les N3 [ee) .
C(S):ZE_Fs—l_ 5 —s(s+1)/N g(x)z™52 da.
n=1

Lo cual se extiende como funcién meromorfa a R(s) > —1.
Antes de seguir, vamos a estudiar con un poco més de detalle la funcién g.

6) Prueba que g es 1-periédica (si no lo has hecho ya), continua y que g(z) = sa(z — 1)
para 0 < z < 1; de donde se sigue que es C! a trozos en cada intervalo finito. Estas condiciones
aseguran que g tiene una serie de Fourielﬂ que converge absolutamente a ella. Muestra que es

1 1 1 5 1 1 X cos(2mn)
1 — T = 2minx _ - TR
( ) g(m) 12 + 472 Z n26 12 + 272 Z n2
neZ—{0} n=1

2 . . 2z 22 1: 2mine _rl —2mint
Recuerda que la serie de Fourier de una funcién 1-periédica f es > ., fne con fp, = fo ft)e dt
y coincide con f si es suficientemente regular. Dos buenas referencias si quieres repasar el andlisis de Fourier
son [2] y [4].
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7) Paran € Z—{0} sean f,(z) = 2minz—S(z) logz y hy(z) = (£, ()™ +2) . Partiendo
de la identidad trivial €27z =5=2 = f/ () ¢//*(*) b, (), comprueba las desigualdades siguientes

para R(s) > -1y 1+ [3(s)| < N € Z*:

]/ 2y | < \hn(N)\+/Oo\h;(N)!dw=2}hn(N>\-
N N

Indicacién: Integra por partes y controla el signo de la derivada.

8) Usando los tres ejercicios anteriores, deduce que existe una constante C', que no hace
falta que halles, tal que

1—s
]<<s> LA

< ON—RG)
ns s—1|—
n=1

para cualquier 0 < R(s) < 1y N > 1+ |3(s)|. En particular, las sumas parciales Sy de
>oo2  n~® convergen a ((s) en 0 < R(s) < 1 cuando N — 400 si las corregimos anadiendo
N1=$/(s —1).

Terminamos esta hoja con el calculo de algunos valores especiales relacionados con la fun-
cién (. Antes de nada, vamos a introducir una constante que es posible que conozcas de algin
curso del grado. Lo mismo ya has hecho el siguiente ejercicio en alguna asignatura.

9) Prueba que la serie Y 7, (% —log "TH) converge. Deduce que el limite

1 1 1
If (1 b4 d— —log(N 1)
i +2+3+ +N og(N +1)

existe y es finito. Su valor se llama constante de Euler-Mascheroni y se suele denotar con .
Numéricamente es v = 0,57721 ... y no se sabe si admite una expresion sencilla. Indicacién: Una
posible manera de abordar la convergencia es utilizar el criterio de comparacién escribiendo el

paréntesis como fo (H — m) dx y acotando la integral.

Primero hagamos dos evaluaciones que son consecuencia inmediata de lo anterior.

10) Calcula ¢(0) y F'(1) con F(s) = (s—1)((s). Si uno se pone muy riguroso, debe entender
esta F' como la extensién holomorfa de (s — 1){(s).

Nota que al tener ¢ un polo simple en 1, se cumple que ((s) —1/(s — 1) permanece acotado
cuando s — 1. El siguiente ejercicio apura un poco mas.

11) Demuestra que

F(1) = 1im (¢(s) ~ =) =+

s—1 s—1
justificando que el limite anterior es:
Ng—|z]—1/2

1 1 11
. e de =5 - i (1 N - ) .
2 NS ) 22 D T e Gt Z toton) =T
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Por 1ltimo, veamos el valor especial de ¢ que resuelve el problema de Basilea [7].

12) Utiliza para obtener ((2) = 72/6. Recuerda o repasa la identidad de Parseval y
aplicala para obtener ((4) = 74/90.

Para terminar, te cuento en esta letra pequenia algo mas sobre valores especiales de {. Témalo como algo
opcional y menciona algo de ello en tu trabajo solo si llama tu atencién y tienes espacio.

Las expresiones exactas para ((2) y (4) no son una casualidad. Hay expresiones del mismo tipo para ((2k)
con k € ZT. Por otro lado, se desconocen para ¢(2k + 1). Por ejemplo, no se sabe “evaluar” ¢(3). Una forma
general de tratar el caso par es utilizar la identidad famosa de variable compleja (mira [3], (10)] para una prueba
elemental):

LS 1 1
sen?(mz) 22 Z (z—n)?’
neZ—{0}
El lado derecho tiene una extensién holormorfa a z = 0, porque existe el limite, y entonces admite un desarrollo
de Taylor de la forma > 72 arz?® que al ser comparado con el del segundo miembro permite evaluar ¢ (2k).

13) [Opcional] Evalda ¢(6) sabiendo que el desarrollo de Taylor del primer término es %2 + 717—;122—1— %24—1—. ..

Los ay estan relacionados con los niumeros de Bernoulli By, que quizé te suenen. Concretamente,

_ (2m)*"*?|Bokao|

(27)**| Bas|
“ = ke S

para k € Z>o y de ahi, ((2k) = 20k)!

para k € Z7.

Tarea a entregar. Debes escribir un documento que combine las soluciones de los ejercicios
anteriores. La extension es libre con una fuerte recomendacién de que no superes las 7 paginas,
sin contar la bibliograffa, con el formato de esta hoja o de la plantilla para que no tengamos
que hacer muchos recortes al final. Es mucho més importante poner buenas explicaciones que
detalles en los calculos. El resultado debe dar lugar a un primer capitulo de tu TFG llamado
Propiedades analiticas basicas o algo parecido.
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